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Die Axiome der Geometrie

1. Axiom: Inzidenzaxiom. Es gibt Punkte und Geraderede Gerade ist eine Teilmenge
Punktmenge. Durch je zwei verschiedene Punkten® @ gibt es genau eine rade; dies
Gerade bezeichnen wir mit PQ. Es gibt drei Punétie,nicht auf einer gaeinsamen Gerad
liegen.

2. Axiom: Linealaxiom. Je zwei Punkten P, Q ist ihr AbstandQ// zugeordnet/PQ//
ist eine reelle Zahl mit folgenden Eigenschaften:

a) /[PQ//=0,/PQ//=0 genau dann, wenn P =Q;
b) [PQL= [QPL]
c) [PQUs/[PR/J+ [RQ/] Dies ist die sogenannte Dreiecksungleichung.
Wir fordern weiterhin, dass jede nichtnegative le@&lahl auch als Abstand vorkommen kann

Definition: Gegeben sind drei verschiedene Punkte P, R, @iaeif Geraden. Wir sagen, R liegt
dannzwischenP und Q, wenn giltIPQ = PR + [RQL. Wir schreiben dann P-R-Q.

Definition: Seien A und B zwei verschiedene Punkte.

Dann besteht di€trecke [AB] aus den Punkten A und B und allen Punkten@eraden AB, die
zwischerA und B liegen.

Unter einentStrahl [AB verstehen wir die Punkte A und B, sowie allenRe X zwischen A und B
und alle Punkte Y fur die gilt, dass B zwischenmdw liegt.

Definition: Seien A, B, C drei Punkte, die nicht auf eigemeinsamen Geraden liegen, dann be-
zeichnen wir mitDreieck ABC oderAABC die Punktmenge mit ddfecken A, B, C und den
Seiten [AB], [BC], [CA]. AABC =[AB] O [BC] O [CA]. Die Seiten eines Dreiecks sind also
Strecken und keine Geraden.

3. Axiom: Axiom von Pasch (Moritz Pasch, 1843 - 193(ei 4ABC ein Dreieck, und sei
g eine Gerade, die keine Ecke des Dreiecks enth@hnDyilt: Wenn g eine Seite des
Dreiecks AABC trifft, dann trifft g genau eine weitere Seite vayABC.

Definition:

Seien A, B zwei Punkte der Ebene, g eine Gerad&loeme mit AClg und B g. A und B liegen
auf derselben Seite von gvenn [AB]n g ={}.

Unter einer offenen Halbebene H(g[Ag) verstehen wir die Menge aller Punkte der Ebdree,
mit A auf derselben Seite von g liegen.

Definition: Seien R, S und T drei Punkte, die nicht anéeGeraden liegen. Dann ist d&in-
kel ORST die Vereinigung der Strahlen [SR und [ST, lu=8t:
[RST = [SRY[ST.
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Man nennt S deBcheitelund [SR und [ST di8chenkeldes Winkels[ORST. Wenn wir die

Ebene noch orientieren, d. h. einen Umlaufsinnedri@unkte festlegen, die nicht auf einer Geraden
liegen, dann kdnnen wir auch von einem orientieviénkel sprechen und zwischéRST und

TSR unterscheiden.

In einem DreieckAABC kdnnen wir die Winkel Ubersichtlich und kurezeichnen: Winkel eines
Dreiecks,[JA ist der Winkel OBAC, OB = JABC, OC =0OBCA. Man nenntJA den ,Winkel
bei A" und spricht von den WinkellA, 0B, [IC des Dreiecks DABC.

4. Axiom: Geodreieckaxiom. Jedem Winkel OORST wird ein Winkelmal3 [IORSTH
zugeordnet. Dies ist eine reelle Zahl x mit zwisthé < x < 180. Diese Zuondng hat di
folgenden beiden Eigenschaften:

(1) Seien g eine Gerade, R und S zwei Punkteggaund H eine er beiden Halbebene H
g), pd g.a seieine reelle Zahl zwischen 0 und 180. Dgibhes einen Punkt T in H(P,
so dass der WinkelIRST genau das MafBi hat.

(2) Sei U ein Punkt im Innern des WinkeliRST. Dann ist

UORSTU=UOTSUO + HOUSRLL

Definition: Wir nennen zwei Streckekongruent, wenn sie gleich lang sind; zwei Winkel hei3en
kongruent, wenn sie das gleiche Mal3 haben. Zum BeispielaiedVinkel vom Mal3 30°
kongruent.

Definition. Seien AABC und AA'B’'C’ Dreiecke. Wir sagen, dass\ABC und AA'B'C’
kongruent sind (und schreiben dafits ABC [0 AA'B’'C’), falls folgende Aussagen gelten:
[ABJ= [A'B' [] [BC[= [B'C' [] [CAL= [CA [J
und
LOAL= COA O CAEBO= B [CH= [1C [

5. Axiom: Kongruenzaxiom.Es gilt der Kongruenzsat8WSs.

6. Axiom:Parallelenaxiom.Zu jedem Punk{ und jeder Geraderg mit P[I1g gibt es
genau eine Gera« h durch P, die keinen Punkt miy gemeinsam hdjparallel“ zu g ist).

7.Axiom: Kongruente Flachen haben den gleichen Flacheninhalt
a) (= DFzZ OF OO

b) Ist eine Flache in n Teilflachen F,. .... R, zerlegt, so gilt:

OF = OF O+ OFR ... + 0RO

Ein Rechteck mit den Seitenlanganbl] R hatden Flacheninhaltab Insbesondere hat dann ein
Quadrat der Seitenlange a den Flacheninhalt a

Auszug aus:Wiegand: Geometrie als Wissenschaft und Kultur, Vorlesskgpt
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Winkelsatze an Geradenkreuzungen

Scheitelwinkelsatz

\1<8g0_u
Nebenwinkelsatz ) o\
180° -«

Stufenwinkelsatz

Stufenwinkel haben gleiches Mal3 genau dann, wenn g’ parallel zu g ist.

Formale Fassung:
a=a = gllg

gllg = o’=a

Stufenwinkel: o und o, B und B,



Behauptung: ag=a = gllg

Beweis:

Angenommen es ware g’ nicht parallel zu g. Dann hatten g’ und g einen Schnittpunkt S.
Auf g’ markiert man den Punkt S’, der von P’ die gleiche Entfernung hat wie S von P.

Nach dem Kongruenzaxiom (SWS) sind die Dreiecke P'PS und PP’'S’ kongruent und
entsprechende Winkel sind gleich grof3, speziell die Winkel bei P und P’ sind 180* a.

Der Winkel SPS’ hat das Mal3 a+180% a = 180° das heil3t, die Punkte S, P, S’ sind koline ar und S’
liegt auf g .

Damit haben also g’ und g zwei Schnittpunkte S, S’, was einen Widerspruch darstellt.

Behauptung: g llg = o’=d

Beweis:

Angenommen a’<a . Dann gabe es durch den Punkt P’ eine Gerade g, die mit h einen Winkel a
einschlie3t. g” ist deshalb parallel zu g. Das heil3t durch den Punkt P’ gibt es zwei zu g parallele
Geraden g’ und g” , was im Widerspruch zum Parallelenaxiom steht.
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Winkelsummensatz im Dreieck

Die Summe der Innenwinkel im Dreieck betragt 180°

Beweis:
Wir zeichnen durch C die Parallele zu AB . Aufgrund des Stufenwinkelsatzes folgt die Behauptung.

Hat ein Dreieck einen rechten Winkel, so sind die b eiden anderen
Winkel spitz.

Beweis:

Sei y=90° Dann folgt nach dem Winkelsummensatz, dass a+(3=90°ist, als a<90°uns (3<90°

Jeder AulRenwinkel eines Dreiecks ist grofRer als jed  er nicht anliegende
Innenwinkel.

Beweis:
Sei a’' der zu a gehdrende Aufenwinkel, d.h. a'+a=180° Nach dem Winkelsummensatz folgt

0’'=180% a=a+p+y-a=B+y. Also ist a’>p und a’>y. g.e.d.
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Winkelsummensatz im Viereck

Die Summe der Innenwinkel im Viereck betragt 360°.

Beweis: C

Die Diagonale [AC] teilt das Viereck in die Dreiecke AABC und AACD und die Innenwinkel a und 3
in die Teilwinkel a; und a, bzw. y; und y, . Nach dem Winkelsummensatz fiir Dreiecke qilt:

a, +y, +6=180°

. = a+B+y+3d=360°
o, +B+y, =180
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Definition der Mittelsenkrechten m
1. gegeben: Strecke [AB]

2. M 1 [AB] mit IMAI=IMBI

3. m durch M mit m v AB A []1
4. m heil3t Mittelsenktechte der Strecke [AB] M

Charakterisierung der Mittelsenkrechten

Ein Punkt P liegt genau dann auf der Mittelsenkrechten von [AB], wenn [PAI=IPBI

Kurzz. Pim - IPAI=IPBI

Beweis:
Pim = IPAI=IPBI “: m
AP
Die Dreiecke AAMP und ABMP sind nach dem AR
Kongruenzaxiom (SWS) kongruent, das heif3t, dass die Seiten
[PA] und [PB] gleich lang sind.
A 4 11
M
IPAI=IPBI = P1m
m
P
¢ :=<APB LK)
Sei m die Winkelhalbierende von ¢ 2|2

Die Dreiecke AAPM und ABPM sind nach dem

Kongruenzaxiom (SWS ) kongruent, das heiRt, dass die Seiten A
[AM] und [BM] gleich lang und die Winkel <PMA und <PMB
gleich grof3, also 90°sind.

Also sind M Mitte und m Mittelsenkrechte der Strecke [AB] und
Pim .
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Konstruktion der Mittelsenkrechten m der Strecke
[AB]

1. gegeben: [AB] m
2. Ky b Kg, r>@
3. Ky nKg, ={S.,S;}
4. m=S,;S, S,
A B

Sz




Basiswinkelsatz

Ein Dreieck ist genau dann gleichschenklig, wenn di e Basiswinkel
gleich sind.

C
ICAIZICBI = o=

Beweis:

, ICAI=ICBI = o= *

y.=<ACB

Winkelhalbierende w von y schneidet AB in P

Die Dreiecke AACP und ABCP sind nach dem Kongruenzaxiom
(SWS) kongruent, das heif3t die Winkel o und 3 sind gleich grof3.

Anders: Nach Voraussetzung folgt, dass C auf der
Mittelsenkrechten m von [AB] liegt. Nach dem Kongruenzaxiom
(SWS) sind die Dreiecke AAMC und ABMC kongruent und
insbesonders a=f .

, a, B=a = ICAI=ICBI *

Sei m die Mittelsenkrechte von [AB] durch M.

Wenn C auf m liegt, dann folgt nach dem Kongruenzaxiom (SWS),
dass die Dreiecke AAMC und ABMC kongruent sind. Insbesonders ist
also ICAI=ICBI.

Andernfalls schneidet m nach dem Axiom von Pasch eine weitere
Seite des Dreiecks AABC, z.B. [AC] in C . Nach dem
Kongruenzaxiom (SWS) sind die Dreiecke AAMC’ und ABMC’
kongruent und insbesonders a=a’ . Also ist a=a’<a , was einen
Widerspruch darstellt.
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Seite und Gegenwinkel

Im Dreieck liegt der groReren Seite der gréRere Win kel gegentber und
dem gréRReren Winkel die grofRere Seite.

Beweis:
,a>b=>a>p"

Errichtet man auf der Seite [AB] die Mittelsenkrechte m, so schneidet m die Seite [BC] in C’ und
das Dreieck AABC’ ist gleichschenklig mit den Basiswinkeln 3. (Bemerkung: m kann die Seite [AC]
nicht schneiden, denn waéare C” der Schnittpunkt von m mit [AC], dann ware
b=IACI=IAC”I+IC"CI=IBC”I+IC"CI > IBCl=a im Widerspruch zur Voraussetzung.). Weil C' im
Inneren des Winkels a liegt, ist B<a, also a>f.

,0>B=>a>b"

Wir tragen in A an AB den Winkel B an, so daf3 der Schenkel die Seite [BC] in C’ schneidet. Nach
der Dreiecksungleichung und dem Basiswinkelsatz gilt dann a=IBCI=IBC’I+IC'CI=IAC’I+IC'CIl >
IACI=b. g.e.d.
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Definition der Kongruenz

Die Dreiecke AABC und AA'B'C’ heillen kongruent, wenn sie in allen Seiten und Winkeln
Ubereinstimmen.
c=IABI = IA'B’l=C’

a=IBCI = IB'C'l=a’

b=ICAI = IC'A'I=P’

o=a’ A’
B=p’

Y=Y

Kongruenzaxiom (SWS)

Dreiecke sind kongruent, wenn sie in zwei Seiten un d dem
eingeschlossenen Winkel Gbereinstimmen.

Die folgenden Kongruenzsatze basieren auf dem Kongruenzaxiom bzw. auf dem aus dem
Kongruenzaxiom folgenden Basiswinkelsatz fiir gleichschenklige Dreiecke.

Kongruenzsatz (WSW)

Dreiecke sind kongruent, wenn sie in einer Seite un  d den anliegenden
Winkeln Ubereinstimmen.

Beweis:

Sei c=C¢' a=a’ B=p’

1. Fall: Falls b’=b ist, sind die Dreiecke nach dem Kongruenzaxiom (SWS) kongruent.

2. Fall: Falls 0.B.d.A. b’ < b ist, gibt es einen Punkt C” auf b’, so dass die Dreiecke AABC und
AA'B’C” nach dem Kongruenzaxiom (SWS) kongruent sind. Da C” im Innern des Winkels B liegt,
ware 3= <C"B'A’< <C'B'A’=p , was einen Widerspruch darstellt.
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Kongruenzsatz (WWS)

Dreiecke sind kongruent, wenn sie in einer Seite, e inem anliegenden
und einem gegeniberliegenden Winkel Gbereinstimmen.

Beweis:
A
1. Fall
A'C'=AC= (SWS) AAB'C'[ AABC
1. Fall

A'C’>AC=es gibt ein Punkt C” mit AC"C’ und IA'C"l = IACI = (SWS) AA'C"B’'L AABC=
Winkelsumme im AC’C”B’ ist grof3er als 180°% was einen Widerspruch darstellt.

Kongruenzsatz (SSS)

Dreiecke sind kongruent, wenn sie in drei Seiten tlb  ereinstimmen.

Beweis:

Wir konstruieren nach dem Kongruenzaxiom (SWS) ein zum Dreieck AABC kongruentes Dreieck
AA'B'C”. Die Dreiecke AC'C’B’ und AC'C’A’ sind gleichschenklig und deshalb sind die
Basiswinkel gleich: yi'=y1" , yo'=y." .

Die Winkel y bei C' bzw. y’ bei C” sind dann ebenfalls gleich:
Y=Y Y2 = Y =Y

Aufgrund des Kongruenzaxioms (SWS) sind auch die beiden Dreiecke AA'B'C’ und AA'B'C”
kongruent, das heil3st AA'B’C’ und AABC sind aufgrund der Transitivitat kongruent.
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Kongruenzsatz fur rechtwinklige Dreiecke

Rechtwinklige Dreiecke sind kongruent, wenn sie in der Hypotenuse
und einer Kathete Ubereinstimmen.

Beweis:

Wir konstruieren an das Dreieck AA'B'C’ ein zum Dreieck AABC kongruentes Dreieck AA'C"C’,
indem wir an die Kathete K den Winkel a und einen 90>Winkel antragen (WSW). Das dadurch
entstandene grofRe Dreieck AA'B'C” ist gleichschenklig mit den Basiswinkeln 90% a=90%a’.
Aufgrund des Winkelsummensatzes hat das Dreieck AA'B’C’ bei A’ ebenfalls den Winkel a. Nach
dem Kongruenzaxiom (SWS) ist das Dreieck AA'B’C’ kongruent zum Dreieck AA’C”C’ und nach
der Transitivitat auch kongruent zu AABC.

Bemerkung:

Den Kongruenzsatz fir rechtwinklige Dreiecke bendtigt man fir die Charakterisierung der
Winkelhalbierenden.



-14 -

Parallelogramm

Voraussetzungen: Winkelsatze, Kongruenzsatze

o/ C Ac h’ gllg’ und hilh

180°—a a
a 180°—a a
h
/A /B
g g

1. Das Viereck ABCD heil3t Parallelogramm.
Aufgrund der Winkelsatze folgt:

2. Gegenuberliegende Winkel sind gleich gro3. Neben  einander liegende Winkel
erganzen sich zu 180°

Aufgrund des Kongruenzsatzes (WSW) folgt:

3. Gegeniberliegende Seiten sind gleich lang.

Die Dreiecke AABM und ACMD sind aufgrund des Kongruenzsatzes (WSW) kongruent, also gilt :
IAMI = ICMI, IBMI = IDMI
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Lot von P auf g

Gegeben sei ein Punkt P und eine Gerade g. Dann gibt es eine Gerade | durch P, die senkrecht
auf g steht. Die Gerade | ist eindeutig bestimmt.

Die Gerade | heif3t Lot durch P aufg .

Der Schnittpunkt F von | mit g heil3t Lotfu3punkt

Beweis:
Existenz von I[;

1. Fall: Plg
Nach dem Geodreiecksaxiom existieren zum WinkelmaR 90° Punkte Q[lg und RIg mit
I<QPRI=90°

2. Fall: PlUg
Wir wéhlen zwei Punkte a und B auf g. Nach dem Geodreiecksaxiom gibt es einen Punkt P’ mit

folgenden Eigenschaften:
P und P’ liegen auf verschiedenen Halbebenen von g

I<BAPI = I<BAP’|
IPA 1= IPA’l
P
A B
i 9
F
p’

F sei der Schnittpunkt der Geraden PP’ mit g.
Falls S =A ist, sind die Winkel <BAP und <BAP’ kongruente Nebenwinkel und haben damit das
Mal3 90° Die Gerade PP’ ist also das gewinschte Lot | durch P auf g.

Falls F # A ist, sind die Dreiecke APAF und AP’AF nach dem Kongruenzaxiom (SWS) kongruent,
so dass die Winkel <PFA und <P’FA kongruente Nebenwinkel sind und damit das Maf3 90°haben.
Auch in diesem Fall ist die Gerade PP’ das gewiinschte Lot | durch P auf g.

Eindeutigkeit von I

Géabe es durch P zwei Lote auf g, etwa I; und |, mit den FuRBpunkten F; und F,, so ware die
Winkelsumme im APF;F, grof3er als 180°im Widerspruch zum Winkelsummensat z.
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Definition:

Seien ein Punkt P und eine Gerade g gegeben. Sei | das Lot durch P auf g mit dem Lotful3punkt F.
Die Lange der Strecke [PF] heil3t Abstand des IPFI

d(P,9):= IPFI heil3t Abstand des Punktes P von g

Bemerkung:
Sei P und g gegeben. Fir alle Qggilt:  IPQI = d(P,q)

Konstruktion des Lotes | von P auf g

Gegeben: P, g
Kp, mitr>d(P,q)

Ke, n g = {AB}
Ky, n Kg, = {P,P}
PP’ ist Mittelsenkrechte von [AB], PP’ ist das Lot | durch P aufg .

a s w e
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Abstand zweler Parallelen

Gegeben seien die parallelen Geraden g und h. Wahlt man auf g zwei Punkte P; und P, und
zeichnet die Lote durch P; bzw. P, auf h mit den LotfuBpunkten F; bzw. F,, so entsteht das
Parallelogramm P,P,F,F; . Insbesonders sind dann gegenulber liegende Seiten gleich lang, das
heiBt, es ist IPiF1l = IP,F5l

P1 P2

-
]
-

I:l Fz

Definition:  d(g,h):= IP;F;| heil3t Abstand der Geraden g und h

Bemerkung:
Seigll h. Fuaralle POgund QUhgilt: IPQI = d(g,h)

Beweis:

£ R
=y

ey

Q

Wir fallen das Lot durch P auf g und erhalten den LotfuRpunkt F. Da im Dreieck APFQ die Seite
PQ dem groldten (rechten) Winkel gegeniber liegt, folgt IPQI>IPFI=d(g,h). Falls F=Q ist, folgt
IPQI=IPFI=d(g,h). g.e.d.
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Charakterisierung der Parallelen g zu h im
Abstand a

Gegeben sei die Gerade h.
Ist g eine Gerade mit g Il h, dann gilt: OP,,P, 0g : d(P,h) = d(P,,h)

Beweis: klar
Umkehrung:
Gegeben sei die Gerade h.
Sind P; und P, zwei Punkte in der gleichen Halbebene von h mit d(P,,h) = d{P,,h) = a,
dann liegen sie auf der Geraden g mitg Il h und d(g,h) = a .

P1 P>

g
a a

1 [] h

I:l Fz
Beweis.

Sei g die zu h parallelle Gerade durch P;. Dann ist d(g,h) =a. Wir zeigen, dass g die Gerade P,F; in P,
schneidet. Ware namlich g n P,F, ={P } und P'#P, , so galte einerseits d(P',h) Za und andererseits
d(P',h) =d(P,,h)=a .

P g
P, _ 

[ P2
a a
L] h

Fl F2



-19-
Konstruktion einer Parallen g zu h im Abstand a

Gegeben seienhund a..

F,,F, Oh

Lote I, |, durch F; bzw.F, zu h

P1, P,UIl; bzw. I, auf der gleichen Halbebene von h mit IP4,F1=IP,,F,l=a
P,P, ist die gesuchte Gerade g

arwDdNpRE

Parallelenschar in gleichem Abstand und Gerade

Gegeben sei eine Parallelenschar die von einer Gera den geschnitten
wird.

]
a; a; dl
- |
as a d2
s
a
Behauptung: a,=a, = d, =d,

Beweisvon “a, =a, =>d, =d,"

Die beiden Dreiecke mit den gleichen Seiten a; bzw. a, und den anliegenden Winkeln mit dem
Mal3 90°und 90% a sind nach dem Kongrunzsatz (WSW) kongruent, und deshalb folgt d;= d, .

Beweisvon “d, =d, =>a, =a,"
Analog nach (SWS).
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Winkelhalbierende

Gegeben sei der Winkel < BAC mit I< BACI=a. Nach dem Geodreiecksaxiom gibt es einen Punkt

X mit I< BAXI=%0( und I< XACIzéa . Die Gerade wy: = AX heif3t Winkelhalbierende .

(Voraussetzung: Kongruenzsatz fur rechtwinklige Dreiecke, Lot, Abstand Punkt-Gerade)

Charakterisierung der Winkelhalbierenden

Gegeben sei der Winkel <(s ,5,) und ein Punkt W im Inneren des
Winkels. W liegt genau dann auf der Winkelhalbieren  den, wenn
d(W,s1) =d(W,s,)

S2
F
Behauptung:
wWiow, = dW,s;)=d(W,s,)
. a W
Beweis: 5
A Wa
[0}
2
Fe
S1

Wir fallen von W das Lot auf die Schenkel s;,s,, die Lotful3punkte seien mit F;, F, bezeichnet. Die

. . . a a .
Dreiecke AAF;W und AAF,W mit den Winkeln E 90° 90% E sind aufgrund des Kongruenzsatzes

(WSW) kongruent, das heil3t IAFI=IAF,I und IWFI=IWF,I. g.e.d.
Behauptung: Sz

W mit d(W,s;)=d(W,s,) = WDOw, F,

Beweis: K
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Aufgrund des Kongruenzsatzes fir rechtwinklige Dreiecke sind die Dreiecke AAF,W und AAF,W
kongruent, das heif3t, die Winkel bei A sind gleich gro und W Ow . AuBerdem gilt, dass die

Ful3punkte gleichweit vom Scheitel entfernt sind: IAF;I1=IAF,I. g.e.d.

Konstruktion der Winkelhalbierenden

(beruht darauf, dass im gleichschenkligen Dreieck die Mittelsenkrechte der Basis und die
Winkelhalbierende des Spitzenwinkels identisch sind.)

1. Gegeben sei der Winkel mit dem Scheitel A, den Schenkeln s; und s, und dem Maf3 a.
2. Kar Kar sy ={P:} Kar NS, ={P,}
3. Konstruktion der Mittelsenkrechten m zu [P;P,], m n [P,P,] ={M}
4, M=W,
Beweis: s

P>

M=Wj
A
P,
S1

Wir zeigen: ALm und m halbiert a :
Wegen IAP,I=IAP,l=r ist ALIm.
Die Dreiecke AAMP; und AAMP, sind wegen (SWS) kongruent, das heil3t, a wird durch m halbiert.

Wir zeigen: w, halbiert [P,P,] und steht senkrecht auf ihr:

w, n[P,P,]={X}. Wegen (SWS) sind die Dreiecke AAXP; und AAXP, kongruent, das heif3t
IXP,I=IXP,l bzw. X=M. Au3erdem sind die Winkel bei X Nebenwinkel mit gleichem Malf3 90°

g.e.d.
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Besondere Punkte im Dreieck

Schnittpunkt der Mittelsenkrechten

Die Mittelsenkrechten m ,, my,,m. der Seiten eines Dreiecks schneiden
sich in einem Punkt S.

Mc

Beweis.

Sei {S}=m_, nm_. Aufgrund der Eigenschaften der Punkte der Mittelsenkrechten gilt:
ISCI=ISBI=ISAI, und aus der rechten Gleichung folgt, dass SUm, .

Bemerkung:

Der Punkt S ist von allen drei Eckpunkten A, B, C des Dreiecks gleich weit entfernt: ISAl = ISCI =
ISBI =r, das heil3t die Ecken A,B,C liegen auf einem Kreis um S mit Radus r.

Der Kreis Ks,; heil3t Umkreis .
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Schnittpunkt der Winkelhalbierenden

Die Winkelhalbierenden w 4, wgwy, der Innenwinkel eines Dreiecks
schneiden sich in einem Punkt S.

Wp

Wq

Beweis.

Sei {S} =w, n w, . Aufgrund der Eigenschaften der Punkte der Winkelhalbierenden gilt:

d(S,c)=d(S,b) und d(S,b)=d(S,a).
Daraus folgt, dass d(S,c)= d(S,a) ist, also ist SUw,.

Bermerkung:
Der Punkt S ist von allen drei Seiten a, b, ¢ des Dreiecks gleich weit entfernt: d(S,a)= d(S,b)

=d(S,c)=p. Der Kreis Ks, ( beriihrt die Dreiecksseiten und *)heif3t Inkreis .

*) die Beruihrbedingung wird in einem spateren Kapitel erklart
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Hohenschnittpunkt

Zieht man durch jeden Eckpunkt des Dreiecks AABC die Parallelen zur gegeniber liegenden
Seite, so entstehen drei zum urspringlichen Dreieck Dreiecke, die nach dem Kongruenzsatz
(WSW) kongruent sind. Die vier Dreiecke bilden zusammen ein grol3es Dreieck AA*B*C*, dessen
Mittelsenkrechten die Hohen des urspriinglichen Dreiecks sind, und welche sich in einem Punkt S
schneiden. g.e.d.

C*
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Schnittpunkt der Seitenhalbierenden

Die Seitenhalbierenden s ,, Sy, S¢ eines Dreiecks AABC schneiden sich in
einem Punkt S.

Beweis.

Es seien My, M, M, die Seitenmitten und S der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden s, und s,,. Zieht
man durch die Punkte A, M. , M, , C die Parallelen gi, 9., g3, 04 ZU S,, SO haben die Geraden g,
und g, den gleichen Abstand wie g, und s,, weil IAMcl = IMcBI ist. Mit dem analogen Argument
haben die Geraden s, und g; gleichen Abstand wie gz und g, .

Daher werden die (gleichlangen ) Abschnitte [AM,] und [M,C] der Seite b von den Geraden g, bzw.
gz halbiert, das heif3t, die Seite b wird durch g,, s, und g geviertelt.

Daraus folgt, dass die Geraden g, und s, den gleichen Abstand haben wie s, und g3, also haben
zwei nebeneinanderliegende Geraden dieser Parallelenschar jeweils gleichen Abstand.

Daraus folgt, dass die Geraden g, s, und gz die Seitenhalbiernde s, dritteln, oder anders gesagt, S
teilt die Seitenhalbierende s, im Verhéltnis 2:1.
Analog zeigt man, dass S die Seitenhalbierende s, im verhéltnis 2:1 teilt.

Warum liegt S auf der Seitenhalbierenden s, ?
Sei S’ der Schnittpunkt von s, mit s, . Dann teilt S’ sowohl s, als auch s, im Verhaltnis 2:1. Also
muss S'=S gelten. g.e.d.
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Formeln zum Flacheninhalt

Quadrat A=ala
a
a
Rechteck A=alb
b
a
Rechtwinkliges Dreieck A= (b
b 2
a
Dreieck A:cl[h_l_cz[h
, 2 2
Cq i Co 2
C A:ﬂ
2
Trape
pez A:al[h+c[lh+a2[h
c
d ih I \_b A:alEh+2ch+aZEIh
ay i i a 2 2 2
a A=(a1+20+a2)EIh
2
_(a+c)h
2
Parallelogramm c=a
! i A=alh
V.
a
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Satz des Pythagoras

Im rechtwinkligen Dreieck ist die Summe der Kathete  nquadrate gleich
dem Hypotenusenquadrat:

a® +b?=c?
L=
a,b  :Katheten ( schlieRen den rechten Winkel ein )
o : Hypotenuse

(Pythagoras: griechischer Mathematiker um ca. 500-580 v. Chr. )

Als die ,einfachste" Beweisfigur zum Satz des Pythagoras gilt die folgende:
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Berechnungen am ( allgemeinen ) Dreieck

Voraussetzungen: Satz des Pythagoras

Gegeben: a,b,c Gesucht: p.g,h,A
b a
h
q p

c
h2 +p2 :aZ
h2 +q2 :bZ
p+q=c
pz _qz —a? —p?2

2 _(c-p)? =a? —b? b2 —a2 +c2
EZ c(:2 +p2)cp p?=a? -b? analog: 9= 56
o= a’ —-b* +c?
2C
h2 = g2 _pz
2

he o a? (az —p? +CZ)

4c?
he = 4a’c? —(a“ +b* +c* —2a’b? +2a’c? —2b2c2)

- 4c?
he = 2a’b® +2a’c® +2b°c®* -a* -b* -c¢*
4c?

h_JZazb2 +2a’c? +2b%*c® -a* -b* -c¢”*
2c

_ch

2
A_\/Zazb2 +2a’c? +2b%c* -a* -b* -c¢*
4

A
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Berechnungen am rechtwinkligen Dreieck

( Voraussetzungen : Satz des Pythagoras )

Gegeben: a,b, <(a,b)=90° Gesucht: ¢,p,q,h,A
b a
h
q p
c
c?=a’+b?
o= a® -b? +c?
2C
a.2 _b2 +a2 +b2 2
p= analog: q=—
2c
2
Pp=—
Kathetensatz a’=pc b? =qc
h? = a2 _pz
h2 :b2 _q2

2h*=a” +b* -p®* -¢°
2h? =¢c? -p® -¢°
2h?* =(p+0)* -p* —q
2h? =2pq

h* =pq

2

Hohensatz von Euklid h? =pq
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Elementare Herleitung der Strahlensatze

( Voraussetzungen: Flachenformeln fur Dreieck und Trapez, Satz des Pythagoras )

Gegeben sein ein rechtwinkliges Dreieck Dagc mit den Seiten a, p, b .Verlangert man die Seitea=
AB bis zu B’ und errichtet in B’ die Parallele p’ zu p, und verlangert man die Seite b=AC, so dass
der Schnittpunkt C’ gebildet wird, so erhalt man ein gréReres rechtwinkliches Dreieck Dagc :

Der Flacheninhalt des groRen Dreiecks Dagc'Setzt sich zusammen aus den Flacheninhaltenb des
kleinen Dreiecks Dagc und des Trapezes Tggcc :

ﬂ:ﬂ+&pl(a'_a)

2 2 2
a'p'=ap+a'p—-ap+a'p-ap'
O=a'p-ap’
ap'=ap

p'_a

p a

Daraus folgt, dass die Seiten des grof3en Dreiecks p’ und a’ gleiche Vielfache von den Seiten des
kleinen Dreiecks p und a sind:

_a
p=—p

a

al

a=—a
a



-31 -

Nach dem Satz des Pythagoras folgt fur die Seiten b’ bzw. b:

b|2:p|2+al2
2 _f[@ ? 2 a’)’ 2
b“=—1|p +(—j a
a a
2 a’\’ 2 2
b=l —1 (p* +a%)
a
b|2= il 2b2
a
b=2b

olo
Il
oo




-32 -

Verallgemeinerung

Gegeben seien zwei Strahlen mit gemeinsamen Anfangspunkt, welche von zwei parallelen
Geraden geschnitten werden.

Zeichnet man vom Scheitelpunkt die Senkrechte zu p bzw. p’, so erhalt man die rechts stehende
Figur:

N
b1

1. Strahlensatz
b_a o_a b_c

a c a c c
2. Strahlensatz
py_a P, _a
p, a p, a
pllz pl plz__pz

oo
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Verhaltnisgleichungen bei ,ineinander geschachtelte n“ rechtwinkligen
Dreiecken

Der Flacheninhalt des groRen Dreiecks setzt sich zusammen aus den Flacheninhalten des kleinen
Dreiecks und des Trapezes :

c'a’ _ca ata

“===+Z"2(c'c)
2 2 2
c'a'=ca+a'c'-a'c +ac'-ac
0=-a'c+ac'
a'c=ac'
a' _c ‘=
a_ct_, o a'=va
a ¢ c'=vc
Aufgrund des Satzes von Pythagoras gilt:
b|2 — a|2 +C|2
b'? = (va)® + (vc)?
b|2 =V2(a2 + C2)
b'2 =v2b?
b'=vb
b' '=
v b'=vb

E:
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Der Fall bei ,ineinander geschachtelten“ allgemei nen Dreiecken

all a
a,+ta,=a
b a,+a’,=a'
a Il a
b a',=va,
b'=vb
h'=vh
a', =va,
c'=ve
h'=vh

» , : : a',+a', =va, +va
Aus der Addition der jeweils ersten Gleichungen folgt: 172 ! 2
a'=va

Es gelten also auch in diesem Fall die drei Gleichungen:

a'=va
b'=vb
c'=vc
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Schnittpunkt der Seitenhalbierenden

Die Seitenhalbierenden s ,, Sy, Sc eines Dreiecks AABC schneiden sich in
inem Punkt S.

Beweis.

Vo
(o]
/
/
/
/
/
/
FARN(3)

Es seien My,My, M, die seitenmitten und S der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden s, und s,,. Zieht
man durch M, und M, die Parallelen zu s, so wird die Seite b nach dem 1. Strahlensatz geviertelt.
Ebenfalls nach dem 1. Strahlensatz teilt S die die Seitenhalbierende s, im Verhaltnis 2:1.

Analog zeigt man, dass S die Seitenhalbierende s, im Verhéltnis 2:1 teilt.
Warum liegt S auf der Seitenhalbierenden s, ?

Sei S’ der Schnittpunkt von s, mit sb . Dann teilt S’ sowohl s; als auch s, im Verhaltnis 2:1. Also
muss S'=S gelten. g.e.d.



Ahnliche Dreiecke
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c
— _
——
Cl
2. Strahlensatz

a' b' c'
—_ = J— = J— = VvV

a b C

1. Strahlensatz

Definition

Zwei Dreiecke mit den Seiten a,b,c
dreier Seiten Ubereinstimmen:

bzw.

,,b,,C,

heiRen ahnlich ,

wenn sie im Verhaltnis
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Flacheninhalt ahnlicher Dreiecke

Die beiden Dreiecke AA'B'C' und AABC seien ahnlich, d.h. es gelte: a =% == v
a c

oder a=va, b'=vb ¢c'=vc

C1

Gesucht ist der Zusammenhang zwischen den Flachen der Dreiecke AA'B'C'und AABC.

Zeichnet man C” und B”, sodass AB''=c und A'C”=b erhalt man folgende Figur:
Cl

c B”
c
Nach der Umkehrung des 1. Strahlensatzes sind die Strecken B"C” und B’C’ parallel. Nach dem
2. Strahlensatz gilt B%C”:%: , also ist B'"'C''=a. Die beiden Dreiecke AABC und
AA'B"' C" sind daher kongruent und insbesonders flachengleich.

Zeichnet man nun noch die Héhen h und h’ ein, so gilt nach dem 2. Strahlensatz:




h' ¢
—=— =V
h ¢
h'=vh

A(AA'B'CY) =

v2 [A(AABC)

A(AA'B'C')
A(AABC)
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Ahnlichkeitssatze

(1) Ahnliche Dreiecke stimmen in drei Winkeln tberein.

(2) Dreiecke sind @hnlich, wenn sie im Verhaltnis zweier Seiten und dem eingeschlossenen
Winkel Ubereinstimmen.

(3) Dreiecke sind &hnlich, wenn sie in zwei Winkeln tbereinstimmen.

(1) Ahnliche Dreiecke stimmen in drei Winkeln tiberein.

Beweis:
a _b_c
—=—=—=V
a b c
C
b a
A C B A B
CY
1. C’"mitAC” = C
2. gdurchC” Il BC b’
3. g schneidet AB’ in B”
4. AAB"C’und AA'B'C’ stimmen in
den Winkeln tberein b
5. a 222328”0"=a
BIICII b a A,
6. = =D_C ap=c B
AB" b ¢
7. AAB”"C”L AABC nach (SSS) c

8. AAB’C"und AABC stimmen in
den Winkeln tberein

9. AAB'C'und AABC stimmen in
den Winkeln tberein
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(2) Dreicke sind ahnlich, wenn sie im Verhéltnis zweier Seiten und dem eingeschlossenen
Winkel Ubereinstimmen.

Beweis:

b' ¢
—:—:V
b ¢

B”, C"mitAB"=c,AC’=b
AAB"C”"L AABC
B”C”:a

r Wbk

— === B"C’ Il BC

o
|
I

(3) Dreicke sind @hnlich, wenn sie in zwei Winkeln tbereinstimmen.

Beweis:

B” mit A’'B"=c

g durchB” 1l BC

g schneidet A'C’ in C”

AAB"C” L AABC nach (WSW)

pwnE

o
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Ahnlichkeit und Flachensatze am rechtwinkligen
Dreieck

Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck D mit den Seiten a, b, c. Die Hohe h auf ¢ zerlegt das
Dreieck in zwei Teildreiecke D; , D, . Alle drei Dreiecke stimmen in drei Winkeln tberein und sind
deshalb ahnlich. Es gelten die entsprechenden Verhéltnisgleichungen und zuséatzlich c=p+q .

b a
h
q p
c
D, D, D
p h a
h q b
a b c
Hohensatz
E = D = h? = pqg
h q
Kathetensatze
a_b = b =cq analog: a’=cp
b ¢

Satz des Pythagoras

a’=cp b? =cq = a’+b*=c(p+q)=c?
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Von den insgesamt 9 Verhaltnisgleichungen greift man diejenigen heraus, welche nur 3 Variablen
haben:

D;~D, D;~a D.~a
p_h p_a h_a
h g h b q b
p_h p_2a h_a
a b a ¢ b ¢
h_qa h.b q_b
a b a C b ¢

Nach Umformung folgt:
2

h? =pq a’=cp b? =cq
“ _

a® +b?=c?
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Flachensatze am rechtwinkligen Dreieck

Hohensatz
h*=pq o2
h
q p
pPq
Kathetensatze und Satz des Pythagoras
a’=pc
b®=qc
a’+b*=c?
b2
a2
h
q p

qc pc c
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Zeichnet man in einen Kreies 2 Durchmesser und verbindet deren
Endpunkte miteinander, so erhalt man folgendes Bild: ¢

Feststellung: Das erhaltende (rote) Viereck scheint ein Rechteck zu
sein, d.h. ¢ =90°

Wie kann man begriinden, dass die Innenwinkel des Vierecks rechte Winkel sind ?

180° - ¢,

2

180° - (180° - ¢,,)
2

180° - ¢,,

180 -0,

Aufgrund der Innenwinkelsatze am allgemeinen und gleichschenkligen Dreieck erhalt man die
Innenwinkel ¢ des Vierecks zu :

180° - (180°-¢,,) 180°—¢,,
b= 2 M

¢ =90°
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Satz von Thales
(Thales: griechischer Mathematiker ca. 624 - 547 v Chr.)

Liegt der Scheitel eines Winkels auf einem Halbkrei s und gehen die
Schenkel durch die Endpunkte eines Durchmessers, so ist der Winkel
ein rechter Winkel.

Kurz: Jeder Winkel im Halbkreis ist ein rechter Winkel.

COK ,, = <ACB=90°

Umkehrung des Satzes von Thales

Der Scheitel des rechten Winkels eines rechtwinklig en Dreiecks liegt auf
dem Halbkreis tber der gegenuberliegenden Seite.  (Thaleskreis )

<ACB=90° = COK ,, c

Beweis:
Wir zeigen: Liegt der Scheitel des Winkels innerhalb oder auRerhalb des Kreises, so ist sein Mal3
ungleich 90°

Der Scheitel des Winkels ¢' liege au3erhalb des Thaleskreises: '

¢'=180° - 90° - o
¢'=90° - a a
¢'<90°

Der Scheitel des Winkels ¢' liege innerhalb des Thaleskreises:
Analog zeigt man, dass ¢'>90° ist.
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Aquivalenz der Flachenséatze am rechtwinkligen
Dreieck

Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck mit den Kat  heten a, b und der
Hypothenuse c. Die H6he h auf c zerlege die Hypot enuse in die
Abschnitte pund g, sodassc=p +q ist.

Dann sind die Flachensatze aquivalent:

Satz des Pythagoras
(P)

7\ N
é/ N
Hohensatz ( H ) — Kathetensatz ( K )
Beweis:
P=K
b2:h2+q2 h2:a2_p2 C:p+q
a2 +b2 =C2

a’+h*+09° =(p+0)°
a’+a’-p®+qg*=(p+0)°
2a* -p*+q* =p* +2pq+q°
2a® =2p° +2pq
a’=(p+a)p

a®=cp

K=P

a’=cp b? =cq
a®+b” =cp+cq

a® +b* =c(p+q)

a2 +b2 =C2
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P=H
h* =a® -p° c?=a?+b?
h* =b? -¢*

2h? =a? +b? _pz _qz
2h?* =c? -p® -¢°

2h> =(p+q)®> -p>-q°
2h? =2pq

h* =pq

c=p+*q

Thales-Kreis

a®=(c+b)(c-h)
a2 =C2 _b2

a2 +b2 :C2
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K=H
h? =a(a-a')
. a’=cp
h? =a(a-a')
h? =a? —aa'
q h? =32 _pz
¢ h* =cp-p’
h® =p(c - p)
h* =pqg
H= K
h* =(b+q)(b-0q)
—h?=b? -’
Thaleskreis 2 _
h® =pq
b*-q® =pq
b* =pqg+q°
b =(p+0)q
b? =cq
c 2

analog: & ~CP
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Gegeben sei ein Kreis und eine Sehne s mit dem Umfangswinkel¢ . ]

Ist dessen Winkelmal3 unabhangig von der Lage auf dem Kreis ?
M

o o o q)
180° - 180° - (360° - ¢, —
o= 2¢1+ ( 4 o, —¢y) .
_%u
0= 2
5
_180°-(180°-¢,,)
6= 2
o
6= 2
¢:180°-(180°2-2¢1—¢M) ~6, 180° - 2¢, -
_%u
6= 2
(
oy =0, +9,
¢:180°—¢1+180°—¢2
2 2
_3600_¢M
0= 2
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Umfangswinkelsatz

Umfangswinkel Uber__ der gleichen Sehne sind gleich grol3.

Speziell:
Ist ¢,, der Mittelpunktswinkel der Sehne s und ¢ ein

Umfangswinkel Uber _ der Sehne, so qilt :

Umkehrung des Umfangswinkelsatzes

Gegeben sei eine Strecke AB. Alle Punkte, von denen aus die Strecke
AB unter dem konstantem  Winkel ¢ erscheint, liegen auf zwei

Kreisbogen, mit AB als gemeinsamer Sehne.

Beweis:
Wir zeigen wir, dass wenn der Scheitel eines Winkels aul3erhalb
oder innerhalb des Kreises liegt, sein Mal3 nicht gleich ¢ sein kann.

Der Scheitel von ¢' liege auBerhalb der Kreisbogen:
$'=180° - (180° - ¢) - o'
=9 -
o'<¢

Der Scheitel von ¢' liege auRRerhalb der Kreisbdgen: Analog Analog zeigt man dass ¢'> ¢ ist.
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Kreis und Gerade

Gegeben sei ein Kreis Ky, und eine Gerade g. Das Lot von M auf g habe den Lotfu3punkt F.

1. Fall : IMFI>r
Fir alle Punkte Q # F auf g gilt dann: IMQI > IMFI > r

Somit liegen alle Punkte der Geraden g aul3erhalb des Kreises. In diesem Fall heil3t die Gerade ¢
Passante .

2.Fall : IMFI=r
Der Lotpu3punkt F liegt auf dem Kreis. Fur alle Punkte Q # F auf g gilt dann: IMQI > IMFI =

Alle Punkte der Geraden aul3er F liegen auf3erhalb des Kreises. In diesem Fall heil3t die Gerade g
Tangente und der LotfuBpunkt F heil3t Berthrpunkt .
Der Berihrradius MF steht senkrecht auf g.

7
/

3.Fall : IMFI<r
Wir wahlen auf g zwei Punkte S; und S, mit IFS;1 = IFS,I = +/r? =IMFI? . dann gilt nach dem
Satz des Pythagoras ||\/|51|:\/||\/||:|2 +IFS,1> =+IMFIZ +r2 —=IMFI? =1 . Analog folgt, dass

IMS,I=r ist. Die Punkte S; und S; liegen also auf dem Kreis. Wegen der Monotonie der

Wurzelfunktion gibt es keine weiteren Punkte von g die auf dem Kreis liegen.
Die Gerade g heif3t Sekante.
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Sehnen-Tangentenwinkel-Satz

Umfangswinkel und Sehnen-Tangentenwinkel Gber der g  leichen Sehne
sind gleich.
s: Sehne

t: Tangente
B: Umfangswinkel, Sehnen-Tangentenwinkel

18022(90% B) = 2B
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Sehnensatz

Zeichnet man durch einem Punkt innerhalb eines Krei  ses zwei Sehnen,
so ist das Produkt der Abschnitte der einen Sehne g leich dem Produkt
der entsprechenden Abschnitte der anderen Sehne.

Die Dreiecke AS;R;P und AS;R,P sind ahnlich , deshalb gilt:

PR, PR,
PS, PS,

PR, [PS, =PR, [PS,
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Sekantensatz

Zeichnet man an einen Kreis von einem Punkt aufRerha [b des Kreises
zwei Sekanten, so ist das Produkt der vom Punkt aus gemessenen
Abschnitte auf einer Sekante gleich dem Produkt der entsprechenden
Abschnitte auf der anderen Sekante.

Die Dreiecke AS,R;P und AS;R,P stimmen nach dem Umfagswinkelsatz in B und ebenso in a
Uberein und sind deshalb &hnlich. Es gilt daher

PR, _ PR,
PS, PS;

PR, [PS, =PR, [PS,

Sekanten-Tangenten-Satz

Wird in der Grenzlage eine Sekante zur Tangente, so gehen die Punkte R, und S, in den
Berthrpunkt T Uber und Peripheriewinkel und Sehnen-Tangentenwinkel sind gleich . Wegen des
Ahnlichkeissatzes gilt

PR, PT
PT PS,

PR, [PS, =PT?
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