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Platonische Koérper

Fur den Bau der folgendenden Polyeder ( gr.: Vielflachner ) kann man das Material ,Polydron” verwenden. Es besteht im wesentlichen aus
Plastikteilen in Form von ebenen regelmaliigen Vielecken ( Dreiecke, Vierecke, Funfecke, Sechsecke,...), welche sich zu ebenen oder raumlichen
Gebilden zusammenfiigen lassen.

Seit dem Altertum sind die sogenannten Eunf Platonischen Koérper bekannt. ( Platon: griechischer Philosoph, 427-347 v. Chr. ) . Der griechische
Mathematiker EUKLID (um 300 v. Chr.) zeigte in Buch Xlll seiner ,ELEMENTE", dass es nur diese funf regelmé&Rigen Kérper geben kann.

A H .

Tetraeder Hexaeder Oktaeder Dodekaeder Ikosaeder

Die Namen gehen auf das Griechische zuriick, und beziehen sich auf die jeweilige Flachenzahl. Das Tetraeder etwa bedeutet Vierflachner, da es
durch vier Dreiecke begrenzt wird. Unter den Platonischen Koérpern haben wir also jeweils einen 4-, 6-, 8-, 12- und 20-Flachner. Die Bezeichnung

Legelmanig“ bei einem Kdrper bedeutet, dass an jeder Ecke gleich viele kongruente Vielecke zusammenstof3en, (die Ecken also gleiche Zahligkeit
aufweisen), und dass er konvex ist, also keine Einbuchtungen aufweist.

Zum Beispiel erfillt der durch ,Einstilpen” des Ikosaeders entstandene Korper nicht die Bedingung der Regelmaliigkeit, weil er nicht konvex ist.
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Konvexe Deltaeder

Interessant ist, dass es neben den Platonischen Korpern weitere, aus gleichseitigen Dreiecken aufgebaute konvexe Korper gibt, falls man auch
unterschiedliche Z&hligkeit der Ecken zuldsst.

Konvexe Korper, deren Oberflaichen ausschlief3lich aus gleichseitigen Dreiecken gebildet werden, deren Ecken 3-, 4-, oder 5-zahlig sind, und bei
denen zwei nebeneinanderliegende Dreiecke nicht in einer Ebene liegen, heiRen Deltaeder. lhre Benennung erfolgte nach dem griechischen
Buchstaben Delta (4), der die Form eines Dreiecks besitzt.

Insgesamt gibt es acht konvexe Deltaeder.
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Stellt man die wesentlichen Daten wie Zahligkeit, Ecken-, Kanten-, und Flachenzahl dar, ergibt sich folgende Tabelle:

3-zahlige 4-zahlige 5-zahlige Ecken | Kanten | Flachen | Name Platonischer
Eckensterne | Eckensterne | Eckensterne Korper
€3 €4 €s e k f
4 0 0 4 6 4 Tetraeder ja
2 3 0 5 9 6 trigonale Dipyramide
6 0 0 6 12 8 Oktaeder ja
0 5 2 7 15 10 pentagonale Dipyramide
0 4 4 8 18 12 erweiterte pen_tagonale
Dipyramide
0 3 6 9 21 14 Tripyramidales trigonales Prisma
0 5 8 10 24 16 D|pyram|dal_es_tetragonales
Antiprisma
0 0 12 12 30 20 Ikosaeder ja

Sucht man nach Strukturen oder Zusammenhangen in dieser Tabelle, féllt z. B. auf, dass nur gerade Flachenzahlen, namlich 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16,
20 vorkommen. Die Flachenzahl 18 ist nicht dabei. Hierauf wird spater noch eingegangen.

Der bedeutendste Zusammenhang liegt in der Tatsache, dass bei jedem Korper die Summe aus Ecken- und Flachenzahl die Kantenzahl um 2
Ubertrifftt e + f=k + 2

Dies ist die bekannte, auf den Schweizer Mathematiker LEONARD EULER ( 1707 - 1783 ) zurlckgehende Polyederformel, die allerdings meist in
der Form

e-k+f=2

geschrieben wird.
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Anschaulicher ,Beweis* der Eulerschen Polyederforme I

Von der Richtigkeit der Eulerschen Polyederformel kann man sich auf anschauliche Weise Uberzeugen: Baut man einen Deltaeder, z. B. einen
Ikosaeder, schrittweise ab, und entfernt zun&chst ein Dreieck, so erhalt man ein vasen- oder schalenférmiges Gebilde. Da jetzt eine Flache fehlt, gilt
nurnoche-k+f=1.

Fahrt man mit dem Abbauen fort und achtet darauf, dass das zu entfernende Dreieck jeweils vom Rand des schalenférmigen Gebildes
weggenommen wird, so stellt man fest, dass nach jedem Schritt immer noch e - k + f = 1 ist. Zuletzt bleibt von dem Kdorper ein Dreieck, also ein
Gebilde mit drei Ecken, drei Kanten und einer Flache, dbrig, fur welches die Gleichung e - k + f = 1 offenbar giiltig ist. Deshalb sind auch die
vorigen Gleichungen gtiltig , und es ist insbesonders e -k +f= 2.

Die obigen Uberlegungen kann man selbstverstandlich auf jedes konvexe Deltaeder, auf die Platonischen Korper und allgemein auf jedes konvexe
Polyeder Ubertragen, womit der Beweis beendet ware.
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Zur Heuristik der Polyederformel

Die Gleichung e - k + f=2 entspricht einer Ebene im ekf-Raum, welche allerdings durch die Daten der Deltaeder allein nicht zwingend ist, da die
konvexen Deltaeder im ekf-Raum 8 kolinearen Punkten entsprechen. Erst durch die Hinzunahme eines weiteren Korpers, z. B. des Hexaeders oder
des Dodekaeder wéare die Ebene eindeutig festgelegt.
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Warum es unter den konvexen Deltaedern keinen 18-FI  achner gibt

Nehmen wir an, es gabe einen derartigen Kdérper mit e Ecken, k Kanten und f=18 Flachen. Er sei so aufgebaut, dass er e; Ecken mit der Zahligkeit 3,
e, Ecken mit der Z&hligkeit 4 und es Ecken mit der Z&hligkeit 5 besitze.

Dann gelten folgende Gleichungen :

f=18
ez3+e,t+tes=e

Zahlt man die Kanten von den Ecken aus, so erhédlt man die doppelte Kantenzahl, weil jede Kante zweimal gezahlt wird :

e;-3+e,-4+e5-5= 2Kk

Zahlt man die Kanten von den Flachen aus, so erhalt man ebenfalls die doppelte Kantenzahl. Daraus ergibt sich dann die Kantenzahl k :

f-3=2k
18-3= 2k
54 =2k

27 =Kk

Aus der Eulerschen Polyederformel erhalt man durch Einsetzen der Werte fir f und k den Wert e fir die Eckenzahl :

e-k+f=2
e-27+18=2
e =11

Vereinfacht man die beiden Gleichungen beziiglich der Eckenzahligkeit,
estes+es=11
e;3-3+e,-4+e;-5=54

bekommt man eine einfachere Gleichung, die nur noch die Variablen e, und es enthalt:

e, tes-2=21
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Nur das Paar (e4 ; es ) = ( 1; 10 ) erfullt sowohl diese Gleichung e, + es - 2 = 21 als auch die andere e; + e, + €5 = 11. Bei allen anderen
Lésungspaaren ergaben sich fir e; negative Werte. Das einzige Losungstripel ist somit (e;;es;e5)=(0;1;10).

Wenn es also ein konvexes Deltaeder mit 18 Flachen gibt, dirfte es keine 3-zahlige Ecke, genau eine 4-zahlige Ecke und genau zehn 5-zahlige
Ecken haben.

Hatte man nun 18 Dreiecke und wirde mit 4 dieser Dreiecke eine 4-zahlige Ecke bilden, und wirde man an diese 4 Dreiecke weitere Dreiecke

anhangen, so dass die jeweils entstehenden Korperecken 5-zahlig sind, erhielte man zunachst folgende, an eine Bischofsmutze, erinnernde Figur,
die aus 12 Dreiecken besteht und unten eine viereckige Offnung hat:

A - B~ &
JAVAVAY W
ANVAVA A\ A\

Um die 5-Zahligkeit der 4 unteren Ecken an der Offnung zu erreichen, miisste man weitere 4 Dreiecke in Form einer Pyramide hinzufiigen mit dem

Effekt, dass der entstandene Koérper erstens anstatt 18 nur 16 Dreiecke hat und zweitens sogar zwei 4-zahlige Ecken aufweist. Fir die beiden lbrig
gebliebenen Dreiecke gébe es schliellich keine Verwendung.
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Warum es keine konvexen Deltaeder mit mehr als 20 F  lachen gibt

Nehmen wir an, es gabe einen derartigen Kérper mit e Ecken, k Kanten und f > 20 Flachen. Er sei so aufgebaut, dass er e; Ecken mit der Zahligkeit
3, e4 Ecken mit der Z&hligkeit 4 und es Ecken mit der Zahligkeit 5 besitze. Dann gelten folgende Gleichungen und Ungleichungen :

f>20

e;t+es+es=e
Zahlt man die Kanten von den Ecken aus, so erhalt man die doppelte Kantenzahl, da ja jede Kante zweimal gezahlt wird :

e;-3+e,-4+e-5= 2Kk
Zahlt man die Kanten von den Flachen aus, so erhélt man ebenfalls die doppelte Kantenzahl. Daraus ergibt sich dann fiir die Kantenzahl k folgende
Ungleichung :

f-3=2k
20-3< 2k
60<2k
30 <k
Die Eulersche Polyederformel e - k + f =2 zusammen mit den Formeln f-3 =2k bzw. k=15f und f>20 ergibt:
e-k+f=2
e-15f +f=2
e -05f=2
e =2+0,5f°
e>2+05-20
e>12
Des weiteren ergeben sich aus der Eulerschen Formel und den Formeln 3f =2k , e;+e;+es=e , 3e;+4e,+5e5= 2k , e>12 :
e-k+f=2

6e - 6k + 6f = 12

6e - 6k + 4k =12

6e -2k =12
6(93"‘e4+e5)‘(393+4e4+595):12
3e;+2e,+e5 =12

2es+e,+e =12

2es+e,=12-¢€

2e;+e,<12-12

2e;+e, <0

Die letzte Ungleichung ist offensichtlich falsch, da nach Voraussetzung sowohl e; als auch e, gleich Null oder naturliche Zahlen sein kénnen. Also
kann es einen konvexen Deltaeder mit f > 20 nicht geben.
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Warum alle ( konvexen ) Deltaeder gerade Flachenzah len haben

Zahlt man die Kanten Uber die Flachen, wird jede Kante zweimal gezéhlt, und man erhélt die doppelte Kantenzahl: f-3 = 2k . Das bedeutet, dass f
gerade sein muss.

Wie man zeigen kann, dass es keine weiteren als die  genannten 8 konvexen Deltaeder gibt

Die folgenden Uberlegungen werden am Beispiel eines Korpers mit 10 Dreiecken demonstriert, welche in dhnlicher Weise an anderen Koérpern
vorgenommen werden koénnen.

Nehmen wir z. B. an, wir hatten einen konvexen Deltaeder mit f = 10 vorliegen. Aus 3f = 2k und der Polyederformel e - k + f = 2 erhalt man

k=15
e=7

Aus den Gleichungen e; + e, + es =7 und 3e; + 4e4 + 5e5 = 30 folgt:
e;t+te,t+tes =7

3e; + 4e, + 5e; =30

3e;+3e,+ 365 +e,+2e5 =30

3.7+e,+2e5 = 30

e,+2e; =9

Die letzte Gleichung hat nur drei Losungspaare d. h. das Gleichungssystem hat nur drei Lésungstripel, wie sie in der folgenden Tabelle dargestellt
sind:

€3 =7-€4-65

a1

<0

<0
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Der einzige Kdrper zum ersten Losungstripel (es; e4;e5)=(0;5;2) ist die oben angegebene pentagonale Dipyramide. Konstruiert man namlich
zunéachst eine 5-zahlige Ecke in Form eines (noch beweglichen ) Mantels einer 5-seitigen Pyramide und macht man dann eine weitere Mantelecke 5-
zéhlig, so erhalt man nach entsprechender Verformung ein Gebilde in Form eines Walmdaches, bestehend aus 8 Dreiecken. Am unteren Rand des
~Walmdaches" gibt es nur 2- und 3-z&hlige Ecken.

Egal wohin man nun die zwei restlichen Dreiecke anhangt und den Kdrper zu schlieRen versucht, entsteht entweder ein Kérper mit einer dritten 5-
zahligen Ecke, oder ein Kérper mit mindestens einer 3-zahligen Ecke, was den Voraussetzungen widerspricht.

Es ist also so, dass man am Mantel der 5-seitigen Pyramide nur 4-zahlige Ecken erzeugen muss. Wird der Korper dann geschlossen, erhéalt man die
pentagonale Dipyramide.

Wir zeigen nun, dass zum zweiten Losungstripel (ez;es;;es)=(1;3;3) kein konvexes Deltaeder im Sinne der Definition existiert.
Man bildet zunachst die 3-zahlige Ecke in Form eines Tetraedermantels. Wirde man eine der unteren Mantelecken 4-z&hlig machen, erhielte man

eine trigonale Dipyramide mit Offnung, die aus Griinden der Konvexitat mit einem Dreieck geschlossen werden miisste. Das Resultat ware dann ein
Deltaeder mit f=6.

W

Also miissen alle drei unteren Mantelecken aus Griinden der Konvexitat und Vollstandigkeit 5-zahlig gemacht werden. Dann erhielte man folgenden,
an eine Bischofsmutze erinnernden, Kérper:

liegen in einer Ebene
—> —> 7

Die noch fehlenden drei 4-zahligen Ecken kénnte man nur dadurch erreichen, dass die dreieckige Offnung der ,Bischofsmiitze* durch ein Dreieck
geschossen wird. Der so entstandene Kdrper wirde nun alle Bedingungen auf3er der, dass keine zwei aneinandergrenzenden Dreiecke in einer
Ebene liegen sollen, erfiillen.

—\
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Etwas schwieriger zu zeigen ist, dass zum dritten Losungstripel (ez;es;es5)=(2;1;4) ebenfalls kein konvexes Deltaeder im Sinne der Definition
existiert: Man bildet zunachst die 4-zahlige Ecke und erhalt den Mantel einer quadratischen Pyramide (, der allerdings nicht starr ist ).
Nun kann man keine der vier Mantelecken 3-zahlig machen, da man die Konvexitatsbedingung verletzen wirde, wenn man anschlieende weitere

Dreiecke hinzufigte.
Deshalb mussen alle vier Ecken 5-zéhlig gemacht werden, wodurch man wieder eine Figur ahnlich eine Bischofsmitze erhalten wirde. Leider
bendtigt man aber daflr insgesamt 12 Dreiecke, hat aber nur 10 zur Verfligung.

Mit 10 Dreiecken kann man also lediglich zwei der unteren Mantelecken 5-zéhlig machen.
Im Fall, dass die beiden 5-zéhligen Mantelecken einander diagonal gegenlberliegen, hat man nur noch die Mdglichkeit den Kérper zu verformen und
zu schlieBen, um eine pentagonale Dipyramide zu erhalten, die aber zum Losungstripel (ez;e4;es5)=(0;5; 2) gehort.

Im anderen Fall, wenn die beiden 5-zahligen Mantelecken nebeneinander liegen, und das letzte noch fehlende Dreieck irgendwo angehangt wird,

ergeben sich ein Kérper mit zwei Dreiecken, die in einer Ebene liegen bzw. weitere 4-zahlige Ecken oder ein nicht konvexer Korper mit einer 6-
zéhligen Ecke, was der Voraussetzung widerspricht.
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Einige didaktische Bemerkungen ( bei weitem nicht vollstandig)
Durch die Beschaftigung mit Polyedern auf praktischer und theoretischer Ebene werden Qualitaten unterschiedlichster Art ausgebildet oder geférdert:

Durchfiihrung von Zahlprozessen und Entwicklung geeigneter Z&hlstrategien

Uberlegungen zur Kombinatorik und entsprechender systematischer Vorgehensweisen

Erkennung von Mustern oder Zusammenhangen in Raumgeometrie und Arithmetik

Erzeugung von Ordnungen oder Klassifikationen

Wechsel der Argumentationsebenen von der Raumgeometrie zur Algebra und zurick

Forderung von Fahigkeiten auf der ,Eingangsseite” wie Beobachtung, Wahrnehmung und Konzentration
Entwicklung von Fahigkeiten auf der ,Ausgangsseite” wie Raumvorstellung, Phantasie und Kreativitat

NouoprwdE

Der Einstieg kann mehr oder weniger offen sein, und man kann hernach weitere einschrankende Bedingungen vornehmen, wenn man z. B. zu den
konvexen Deltaedern kommen mdchte.

Beispielsweise wirde die Aufgabenstellung, ein Objekt aus maximal 10 Dreiecken zu bauen, zu offenen oder geschlossene Korpern fihren. Unter
den geschlossenen Kérpern kdnnten speziell folgende gefunden werden:
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Diese Koérper kénnte man z. B. in 2 ,Klassen” einteilen, in konvexe und nicht konvexe Kérper.

B D

Unter den konvexen Korpern unterscheidet sich ein Kérper von den anderen, dadurch dass er aneinandergrenzende Dreiecke besitzt, welche in einer

Ebene liegen:
liegen in einer Ebene ’4%
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Von solchen Kérpern kénnte man im weiteren Verlauf absehen und fragen, ob es auch konvexe Deltaeder gibt mit mehr als 10 Dreiecken. Betrachtet
man fur die bereits gefundenen Kérper jeweils die Zahl der verwendeten Dreiecke, wird man auf die Zahlenfolge 4, 6, 8, 10 gefiihrt, so dass man fir

alle Deltaeder nur geradzahlige Flachenzahlen vermuten konnte. Kreative und ausdauernde Schuler wirden womdglich die restlichen Deltaeder mit
den Flachenzahlen 12, 14, 16, und 20 finden.

>
AN A T\
0 £ & B

Als Hilfe zum Auffinden kénnten Strukturbetrachtungen dienen. Die bisher gefundenen konvexen Deltaeder bestehen alle, mit Ausnahme des
Tetraeders, aus zwei gleichen Pyramidenmaénteln, sie sind also ,oben wie unten” gleich auf gebaut :

6=3+3 8=4+4 10=5+5

Zum Beispiel konnte man sich fur die Struktur des 14-Flachners zunéchst folgendes vorstellen: Oben und unten sind jeweils dreiseitige
Pyramidenmantel, die verbunden sind durch einen ,Gurtel* aus den restlichen 8 Dreiecken, was man verkiirzt auch so ausdriicken kénnte:

14=3+8+ 3
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Aber auch weitere ,Bauprinzipien* waren denkbar:

14=4+6+ 4 14=5+4+5

Versucht man allerdings Kérper nach diesen ,Bauprinzipien” zu realisieren, stellt man fest, dass dies wohl nicht geht.

Eine vollstandige systematische Vorgehensweise auf der arithmetischen Ebene kann hier helfen. Die Zahl 14 kann man auf genau sechs Arten in
eine Summe mit drei Summanden , wobei zwei Summanden gleich sind, zerlegen:

14=6+2+6
14=5+4+5
14=4+6+4
14=3+8+3
14=2+10+2
14=1+12+1

Nur die letzte Zerlegung, die weiter modifiziert werden kann, inder Form14=1+12+1=1+4+4+4+1
liefert folgenden Korper:

Ahnliche Strukturiiberlegungen kénnten zum Auffinden des 12-, 16- oder sogar des 20-Flachners angestellt werden.
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Sollte das Auffinden der konvexen Deltaeder fiir einzelne Schiler oder Schilergruppen zu schwierig sein, kann man die Betrachtungen zur Ecken-
Kanten- und Flachenzahl sowie die Heuristik der Eulerschen Polyederformel auch auf nichtkonvexe Korper, bzw. Korper die topologisch aquivalent
der Kugel sind, anwenden, da die Eulersche Formel eine topologische Eigenschaft beschreibt. Die Uberlegungen sind dann entsprechend zu fiihren.

Wie man sieht, bietet bereits die Einstiegsphase fur den Lernenden Moglichkeiten zum Erkennen von Gemeinsamkeiten und Unterschieden, zur
.Klassifizierung" und zu kreativem Tun, und ebenso kann man sich bei der Heuristik und beim Beweis der Eulerschen Polyederformel vorstellen, dass

Mdglichkeiten zu unterschiedlichen Systematiken beim Zahlprozess, die Moéglichkeit des Ebenenwechsels von der Raumgeometrie zur Algebra und
weitere Moglichkeiten, wie sie unter 1. - 7. angedeutet sind, geboten werden.



Arno Fehringer, Gymnasiallehrer fir Mathematik und Physik, Wilhelm-Blasig-Schule, Hegau-Jugendwerk, 78262 Gailingen, Kapellenstr. 31 -17 -

Descartescher Winkeldefizit

Bei ebenen konvexen Polygonen mit n Ecken bzw. n Seiten und den Innenwinkeln ag, ..., a, mit o<t fur i=1,...,n betragt die Summe der
Innenwinkel

n

. a, =(n-2)0n

i=1

und die Summe der (samtlich positiven) Auf3enwinkel

Y (m-o) =) =Y a; =nm-(n-2)m=2m
i=1

i=1 i i=1

welche unabhéngig von der Eckenzahl n ist. Jeder Aufenwinkel (Tt— ;) misst offenbar die Abweichung von der geraden Linie oder das
diesbezlglich bestehende Winkeldefizit. Die Summe aller Winkeldefizit bezeichnet man als ebenes Winkeldefizit des konvexen Polygons.

Man kénnte nun fragen, ob es bei konvexen Polyedern ein Analogon zum ebenen Winkeldefizit gibt. Betrachten wir hierzu das Beispiel des Wiirfels.
Eine rGumliche Ecke wird gebildet aus 3 ebenen rechten Winkeln. Wirde man einen weiteren rechten Winkel hinzufiigen, wirde die Eckenstruktur
verloren gehen, und im Idealfall bekame man ein ebenes Gebilde mit dem Vollwinkel 27t.

P
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Jeder Ecke fehlt sozusagen ein rechter Winkel, und das einzelne Winkeldefizit ergabe sich zu 21— 3 Elg :E' Das gesamte Winkeldefizit summiert

Uber die 8 Ecken des Wiirfels wéare dann 8 E)g =471,

Untersuchen wir, zu welchem Ergebnis man durch analoge Betrachtungen bei den konvexen Deltaedern kommt:

5
Gegeben sei ein Deltaeder mit e = Zei Ecken , wobei e; die Anzahl der Ecken mit dem Grad i fur i=3,4,5 bedeutet. Die Zahlung der Kanten tber
i=3
die Ecken liefert

Site, =2
i=3

Die Zahlung der Kanten Uber die Flachen liefert
fI3=2k

f=2 K
3

Zusammen mit der Eulerschen Formel e —k + f =2 erhalt man daraus
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Das gesamte Winkeldefizit A betragt nun

A=e, EEZT[—BD;—TJ+e4 [€2n—4ng+e5 [ﬁzn—sag}

:eE2n—2kDE=
3
:ZH(e-Ej:
3
=2mn[2 =
=41

Das heif3t, das Winkeldefizit hat bei konvexen Deltaedern ebenfalls das Mafd 41t

-19 -
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Zusammenhang zwischen Descarteschem Winkeldefizit u nd Eulerscher Polyederformel

Gegeben sei ein Polyeder P mit e Ecken, k Kanten und f Flachen. Die Menge F gebe an, welche ebenen Polygone das Polyeder P begrenzen.
F:={i I ilIN, P hat ein regelmaRiges i-Gon }.

Zu jedem ilF gibt es eine Zahl f;, die angibt wie viele i-Gone P hat. Dann gelten folgende Formelin:

3f =f

iOF
Zfi =2k  (Zahlung der Kanten Uber die Flachen)

iOF

Fur jedes i-Gon von P ist die Summe der Innenwinkel
i-2)n .

Farj=1,...,e sei 6J. der Winkeldefizit an der j-ten Ecke. Dann ist w; = 211~ 6J. die Winkelsumme der Innenwinkel der Polygone, die die j-te Ecke bilden,
und die gesamte Winkelsumme W ist

W :Ze:Wj :Ze:2n—6j :2T[e—i:6j =21 — O, wobei
j=1 j=1

=1

0= 261 das gesamte Winkeldefizit des Polyeders P bezeichnet.
=1

Andererseits ist
W = Zfi Hi—2)t= T[Zfi a- 2T[Zfi =21K — 210

i0OF iOF iOF

Daraus folgt
2ne — & =21k - 2nf

5= 21e - 21K + 271
5=2m(e —k +f)
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