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Volumina der 8 konvexen Deltaeder

Arno Fehringer Juli 2007

Die Bestimmung der Volumina ( in Abh&ngigkeit von der Kantelange a ) bzw. die Herleitung einer entsprechenden Formel fir die konvexen
Delataeder stellen relativ hohe Anforderungen und verlangen vom Handelnden Kompetenzen sowohl in der Raumgeometrie als auch der Algebra.
Tetraeder, 6-Deltaeder, Oktaeder, und 14-Deltaeder sind ,Standard“. Schwieriger zu berechnen sind das 10-, 12-, 16-Deltaeder und das Ikosaeder.
Beim 12-Deltaeder kommt zusatzlich zur Kante a noch die Breite b = ta hinzu. Dabei ist t eine Losung der Gleichung 4. Grades ,

t*- 23- 72+ 4t +8=0.

Die Nullstellen der Gleichung 4. Grades ergeben sich aus den ( 3 reellen ) Lésungen der sogenannten Kubischen Resolventen und kénnen
bestenfalls trigopnometrisch dargestellt werden ( ,casus irreducibilis®).
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Volumen des Tetraeders

h, = sqrt(3)/2 a
ha? = 3/4a®

h? = hy? — (1/3h,)>

h? = 8/9h,°
h? = 8/9 3/4 a®
h?=2/3 a*

h =sqrt(6)/3 a

V=1/3Gh=1/3-1/2-ah - h=1/3-1/2 -asqrt(3)/2 a - sqrt(6)/3 a = sqt(18)/36-a° = sqrt(2)/12-a°

V = sqrt(2)/12-a°
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Volumen des 6-Deltaeders

V = sqrt(2)/6-a°
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Volumen des Oktaeders

sqrt(2) a a

a h = sqrt(2)/2 a

a sqrt(2)/2 a

V=2-1/3-Gh= 2-1/3-& - sqrt(2)/2 a= sqrt(2)/3 a°

V = sqrt(2)/3 a*
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Volumen des 10-Deltaeders
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a2

(1) (a/2)*+ hy* =r?

(2) (@a)? = (r + hy2r mit  @=(sqrt(5)+1)/2 , ¢ =@+l ( = “Goldene Schnittzahl”)
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Bestimmung von r:

(2)nachh, in(1)

(a/2)? + ((¢°a’- 2r%)? 14r* = r?
a’r’ + ¢'a’-4¢fa’r’ + 4r* = 4r'
4(p2a2r.2 _ a2r2 — (p4a4

(4¢- 1)a’r* = g'a’

(4¢- 1) r* = ¢'a’

= (30+2)/(4g+3) - & (wegen ¢ = @+1) »

Berechnung der Korperhthe: h

h=2sqrt(a?- r?)

h=2sqrt(a®— (3¢+2)/(4@t+3) - &)

h=2sqrt((¢+1)/(4@+3)) - a

Berechnung des Volumens:
Der Korper setzt sich zusammen aus 5 kongruenten unregelmafigen Tetraedern mit 5 Kantenlangen a und einer Kante H. Die Tetraeder haben das
Volumen V4, was mit der Fehringerschen Formel berechnet werden kann:
V =5V;
V% = 1/144 - ( 3h%a* — h*a?)

V% = 1/144 - ((84@+52)/(4¢+3)?) a°
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V1= 1/6 - sqrt(21¢+13)/(4@+3)%a°
V= 5/6 - sqrt (21¢+13)/(4@+3)%a°

Mit @ = (sqrt(5)+1)/2 zusammen mit den Vereinfachungsmaglichkeiten fiir Doppelwurzeln ergibt sich:

V=1/12 - (3 —sqrt(5))a’
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Volumen des 12-Deltaeders
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(1) Ye=Xs => Db=2xs

y
(2) xg°+zc? = (sqrt(3)/2 -a)?
(3) (X|3'a/2)2'|'232=a2
(4) 2XBZ+(ZB'ZC)2=a2 C(O/XB/ZC)
b X
C(0/0/0) B(xg/0/2zg)

A(a/2/0/0)

b=2XB



Arno Fehringer, Gymnasiallehrer fir Mathematik und Physik, Wilhelm-Blasig-Schule, Hegau-Jugendwerk, 78262 Gailingen, Kapellenstr. 31

(2)nachzc in(4):

(4) 2xg°+(za—sqri(3/4 - & -xg?))* = &

(4’) nach zg?

2 X% + (zg — sqrt(3/4 - a° -xz?))* = a?

(zs — sqrt(3/4 - a* -xg))* = a°- 2 xg°

Zs — sqrt(3/4 - a -xg%) = sqrt(a’ - 2 xg*)

zg = sqrt(a® - 2 xg* ) + sqrt(3/4 - & - xg°)

zg®= a’- 2 xg” +2sqrt((@® - 2 xg* )(3/4 - & - xg°)) + 3/4 - & - xg°

25’ = 714 - & - 3xg® + 2sqri((a® - 2 xg° )(3/4 - a° - x57))

zg® in(3) :
(xg-al2)? +7/4 - @ - 3xg® + 2sqrt((@®- 2 xg° )(3/4 - & - xg%)) = a?
Xg- @ Xg +al4 +7/4- & - 3xg? + 2sqrt((@® - 2 xg? )(3/4 - & - xg?)) = a’

-axg+2a’- 2xg’ + 2sqrt((@®- 2 xg?)(3/4 - a® - xg%)) = a°

-11 -
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2sqrt((@®- 2 xg® )(3/4 - @ - xz?)) = Xg(a+ 2xg)-a’
4@°-2xg°)(3/4-a*-xg%) = xg°(a+2xs)*- 2xg(a+2xg)a’+a’

b=2xz=ta
3a% - 4a%xg? - 6a’g® + 8xg” = xg?a® + daxg® + 4xg” - 2axg - 4axg? + a*

3a% - 7 a’xg? + 4xg* = daxg® - 2a’xg + a*

4xg" - daxg® - 7 a¥xg? + 2axg +2a* =0

Substitution: 2xg=ta => xg=1/2-a

t* -28-7P+4t+8=0

Zur Losung der biquadratischen Gleichung int: a

Eine graphische Darstellung der entsprechenden Funktion 4. Grades mit dem Computeralgebrasystem MuPAD zeigt vier Nullstellen.

Im Buch ~MATHEMATIK , Formeln, Regeln, Merksatze, Verlag Buch und Zeit, 1998" steht auf S. 109, dass zunachst die Losungen der
zugeordneten kubischen Resolventen bestimmt werden sollen. Da diese drei Lésungen reell sind, also dem sogenannten ,casus irreducibilis*
entsprechen, lassen sich diese nur komplex oder bestenfalls trigonometrisch darstellen. Aus diesen Lésungen ergeben sich dann die vier Losungen
der biguadratischen Gleichung.

Das Computeralgebrasystem MuPAD liefert mit dem Befehl , numeric::solve(t"4-2*t"3-7*t"2+4*t+8)" folgende vier Losungen:
-1, -1,778457118 , 1,289168546 , 3,489288572

Von diesen ist nur die dritte brauchbar. Es ergibt sich b = 2xg = ta =1,289168546.. a
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Volumen 3V, Volumen V,

Die Volumina V; und V, ergeben sich mithilfe der Fehringerschen Volumenformel fir unregelménRige Tetraeder mit den Kanten a,b,c,p,q,r:
V2 — 1/144 (aZbZ(p2+q2_r2)+a2c2(p2_q2+r2)+bZCZ(_p2+q2+r2)+a2p2(q2+r2) +b2q2(p2+r2)+C2r2(p2+q2)_aZpZ(a2+p2)_quZ(b2+q2)_C2r2(CZ+r2)_p2q2r2)

Fur V; gilt: a, b, c=p=g=r=a
V12 — 1/144 (aZbZ(pZ_l_qZ_r2)+a2c2(p2_q2+r2)+b2C2(_p2+q2+r2)+a2p2(q2+r2) +b2q2(p2+rZ)+C2r2(p2+q2)_a2p2(a2+pZ)_b2q2(b2+q2)_c2r2(c2+r2)_ p2q2r2)
V, % = 1/144 (a’b*(a’+a’-a’)+a’a’(a’-a*+a’)+h’a’(-a*+a’+a’)+a’a’(a’+a’) +b%a’(a’+a’)+a’a’(a’+a’)-a’a’(a’+a’)-b%a’(b’*+a’)-a’a’(a’+a’)-a’)

V. ? = 1/144 (a’b?*(a®)+a’a’(a’)+b%a’(a’)+a’a’(2a’) +b’a’(2a’)+a’a’(2a’)-a’a’(2a’)-b*a’(b*+a’)-a’a*(2a’)-a

-13-
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V, 2 = 1/144 (a*b*+a’+b%a*+2a°+2b%a*+2a’-2a’-b%a?(b*+a?)-2a°-a’)
V, % = 1/144 (a’b*+b*a*+2a°+2b”a*+2a%-2a’-b*a*-b’a*-2a°)

V,; 2=1/144 (3a*b*-b*a?)

V, 2 = 1/144- a®b?(3a%-b?)

V= 1/12 - ab - sqrt(3a®-b?)

Fur V, gilt: a, b, c=p=r=a, g=b

V2" = 1/144 (a%0*(p*+q°-r’)+a’c’(p*-q*+1") +b c’(-p*+a™+r7)+a’p’(q™+17) +b°q7(p™+r))+cr(p™+q”)-a’p’(a™+p%)-b*a*(b*+q°)-c’r’(c*+r")-p’q’r")
V,? = 1/144 (a’b?(b%)+a*(2a-b?)+b%a?(b?)+a’(b?+a’) +2a’b*+a*(a’+b?)-2a°-2b°-2a° - a’b?%a?)

V,? = 1/144 (a’b*+2a°- a’b’*+b*a’*+a’b*+a’+2a’h*+a’+a’h®-2a°-2b°-2a° - a’b?)

V,? = 1/144 (4a’b*-2b°)

V,? = 1/144 - 2 b* - (2a*-b?)

V, = 1/12 - sqrt(2) - b? -sqrt(2a-b?)

Volumen des 12-Deltaeders :

V=3V1+3V1+V2
V=6V1+V2

V =1/2 - ab - sqrt(3a*b?) + 1/12 - sqrt(2) - b* -sqrt(2a®-b?)

-14 -
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Volumen des 14-Deltaeders

V = 1/2-a-sqrt(3)/2-a-a + 3-1/3- &-sqrt(2)/2-a

V = sqrt(3)/4-a° + sqrt(2)/2-a°

V = (sqrt(3) + 2sqrt(2))/4)a®

- 15 -
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Volumen des 16-Deltaeders

-16 -
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sqrt(2) a
(sqrt(2)-1)/2 - a (sq(2)-1)2 - a
‘I\_ ______________________________ -
I/I a
sqrt(2) a
a a
a a
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V=V Oktaeder Vl + 2V2
Berechnung von V; (des Keils ) :

sqrt(2) a
sqrt (a2 — ((sqrt(2)-1)/2)%-a ) = sqrt(1+2sqrt(2))/2 - a

(sqrt(2)-1)/2 - a (sqrt(2)-1)/2 - a

\ sqrt(1+2sqrt(2))/2 - a

ha 2 = (sgrt(1+2sqrt(2))/2 - a)® — (a/2)*
h, 2 = ((1+2sqrt(2))/4 — 1/4) - &

ha 2 = (sqrt(2))/2 - a

he = SQH(SA)SAn(?) - a sqrt(1+2sqrt(2))/2 - a sqrt(1+2sqrt(2))/2 - a
h, = sqrt(2(sqrt(2))/2) - a

A=1/2-a-h

A=1/2 -a- sqrt(2(sqrt(2))/2 - a
a2
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A = sqrt(2(sqrt(2))/4 - &

Vi=A-a+2 1/3- A-(sqrt(2)-1)/2 -a

V1= (1+2/3- (sqrt(2)-1)/2) -A-a

Vi = (1+2/3- (sqrt(2)-1)/2) -A-a

V1 = (2+sqrt(2))/3 -sqrt(2(sqrt(2))/4 - & -a
V, = (2+sqrt(2))/3 -sqrt(2(sqrt(2))/4 - &

V, =1/12- sqrt ((2+sqrt(2))* - 2(sqrt(2)) - a°
V, =1/12- sqrt ((6+4sqrt(2)) - 2(sqrt(2)) - &
V, =1/12- sqrt (16+12sqrt(2)) - &

V, =1/12- 2 - sqrt (4+3sqrt(2)) - &

V, =1/6 - sqrt (4+3sqrt(2)) - &

-19 -
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y
Berechnung von V, :
sqrt(2)-a
C(sqrt(2)-a / sqrt(1+2sqrt(2))/2-a / 0)
S(0/y/h)
sqrt(1+2sqrt(2))/2-a
a2

sqrt(3)/2-a (sqrt(2)-1)/2-a

- 20 -
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Y’ +h? = h,?
y*+h? =3/4 . a°
(1) h? =3/4-a%-y?
ISCI* = &®
(sqrt(2)/2-a —0) + (sqrt(1+2sqrt(2))/2-a -y)* + (0-h)* = a°

(2) a?/2+ (1+2sqrt(2))/4-a - sqrt(1+2sqrt(2))/2-ay + y* + h? = a?

(1)in(2):

a® 12 + (1+ 2sqrt(2))/4-a” - 2sqrt(1+2sqrt(2))/2-ay + y* + 3/4 - a*-y* = a°
a’ 14 + (1+2sqrt(2))/4-a° - sqrt(1+2sqrt(2))-ay = 0

(2+2sqrt(2))/4-a” - sqrt(1+2sqrt(2))-ay = 0

(2+2sqrt(2))/4-a% = sqrt(1+2sqrt(2))-ay

y = (2+2sqrt(2))/(4 sqrt(1+2sqrt(2))) - a

y = (1+sqrt(2))/(2 sqrt(1+2sqrt(2))) - a
yin (1), dann folgt:

h? =3/4 - a® — ((1+sqrt(2))/(2 sqrt(1+2sqrt(2))) - a)’

h? = (3/4 - ((3+2sqrt(2))/(4(1+2sqrt(2))) ) - a°

-21 -
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h? = (3(1+2sqrt(2)) - ((3+2sqrt(2))/(4(1+2sqrt(2))) ) - &
h? = (3+6sqrt(2) - 3 - 2sqrt(2))/(4(1+2sqrt(2))) - &

h? = 4sqrt(2))/(4(1+2sqrt(2))) - a

h? = sqrt(2))/(1+2sqrt(2)) - a2

h? = sqrt(2)(1-2sqrt(2))/(-7) - &

h? = (sqrt(2)-4)/(-7) - &

h? = (4 -sqrt(2))/7 - &

h? = (28 -7sqrt(2))/49 - &

h=1/7 - sgrt( 28 - 7sqrt(2))-a

sqrt(2)-a
Flache des Trapezes:
A = (a + sqgrt(2)a)/2 - sqrt(1+2sqrt(2))/2-a
A = 1/4-(1 + sqrt(2)) - sqrt(1+2sqrt(2))-& As

sqrt(1+2sqrt(2))/2-a
A = 1/4- sqrt((1 + sqrt(2))? (1+2sqrt(2)))-a2 qrt(1+2sqrt(2))

A = 1/4- sqrt((3 + 2sqrt(2)) (1+2sqrt(2)))-a

A = 1/4- sqrt(3 + 8sqrt(2) + 8) -&

A = 1/4- sqrt(11 + 8sqrt(2) ) - a (sqrt(2)-1)/2-a
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V,=1/3-Ah

V, = 1/3 -1/4- sqrt(11 + 8sqrt(2) ) -& - 1/7 - sqrt( 28 — 7sqrt(2))-a
V, = 1/84 - sqrt(11 + 8sqrt(2) ) - sqrt( 28 - 7sqrt(2)) -a°

V, = 1/84 - sqrt((11 + 8sqrt(2) ) - ( 28 - 7sqrt(2))) -a°

V, = 1/84 - sqrt((308 - 77sqrt(2) + 224 sqrt(2) - 112) -a°

V, = 1/84 - sqrt((196 + 147 sqrt(2)) -a

V,=1/84 - 7 - sqrt((4 + 3 sqrt(2)) -&

V, = 1/12 - sqrt((4 + 3 sqrt(2)) -a

V=V Oktaeder V1 + 2V2

V = (sqrt(2)/3 + 1/6- sqrt (4+3sqrt(2)) +1/6 - sqrt((4 + 3sqrt(2))) a

V = (sqrt(2)/3 + 1/3- sqrt (4+3sqrt(2))) - &
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Volumen des lkosaeders

(a

a2

R : Umkugelradius
@: Goldene Schnittzahl, ¢ =@+1, @=(sqrt(5) +1)/2

Es werden folgende Annahmen gemacht: Die Mittelpunkte von Umkreis- und Innkreiskugel sind identisch. Die Innkugel berihrt jedes Dreieck des
Ikosaeders im Schwerpunkt. Das obige Viereck ist ein Rechteck, etc.

R? = (ga/2)’ + (a/2)”
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R? = (¢f + 1)/4 -a?

R? = (@+ 2)/4 -a°

R? = ((sqrt(5) +1)/2+ 2)/4 -&
R? = (sqrt(5) +5)/8 -a°

R? = (2sqrt(5) +10)/16 -a°

R = sqrt(2sqrt(5) +10)/4 -a

sgrt(3)\ 3 - a

ha=sqrt(3)/2-a 2/3 -sqrt(3) /2=sqrt(3)/ 3 - a

p : Inkugelradius

p’=R*- (sqrt(3)/3 - a ¥’

-25.
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p? = (2sqrt(5) +10)/16 -a>- (sqrt(3)/3 - a )?
p? = ((2sqrt(5) +10)/16 - 1/3 )-a2

p” = ((6sqrt(5) +3)/48 - 16/48 )-a

p? = (6sqrt(5) +14)/48 -&*

p® = (3sqrt(5) +7)/24 -a

p? = (18sqrt(5) +42)/144 -a>

p = sqrt(18sqrt(5) +42)/12 -a

p = sqrt(3)sqrt(6sqrt(5) +14)/12 -a

p = sqrt(3)(sqrt(5) +3)/12 -a

V=20-13-A-p

V=20 - 1/3 - sqrt(3)/4 - & - sqrt(3)(sqrt(5) +3)/12 -a

V = 5(sqrt(5) +3)/12 -a°

- 26 -



