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In der vorliegenden Arbeit sollen Um- und Inkugelradien eines allgemeinen Tetraeders in
Abhangigkeit von den Kantenldangen dargestellt werden. Hierzu muss ich mich zum Teil auf
Ergebnisse friiherer, von mir verfasster Arbeiten stitzen. In [1] wurde die Volumenformel des
Tetraeders hergeleitet, welche folgendermal3en lautet:

V — 1/12 Sqrt [ a2b2(p2+q2_r2)+ aZCZ(pZ_q2+r2)+ bZCZ(_p2+q2+r2)+ a2p2(q2+r2)+ b2q2(p2+r2)+ C2r2(p2+q2)
_a2p2(a2+p2)_ b2q2(b2+q2)_02r2(c2+r2)_p2q2r2 ]

Dabei bedeuten a, b, c, p, g, r die Kantenlangen, wobei a und p, b und q, c undr jeweils
gegenlberstehen. Hieraus erhédlt man eine Formel fur die Hohe des Tetraeders bezlglich des

Grunddreiecks Apgr mit dem Flacheninhalt A = 1/4 sqrt( 2p°g? +2p*r? +29%r*-p*-q*-r*) gemaR:

h = 3V/A

h= Sqrt [ a2b2(p2+q2_r2)+ aZCZ(pZ_q2+r2)+ bZCZ(_p2+q2+r2)+ aZpZ(q2+r2)+ b2q2(p2+r2)+ C2r2(p2+q2)
_a2p2(a2+p2)_ b2q2(b2+q2)_ C2r2(C2+r2)_p2q2r2 ] / Sqrt (2p2q2 +2p2r2 +2q2r2_p4_q4_r4)

Die 4 Dreiecke und die entsprechenden Flacheninhalte werden folgendermalfien bezeichnet:

A, = Aabr A, =1/4 sqrt (2ab® +2a’r* +2b’r’-a*-b*-r?)
A, = Abcp A, =1/4 sqrt (2b*c? +2b%p? +2¢°p®-b*-c*-p?)
A; = Acaq A; =1/4 sqrt (2c’a® +2¢°g® +2a’q*-c*-a*-q”)

A, = Apgr A, = 1/4 sqrt (2p°g® +2p°r® +2g°r*-p*-g*-r?)
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Desweiteren denkt man sich durch die Ecke P ein Cartesisches Koordinatensystem, so dass r auf
der x-Achse und A, in der x-y-Ebene liegt.

Bild:

S(ri/y/lh)

R(r4|h4|0)

p

P(01010) Q(r1010)

Bestimmung der Koordinaten :

P(0O1010)
Q(r1010)

R(rs 1 hyl 0)  mit ry,=(g*+r>-p?)/2r) , h,=sqrt (2p°g® +2p°r* +2q°r*-p*-q*-r') / (2r)

S(rily I h) mit
ry = (@*+r’-b? / (2r)

h - Sqrt [ a2b2(p2+q2_r2)+ aZCZ(pZ_q2+r2)+ bZCZ(_p2+q2+r2)+ a2p2(q2+r2)+ b2q2(p2+r2)+ C2r2(p2+q2)
_a2p2(a2+p2)_ b2q2(b2+q2)_ 02r2(02+r2)_p2q2r2 ] / Sqrt (2p2q2 +2p2r2 +2q2r2_p4_q4_r4)

wobei y noch zu bestimmen ist.

Die Langen r,, hy, ry erhalt man aus den Fehringerschen Gleichungen [1] fur das allgemeine
Dreieck.

Bestimmung von vy :

1)  h=h2y?
(2) (ri-12)” + (y-hs)* + h* = ¢? ( Abstandsquadrat IRSI? )

(ri-ra)® + y? -2yhy + hy? + h* = ¢?

(r1-ra)® +y? -2yhy + hy? + hy%y? = ¢
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(ri-rs)* -2yh, + h2 + h? = ¢2
y= ((rra)* + h? +hi?) /(2yhy)

Einsetzen der Terme und Vereinfachen liefert fir y folgenden Ausdruck:

y= (-r+apP-a2qP+alr2-h2p2+b2qP+b2ri-2c2r2+p2rP+qr?) | ( 2r sqri(2p2? +2p%r2 +2q%r2-p-q-rY)

Berechnung von z und Umkugelradius R :

In [2] wurde gezeigt, dass der Umkreismittelpunkt M, und Umkreisradius R, des Dreiecks A,
gegeben sind durch:

S(r/ylh)

R(r4|h4|0)

P(01010) Q(r1010)

My(r/i21z, 1 0)  mit 24 = r(p*+q>r?) 1 (2 sqrt (2p%q® +2p°r* +20°r*-p*-g*-r¥) )

Rs = par/ (2 sqrt (2p*g” +2p°r* +29°r*-p*-q*-r?) )

Der Umkugelmittelpunkt M liegt senkrecht tGiber M, und hat die Koordinaten

M(ri21z, 1 z) , wobeiznoch zu bestimmen ist.
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Zur Bestimmung von z und R dienen folgende Gleichungen:
(B) R*=RA+7° ( Abstandsquadrat IPMI? )

(4) (ri-1/2)? + (y-z4)? +(h-2)* = R? ( Abstandsquadrat IMSI? )

Durch Einsetzen und Umformen erhalt man aus (4) eine Gleichung fiir z :
(r1-r/2)? + (y-z4)® +h? - 2hz+ 2> = R?

(r1-112)* + (y-24)* +h* -2hz+ R*-R,*= R?

(r-r/2)? + (y-z4)* +h? -2hz -R,*= 0

z=( (ry=1/2)*+ (y-z2)* +h* -R,%) / (2h)

Weiteres Einsetzen ergibt :

7= ( _a2p4_b2q4_02r4+a2p2q2+a2p2r2+b2p2q2+b2q2r2+c2p2r2+c2q2r2_2p2q2r2 ) /
( 223(;{”:2[ aZE)Z(pi_l_g2_£Z)+2a202(2pZ_92_|;r2)_2 k)ZZgZ(_p2+q2+r22)_|_2 aZngqZZ_'_rZ)_iz_ zbz(-lz(p42+4r2)+ C2r2(p2+q2)
-a’p“(a’+p?)- b g*(b™+q")- cr(c"+r)-p°qr° ] sart (2p°q” +2pr° +29°r*-p*-q"-r’) )

Aus (1) erhalt man dann eine Gleichung fiir R? folgenden Quotienten:

R2 =( (_aZp4_b2q4_02r4+a2p2q2+a2p2r2+b2p2q2+b2q r2+C2p2r2+C2q2r2-2p2q2r2)2 + 4p2q2r2 [ a2b2(p2+q2_r2)+
aZCZ(pZ_q2+r2)+b2C2(_p2+q2+rZ)+a2p2(q2+r2)+b2q2(p2+r2)+02r2(p2+q2)_a2p2(a2+p2)_b2q2(b2+q2)_
C2r2(C2+r2)_p2q2r2] ) /
(4[a2b2(p2+q2_r2)+a2c2(p2_q2+r2)+b2c2(_p2+q2+r2)+a2p2(q2+r2)+b2q2(p2+r2)+02r2(p2+q2)_a2p2(a2+p2)_
b2q2(b2+q2)_C2r2(02+r2)_p2q2r2] (2p2q2 +2p2r2 +2q2r2_p4_q4_r4) )

2

Nach Quadrieren, Ausmultiplizieren und Zusammenfassen erhélt man fiir den Zahler von R? eine
Summe mit 36 Summanden in Produktform , die man wie folgt faktorisieren kann:

R2 :( 2a2b2p2q2+2a2c2p2r2+2b2c2q2r2_a4p4_b4q4_c4r4 )( 2p2q2 +2p2r2 +2q2r2_p4_q4_r4) /
(4[a2b2(p2+q2_r2)+a2c2(p2_q2+r2)+b2c2(_p2+q2+r2)+a2p2(q2+r2)+b2q2(p2+r2)+02r2(p2+q2)_a2p2(a2+p2)_
b2q2(b2+q2)_C2r2(02+r2)_p2q2r2] (2p2q2 +2p2r2 +2q2r2_p4_q4_r4) )

Kirzen durch ( 2p%g? +2p?r? +20°r%-p*-q*-r*) ergibt:

RZ :( 2a2b2p2q2+2a202p2r2+2b202q2r2_a4p4_b4q4_c4r4 ) /
(4[a2b2(p2+q2_r2)+a2c2(p2_q2+r2)+b2c2(_p2+q2+r2)+a2p2(q2+r2)+b2q2(p2+r2)+02r2(p2+q2)_a2p2(a2+p2)_
b2q2(b2+q2)_02r2(c2+r2)_p2q2r2 ])

R =sqrt( 2a’b*p’q*+2a°c’p’r*+2b*c’g’r*-a’p*-b*g*-cr*) /
(2sgrtfa’h’(p*+q’-r’)+a’c’(p’-g +1)+b°c’(-p*+q +r’)+a’p*(q*+r")+b 7 (p*+r')+c’r’(p*+q7)-
a2p2(a2+p2)_b2q2(b2+q2)_C2r2(C2+r2)_p2q2r2 ])
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Der Nenner ist gleich 24V, also folgt:
R =sqrt( 2a’b’*p’q*+2a°c’p’r’+2b’c’g’r*-a’p*-b’q*-cr*) 1 (24V)

Den Zahler kann man nochmals Faktoriesieren:

R =sgrt (( +ap+bg+cr) ( -ap+bg+cr) ( +ap-bg+cr) ( +ap+bg-cr)) [/ (24V)

Zusammenhang zwischen Umkugelradius R und Inkugelradius p:

Wegen p = 3V / (A1 + A+ As + Ay) folgt:

8Rp =sqrt (( +ap+bg+cr) ( -ap+bg+cr) ( +ap-bg+cr) ( +ap+bg-cr)) / (Ar+Ax+Az+A,)

N E
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