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Skalar-, Vektor- und Spatprodukt,
Inhalt von 1-, 2-, 3- und hoherdimensionalen Paral lelotopen
und Simplices, Cayley-Menger-Determinante

November 2007

Zum Verstandnis der folgenden Abhandlung werden vorausgesetzt Addition, Subtraktion, skalare
Multiplikation und Lange von Vektoren, einige Satze aus der Geometrie sowie die Ublichen
Manipulationen  von  Matrizen, welche Determinanten  unverdndert lassen, und
Determinantengesetze.

Skalarprodukt

Gesucht wird die Lange des Differenzenvektors a-b

b=( by, by, b,)

a-b=( a;-by, a,-by, a,-b,)

a=(ay, ay, a,)

la-bl* =( a-by)® + (a,-by)* + (as-b,)?

la-bl*> = a,” - 2ab,+ b + a,” - 2a,b, + b,> + &, - 2a,b, + b,
la-bl®> = a,” - 2a.b,+ b + a,” - 2a,b, + b + a,° - 2a,b, + b,
la-bl* = a2 + a,” + a,” - 2ab,- 2a,b, - 2a,b, + b,* + b’ + b,
la-bl* = a” + a,” + a,” — 2( abx + ayby + a;b, ) + b,® + b,? + b,?

la-bl* = lal® — 2( a,b, + a,by + a,b, ) + Ibl®
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Bemerkung:
Der Kosinussatz fir ein Dreieck mit den Seiten lal, Ibl, und dem eingeschlossenen Winkel ¢

ergibt la-bl*>=1al* -2 lal Ibl cos @ + Ibl* , so dass folgende Definition sinnvoll ist.

Definition:

Skalarprodukt <ab> oder ab der Vektorenaund b :
<a,b>:= asb, + ab, + a,b, = lal Ibl cos @

ab: = ab + ajb, + a,b, = lal Ibl cos @

Das Skalarprodukt ist bilinear und symmetrisch

Orthogonalitat von Vektoren:

Die Vektoren a=(ay, ay, a,) und b=( by, by, b,) sind orthogonal genau dann, wenn <ab> =0 .

Vektorprodukt

Gesucht wird ein Vektor ¢ orthogonal zu den beiden Vektoren a,b

c=(Cx Cy, C;) A b=( by, by, b,)

a=(ay, ay, a,)

<a,c>=0 : acy +a,cy+a,c,= 0

<b,c>=0 : b.cx + b,cy +b,c, = 0

Auflésen des Gleichungssystems

aCx + a,Cy = - a,C;, I by
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b.cy + b,cy = - b,C, | a,

abycy+abyc,=-bya,c,

b.a, cx + byay cy =-ay b, c, -

(axby - byay )cx = (ay b, - by a;)c,

cx = (ayb,-bya,)c, I (aby- beay)

aCx + a,Cy = - a,C;, | by

b.cy + by,cy = - b,C, | ay

biaxcx + byaycy=-bya,c, -

a, bycy +acbycy=-asb,c,

(ax by - by ay)cy = (-ax b, + by a;)c,

cy=(-axb,+bya,)c, / (axby - byay)

Der Vektor ¢ hat jetzt folgende Form:

c=( (ayb,-bya,)c, I (aby- bay) (-ax b, + bya;)c, /' (axby-byay) , C;

Um Bruchterme zu vermeiden, setzt man die noch variable Grofie C,= ayby-Dbyay
folgt :

c=( ayb,-bya, -a, b,+bya, ayby-bya, )
c=( ayb,-bya, -(axb,-bya,) , acby-bsa, )
Definition:

Vektorprodukt axb  der Vektorenaundb :

axb:= ( ayb,-bya, -(axb,-bgya,) , acby-bsa, )

)

und es
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[ ] k
Determinatenschreibweise: axb = Ay ay a
by by b,

Hier bedeuten i,j,k die Einheitsvektoren der Achsen x,y,z.

Flacheninhalt des Parallellogramms

Zu den Vektoren a , b ist der Flacheninhalt A des aufgespannten Parallelogramms gesucht.

b=( by, by, b,)

-<ab>a+b
lal?

a=(ay, ay, a,)

Iblcos@ a
lal

<ab> a

lal?

A =lal Ihl
A% =1al? |hi?

A? = |al® <h,h>
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A’=lal® (<- <ab>a +b ,-<ab>a+ b >
lal® lal®

A?=lal® ( <ab>’<a,a> - 2<ab><ab> + <b,b>)
lal* lal®

A?=lal® ( <ab>?- 2<ab>*+ Ibl® )
lal® lal®

A?=lal® (- <ab>*+ Ibl® )

lal?
A?= - <ab>?+ lal® Ibl?
<a,a> <ab>
Determi hreibweise: A® =
eterminatenschreibwelse: <b,a> <b,b>

A’= - (ab+aby+ab, )+ (a’+a’+a” )(bd+Db’+b”)

Klammer Auflésen, Zusammenfassen und Ausklammern ergibt:

A2= (aybz'byaz )2 + (a-xbz'bxaz)2 + (axby'bxay)2

A= sqrt( (aybz‘byaz )2 + (axbz‘bxaz)2 + (axby'bxay)2 )

Weil andererseits laxbl =sqrt ( (a,b,-bya, )*> + (-(acb,-b,a,))> + (axby-bya,)* ) folgt,
dai

A = laxbl .

Das Vektorprodukt axb ist also ein Vektor, der senkrecht auf a und b steht und als Betrag den
Flacheninhalt A des von a und b aufgespannten Parallelogramms hat.

Aus der Geometrie ist bekannt, dass der Flacheninhalt des Parallelogramms mit den Seiten lal, bl
und dem Winkel ¢ gegeben ist zu

A=lal Ibl sin @

Damit haben wir ein wichtiges Ergebnis:

A = laxbl = lallblsin @
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Spatprodukt

Gesucht ist das Volumen des von den Vektoren a,b,c aufgespannten Pa  rallelotops .

axb

b=( by, by, b,)

V=Ah
V = laxbl Icl cos Y
V =<axb, c>

V= (ayb,-bya,)cx-(axb,-bya,) ¢, +(asby-byay)c,

ay ay a,
Determinatenschreibweise: <axb,c> = by by b,
Cx cy c,

Definition:

Das von den Vektoren a, b, ¢ aufgespannte Parallelepiped hat das Volumen
V=<axb, ¢c>

Das Produkt <axb, c > heifldst Spatprodukt

Das Spatprodukt ist zyklisch :

<axb, c> = <bxc, a> =<cxa, b>
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Inhalt des Tetraeders bzw. 3-dimensionalen Simplex

Gesucht ist das Volumen des von den Vektoren a,b,c, aufgespannten Tetraeders .

c=(cy, ¢y, Cy)

a=(ay, ay, a,)

V =1/3 1/2 <axb,c> = 1/3! | by by b,

Man kann die Determinante auch von der transponierten Matrix bilden.

ay by Cy
V= 1/3! a-y by Cy

a, b, C;
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Man kann das Volumen auch Uber die 4 Eckpunkte des Tetraeders Py, P, P,, P, beschreiben.
Ausgenutzt werden hierbei die zulassigen Manipulationen fur Determinaten wie zum Beispiel
Hinzufligen von geeignete Zeilen und Spalten, Addition zweier Zeilen oder Spalten, etc.

Po (Pox » Poy ) » P1 (P1x» Pay ) » P2 (P2x » P2y ) » P3 (Pax , Pay )

P2=(P2x: P2y, P2z)

P3=(Pax P3y, Paz)

b=( by, by, b;)

c=(Cx, Cy, Cy) P1=(P1x P1y» P1z)

a=(ay, ay, a,)
Po=(Pox: Poy, Poz )

P1x —Pox P1y —Poy P1z —Poz
V= 13 P2x —Pox P2y —Poy P2z —Poz
P3x —Pox P3y —Poy P3z —Poz
Pox pOy Poz 1
P1x —Pox P1y —Poy P1z —Poz 0
V= 1/3!
P2x —Pox P2y —Poy P2z —Po: 0
P3x —Pox P3y —Poy P3z—Poz 0
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Pox pOy Poz 1

P1x —Pox P1y —Poy P1z —Poz 0
V= 1/3!

P2x —Pox P2y —Poy P2z —Po: 0

P3x —Pox P3y —Poy P3z—Poz 0

Pox pOy Poz 1

Pix ply Pz 1
V= 1/3!

Pax p2y P2z 1

Pax p3y Psz 1

Bemerkung:

Die Volumendarstellung des Tetraeders oder eines 3-dimensionalen Simplex in Abhangigkeit von
den Ecken Py, P4, P,, P, oder von den Kanten(vektoren) ist zur Generalisierung des Inhalts fur
nieder- und héherdimensionale Simplices geeignet, was allerdings noch gezeigt werden muf3.

Pox pOy Poz 1
P1x —Pox P1y —Poy P1z —Poz
Pax ply P12 1
V = 1/3' = 1/3' pzx _p0x p2y _pOy p22 _pOZ
Pax p2y P2; 1
P3x —Pox P3y —Poy P32z —Po:

Pax p3y Ps: 1

Inhalt der Strecke bzw. des 1-dimensionalen Simplex

Po(pox) ) Pl(plx)

pOx 1
= Pix-Pox = 1/1! = 1/2"! | Pix - Pox
plx 1

g.e.d.
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Inhalt des Dreiecks bzw. des 2-dimensionalen Simple X

Po (Pox » Poy ) » P1 (P1x s P1y ) » P2 (P2x, P2y )

P2 (P2x , P2y )

p2x'p0x plx‘p2x

ply'p2y
p2y‘p0y

P1 (P1x» P1y)
ply'pOy

I::’o (pOx ’ pOy) P1x-Po

A= (plx'pOX)(p2y'p0y)'1/2(plx'p0x)( ply'pOy)'llz(pZX'pOX)( p2y'p0y)'1/2(p1x'p2x)( ply'p2y)

A=1/2pox (P1y-P2y)-1/2Poy (P1x-P2x)+1/2(P1xP2y~P2xP1y)

Pox Poy 1
Pix —Pox ply _pOy
A=12! |px py 1 = 1/21
P2x —Pox p2y _pOy
p2x p2y 1

g.e.d.

10
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Inhalt von Parallelotopen

Im E® sei eine orthonormierte Basis e;, €,, e; mit dem entsprechenden Koordinatensystem KS
gegeben:
e, = (1,0,0) , €2= (0,1,0) , €3= (0,0,1)

Die Vektoren a;=(aj1, ai, 0) , a,=(az1, az, 0) , as=(asi, as, ass) Spannen ein 3-dimensionales
Parallelotop auf.

s; = 1/a;s(-az,a11, 0) ist ein Einheitsvektor in der 1-2 Ebene des E3 senkrecht zu a;. die Vektoren a;,
a, sollen eine rechtsorientierte Basis der 1-2 Ebene darstellen.

Die Vektoren a;=(as1, a2, 0) , a=(az1, a», 0) spannen ein 2-dimensionales Parallelotop auf.

KS

egA

€1

Berechnung des Inhalts Vp(a;,a;) des 2-dimensionalen Parallelotops nach der Vorschrift
,Grundseite x Hohe*:

Ve(ag,az) =aih;

mit  hy = (az1, &, 0) 1/ay(-a12,a11, 0)

Ve(ag,a2) = az (az1, a2, 0) Lay(-aiz,a11, 0)
Ve(ag,az) = (221, @z, 0) (-a12,a11, 0)

Ve(ap,a,) = ady - axas

Inhalt des (2-dimensionalen) Parallelotops in Deter  minatenform:

ai aio

Vp(ag,a) =
az az
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Inhalt des (3-dimensionalen) Parallelotops in Dete  rminatenform:

Der Inhalt des 3-dimensionalen Parallelotops erhalt man nach der Vorschrift ,Grundflache x Héhe*":

Vp(ay,az,a3) = V(a1,a,) ass

aig aiz 0
Vp(al,ag,ag) = | axn azo 0

asz; e ass

Man kann zeigen, dass die Determinantendarstellung fiir den Inhalt giltig bleibt beim Ubergang zu
einer anderen orthonormierten Basis bzw. einem anderen Koordinatensystems KS'.

ai’ a,’ ais’

)

Vp(ap,aza;) = | 821 82’ ax

az’ az’ dss

Inhalt des (n-dimensionalen) Parallelotops in Dete  rminatenform:

In entsprechender Weise kann man verfahren, wenn man den Inhalt eines n-dimensionalen
Parallelotops, das von den Vektoren ay, ... a, aufgespannt wird, wobei die Vektoren ag, ... a1 die
(n-1)-dimensionaler Hyperflache als Grundflache aufspannen, erhalten will.

an ajo e aAin

Vp(a]_, ven ,a.n) =
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Inhalt von Simplices

Zur Bestimmung des Inhalts von Simplices ist die Integration in Kombination mit den
Strahlensatzen das adaquate Medium. Wie bereits gezeigt gilt fur n=1,2,3

Vs(ay, ...,an) = 1/n! Vp(ay, ...,a,)

Das heildt, der Inhalt des n-dimensionalen Simplex unterscheidet sich vom Inhalt des n-
dimensionalen Parallelotops nur um den Faktor 1/n!.

KS

an

en A

€1 Vs(@s, ...,ana) (/)™

Vs(al, ...,an_l) = 1/(n-1)' Vp(al, ...,an_l)

Durch vollstandige Induktir?n bzw. Schluss von n-1 nach n erhédlt man die Gultigkeit fur alle n. Im
Folgenden bedeutet glnNt” das bestimmte Integral in den Grenzen 0 bis h.

Vs(ar, .a) = olnt”  Vs(ay, ...an) (W)™ dn'
Vs(ay, ...,an) = 0|nth 1/(n-1)! Vp(ay, ...,an1) (WM™ dh’

Vs(@y, ...,an) = 1/n 1/(n-1)! Ve(ay, ...,an1) h™/h™* o]h
Vs(@y, ...,an) = 1/n! Ve(ay, ...,an1) h/h™*

Vs(ay, ...,an) = 1/n!'Vp(ay, ...,an1) h

Vs(ay, ...,an) = 1/n! Vp(ay, ...,an)

g.e.d.
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Die Cayley-Menger-Determinate

Die nun folgende Abhandlung beschreibt relativ formal, wie man das Inhaltsquadrat eines aus den
Punkten Py, ...., P, gebildeten n-dimensionalen Simplex durch eine Determinante darstellen kann,
in welcher im wesentlichen die Quadrate der Kantenléngen I;> = | P; - P; I> vorkommen. Diese
Determinate heildt Cayley-Menger-Determinate .

Sie stellt eine Verallgemeinerung der Heronformel fir den Flacheninhalt eines Dreiecks auf
hoherdimensionale Simplices dar.

Darstellung des Inhalts in Abhangigkeit von den Eckpunktes des Simplex

Po (Po1, -y Pon ) s P1 (P11, oy P1n) s ooy Pa(Pngy oery Pon)
Pi1-Por .. P1in - Pon

V= 1/n!
pnl - p01 ----- pnn'pOn

p01 ..... pon 1

Pi1-Poz e Pin - Pon 0
V= 1/n!

pnl - p01 ----- pnn - pOn O

Po1 ... Pon 1

V= 1/n!
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Ubergang zur Cayley-Menger-Determinante:

V= 1/n

V2= 1/ni?
V2= 1/ni?
V2= 1/ni?

Po1 Poz ...

P11 P2 ...

Pn1 Pnz ...
Po1 Poz ...
P11 P12 ...
Pn1 Pnz ...
Po1 Po2 ...
P11 P12 ...
pnl pn2
Py Po +1
P, Py +1

P, Py +1

pOn 1

pln 1

. 1

Pnn 1
pOn 1
Pin 1
. 1
Pnn 1
Pon 1
pln 1
. 1
Pnn 1
Py Py +1
P, Py +1
P, Py +1

Po1

pOn

Po2

P11 ... Pm
P12 - Pn2
pln pnn
1 1
P, P, +1
P, P, +1
P, P, +1

transponierte Matrix

15
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V2= 1/ni?
V2= 1/ni?
VZ = -1/n?
V2= -1/ni?

Po Po +1

P, Py +1

P, Po +1

Po Po +1

P, Py +1

P, Po +1

Po Po +1

P, P +1

P, Py +1

Po Po

P1 Po

Pn Po

Po Py +1

P, Py +1

P, Py +1

Po Py +1

P, Py +1

P, Py +1

Po Py +1

P, Py +1

P, Py +1

Po P1

P1 Py

Pn P2

P, Py +1

PP, +1

P, P, +1

P, Py +1

PP, +1

P, P, +1

P, Py +1

PoPn 1

P1 Pn 1

Pn Pn 1

0

16
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Well
Po1

P11

Pn1

Po1
P11

pnl

Poz ...
Piz ...

pn2 e

Poz -
P12 -

Pn2 ...

pOn
Pin

pnn

Pon
pln

pI"II"I

Po1
Po2

pOn

Pi1 -
Piz -

pln

pnl
Pn2

pnn

PoPo  Po Py
P1Po PPy

PnPo Pn Py

kann man in der letzten Matrix unten rechts die -1 durch O ersetzen.

V2= -1/n1?

Die Skalarprodukte P; P, kann man wie folgt ersetzen:

> = (Pi-Px) (Pi-Py)= PiPi- 2 P Py + P Py

PiPy= 12 (PiPi+ PPy -1y ?)

Po Po

P1 Po

Pn Po

Po Py

P1 Py

Pn Py

PoPn

Pl I:’n

Pn Pn

PoPn
Pl I:’n

PnPn

17
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Po P 1/2 (Pg Po+ Py Py -1y ?) veee 12 (Po Pyt Py Py -lon?) 1
1/2 (P, P1+ Po Py - 10 ?) P, P, veee U2 (P P+ P P, -11n?) 1
1/2 (Pn Put Po Py - lno ) Py Pn 1
1 1 1 0

Und dann kann man von der O-ten Zeile bzw. O-ten Spalte das 1/2 Py P, - fache der letzten Zeile
bzw. letzten Spalte abziehen,

von der 1-ten Zeile bzw. 1-ten Spalte das 1/2 P; P, - fache der letzten Zeile bzw. letzten Spalte
abziehen, usw.,

von der n-ten Zeile bzw. n-ten Spalte das 1/2 P, P, - fache der letzten Zeile bzw. letzten Spalte
abziehen, so dass man folgendes erhalt:

0 12 16, 2 U V{ 1
- 1/21y0 0 e -1/215, 2 1
V2= -1/nl?
- 1/2l0 2 1721, ... 0 1
1 1 e 1 0
0 los 2 lon 2 1
l10 2 0 l1n 2 1

V2= -1/ni? (-1/2)"

Diese Determinante ist nun die Cayley-Menger-Determinante
Das n-fache Herausziehen des Faktors (-1/2 ) ist noch etwas krltlsch zu sehen'!
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