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Einhullende einer Kurvenschar

Mai 2011

Gegeben sei eine Kurvenschar k. , ceR.

(x.y)

k :y=y(xc)

Wir nehmen an, dass die Gleichung der Kurvenschar in impliziter Form gegeben ist :

(1) F(xy,c)=0

Eine Einhilillende e der Kurvenschar ist eine Kurve, bei der jeder Punkt genau eine
Scharkurve beruhrt. Die Punkte von e genlgen also ebenfalls der Gleichung (1).

Wir nehmen an, dass die Einhiillende e durch die Funktionsgleichung y = y(x) dargestellt
werden kann:

e y=yx)
Dann bekommt man die Ableitung y'(x) durch Ableiten der Gleichung (1) nach x:

(2) Fux,y,c) + Fy(x,y,c) y'(x) =0
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Man kann andererseits die Punkte von e auch als eine durch c parametrisierte Kurve
auffassen, denn fir jeden Punkt (x,y) gibt es genau ein c, so dass (x,y) = (x(c) , y(c))
Beruhrpunkt an die Scharkurve k. ist.

Nimmt man an, dass x(c) und y(c) differenzierbar von ¢ abhangen, kann man die
Gleichung (1) nach c ableiten:

FX(X’y’C) XI(C) + Fy(X’y’C) yI(C) + FC(va’C) = 0

Vorausgesetzt, dass x'(c) nicht gleich 0 ist, folgt:

y(e) |, Fulxy.0)

3) F.(x,y,c) + F,(x,y,C) (0) S
Da % =y'(x) ist, folgt aus (2) und (3)
F.(x.y.c) _
x'(c)

und damit als weitere Bedingung fur die Einhlllende e :
(4) F.(x,y,c)=0

Es kann nun moglich sein, den Parameter ¢ aus den Gleichungen (1) und (4) zu
eliminieren, um ein (implizite) Gleichung fur die Einhlllende e zu bekommen :

E(xy) =0
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Beispiel 1: Die ,gleitende” Strecke

Eine Strecke der Lange | gleite entlang der Koordinatenachsen und erzeuge eine

entsprechende Geradenschar k, , wobei a der Winkel der Geraden zur positiven x-Achse
ist.

I'sin (a)
(x.y)

Icos (a)

Geradengleichung der Schargerade:

sin(a)
" cos(a)

x+| sin(a)

F(x,y,a) = y+ tan(a) x - | sin(a) =0

F,(X,y,a)= x -lcos(a)=0

cos®(a)

= X =lcos’(a)

_sin(a)
o cos(a)

| cos®(a)+Isin(a)

y =-sin(a) | cos*(a) + Isin(a)
y = Isin(a) (- cos®(a) + 1)

= y=lsin’(a)
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Die parameterfreie Darstellung der Einhillenden bekommt man aus der Umformungen der

Parametergleichungen nach sin?(a) und cos?(a) in Kombination mit der Gleichung
sin?(a) + cos?(a) = 1

[SARN]
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Dies ist die Gleichung der sogenannten Astroide.

2
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Beispiel 2 :
Transport eines Rechtecks der Lange | und der Breite b durch einen rechwinkligen Kanal
mit den unterschiedliche Breiten D und d

Die Bewegung der ,inneren Lange“ des Rechtecks erzeugt eine Einhlllende e , im
Abstand b von der Astroiden.

Die Steigung der Tangente im Punkt (x,y) erhalt man aus der Ableitung der
Astroidengleichung X% +y§ = |§ nach x:

oz WY _ \ﬁ
Y(X)_'%&_ “Vx
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(x,y)

Der normierte Normalenvektor lautet:

Ve N

B\W
X 1
2 2
o
X X
J

Man muss nun zum Punkt (x,y) nur das b-fache des normierten Normalenvektors
addieren, um den korrespondieren Punkt zu bekommen und damit eine
Parameterdarstellung der Einhullenden e der ,inneren Lange® des Rechtecks:

-

- N
x+b——= yror—
I
X X
\_ J

Die Durchgangigkeit der Rechtecks durch den Kanal ist gegeben, wenn der Eckpunkt
E=(d,D) oberhalb der Einhullenden e liegt, das heil3t

b

2
3@ +1 ’
d

D> y(d)+

wobei y(d) aus der Gleichung d% + y(d)g % zu entnehmen ist.
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