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Kegelschnitte

Gegeben sei der Kegel mit Spitze S , Spitzenwinkel o mit 0 < a < &+

Neigungswinkel der Kegelachse 6 mit 0 < 6 < -

2
Bemerkung : Im Bild zeigt die y-Achse in die Papierebene hinein.

Gesucht ist der Schnitt des Kegels mit der x-y - Ebene .

Es gelten folgende Gleichungen :
ITPP = (x — s tan8) + y?
ISTF = s tan®0 + s°
ISP = x* + y* + §°

Kosinussatz:

ITPF = |STF + |SP|* — 2|ST||SP|cosa



Es folgt :

ITPF = |STF + |SP]* — 2|ST||SP|cosa

(x—s tan0] +y? = §? tan?0+s*+x*+y’+s’—2sVtan?0+1Vx2+y’+s’cos a

x?—2stan O x+s*tan?0+y? = s*tan?0+s2+x2+y’+s’—2sytan?0+1v x2 +y’+s?cos a

_2stanfx = s*+s’—2sytan?0+1Vx2+y’+s?cosa

—tanBx = s—vtan?0+1Vx2+y’+s’cosa

Vtan?0+1Vx2+y*+s’cosa = tan@x+s
(tan?0+1(x?+y2+s?|cos?a = (tanOx+s|’

tan?0+1)cos2ax? + (tan?0+1)cos’ay® + (tan?0+1)cos®as? = tan?0x2+2stan 6 x+s°
[(tan26+1)cosza—tan28]x2 — 2stanfx + [(tan26+1)coszoc]y2 = 32[1—(tan26+1)cosza]

Dies ist die Gleichung der Schnittmenge des Kegels mit der x-y — Ebene .



Fallunterscheidungen :

Gleichung der Schnittmenge des Kegels mit der x-y — Ebene :

[tan?0+1)cos?a—tan?0]x? — 2stan6x + [[tan®0+1)cos?aly? = s?1—(tan*0+1)cos?c]

Der Koeffizient von x® kann unterschiedliche Vorzeichen haben oder gleich 0 sein .

1. Fall : (tan®0+1)cos’a—tan’6 = 0

tan?0+1)cos?a. — tan?0 = 0
tan’® cos’c + cos’a — tan’f = 0
cos’a = tan’6(1—cos’al

2
COS—O(Z — tanze
1—cos“a
2
5% = tan’e
sin“a
! — = tan’0
tan“«a
1 = tano6
tana
n (1 1 .
Wegen t =t = —[==—-0| = ———— folgt:
g ano an 3 (2 8) tan L _ g
2
1 1
tano.  tanll—
any
I1
tana = tan=—
* 2
IT
= =-0
“ =2

Das heildt, dass die ,,obere“ Mantellinie des Kegels parallel zur Schnittebene ist.



Die Gleichung der Schnittmenge ist

— 2stan0x + |(tan?0+

((tan20+1)cos®aly? =

Nulistellenbetrachtung

1)cos?aly? = s?1-(tan?6+1)cos?a]

2s tan0 x+ s?1—(tan?6+1)cos’c]

y=20

0 = 2s tanf x + 32[1—(tan26+1)cosza]

—s?1—{tan*0+1)cos® |

2s tan0

—s[1-(tan®0+1)cos’c]

2 tano

2
X, = —s[1—(tan e+1)

cos?a]

" 2 tano

Koordinatentransformation :

Xl
yl

X—Xg
y

X
y

X'+Xq
yl

Gleichung der Schnittmenge in den neuen Koordinaten :

[tan?0+1)cos?a]y? =
(tan?0+1)cos?al]y? =

((tan20+1]cos?ay? =

2s tan0 (x'+x,) + s*[1—(tan?0+1)cos?a]
2s tan0 x'+2s tan® x, + s?|1—(tan?0+1)cos?c]

2s tan® x'—s?[1—(tan?0+1)cos?a] + s?[1—(tan’0+1)cos?c]

[tan?0+1)cos®a]y? = 2s tano x'
y2 = 2s tano6 X'
[(tan?6+1]cos? |
Bemerkung :

Das Quadrat y® ist gleich dem ,Rechteck"

2s tan©

(tan?0+1)cos?a| §

Die Schnittmenge ist eine Parabel [gr. paraballein = gleichsetzen] .



Gleichung der Schnittmenge des Kegels mit der x-y — Ebene :

[(tan?0+1)cos?a—tan?0]x? — 2stan6x + [[tan®0+1)cos?aly? = s?1—(tan*0+1)cos?c]

2. Fall : tan®0+1)cos’a—tan?6 > 0

tan?0+1)cos?a. — tan?0 > 0
tan’® cos’c + cos’a — tan’6 > 0
cos?a > tan?6(1—cos?u|

2
N
1—-cos“a
2
€S & > tan®e
sin“a
1 — > tan’g
tan“a
> tano
tana
1 S 1
tana tanzﬂ—e
tana < tanL—g
2
m_
a < 5 0
[(tan26+1)cosza]y2 = —[(tan?6+1)cos?a—tan?6|x* + 2stanOx + 32[1—(tan26+1)cosza]
Definition : a := —|[[tan*0+1)cos?a—tan?6] < 0
b := 2stan6
. 2 2 2
cC:=s [1—(tan 6+1)cos oc]

[tan20+1)cos?a]y? = ax® + bx + ¢

Nullstellenbetrachtung: y = 0

0 =ax’+bx + ¢

_ —b++yb*—4ac

Xoj1 = 2a
_ —b—+vb’—4ac
°© " 2a



Koordinatentransformation :

= X—Xo X = X'+X,

X
y' =y y =y

Gleichung der Schnittmenge in den neuen Koordinaten :
[(tan26+’|)cosza]y2 = a(x'+x,/° + b(x'+x,) + ¢
[tan20+1]cos?aly? = ax? + 2ax,x' + ax; + bx'+bx, + C
[tan?0+1)cos?aly? = ax'? + [2ax,+b)x' + ax,” + bx, + ¢

(tan?0+1)cos®a]y? = ax'? + (2ax,+b|x’

a 2 2ax,tb
2 X2+ 0 X

- ([tan?6+1)cos?al [(tan26+1)cos?al

2 _ 2axq,+b
[(tan?6+1]cos? |

|+a X|2+

[(tan?6+1)cos? |

X

Bemerkung :
2

Wegen a <0 ist das Quadrat y kleiner als das .Rechteck®
2s tan© .

[(tan20+1]cos®a] g

Die Schnittmenge ist eine Ellipse [gr. elleipein = fehlen lassen] .
Die rechte Seite der letzten Gleichung stellt eine quadratische Funktion dar, und da der

Koeffizient von x' negativ ist, hat die quadratische Funktion eine Maximalstelle, die
zugleich auch Symmetriestelle ist .

v A




Gleichung der Schnittmenge des Kegels mit der x-y — Ebene :

[(tan?0+1)cos?a—tan?0]x? — 2stan6x + [[tan®0+1)cos?aly? = s?1—(tan*0+1)cos?c]

3.Fall : tan®0+1)cos’a—tan?6 < 0O

tan?0+1)cos?a. — tan?0 < 0
tan’® cos’c + cos’a — tan’6 < 0
cos?a < tan?6(1—cos?u|

2
€S % < tan®0
1—-cos“a
2
€S & < tan®e
sin“a
1 — < tan’d
tan“a
< tan6
tana
1 < 1
tana tanzﬂ—e
tana > tanl—g
2
m_
a > 5 0
[(tan26+1)cosza]y2 = —[(tan?6+1)cos?a—tan?6|x* + 2stanOx + 32[1—(tan26+1)cosza]
Definition : a := —|[[tan*0+1)cos?a—tan?6] > 0
b := 2stan6
- 2 2 2
cC:=s [1—(tan 6+1)cos oc]

[tan20+1)cos?a]y? = ax® + bx + ¢

Nullstellenbetrachtung: y = 0

0 =ax’+bx + ¢

—b+b*—4ac

X1/0 = 2a
_ —b+vVb’—4ac
%0 = %a



Koordinatentransformation :

= X—Xo X = X'+X,

X
y' =y y =y
Gleichung der Schnittmenge in den neuen Koordinaten :
[(tan26+’|)cosza]y2 = a(x'+x,/° + b(x'+x,) + ¢
[tan20+1]cos?aly? = ax? + 2ax,x' + ax; + bx'+bx, + C
[tan?0+1)cos?aly? = ax'? + [2ax,+b)x' + ax,” + bx, + ¢

(tan?0+1)cos®a]y? = ax'? + (2ax,+b|x’

2 _ a X'2 N 28X0+b x
([tan?6+1)cos?al [(tan26+1)cos?al

2 _ 23X0+b ' a 2

- [(tan26+1)cosza]x ' o

[(tan?6+1)cosa]

Bemerkung :

Wegen a >0 ist das Quadrat y? groRer als das
2s tanf :

[tan?6+1cos?a] g

Die Schnittmenge ist eine Hyperbel [gr. hyperballein = Ubertreffen] .

,Rechteck”



Erzeugung von
Ellipse,
Hyperbel,
Parabel
durch Abstandsbedingungen
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Ellipse

Gegeben seien die Punkte F, , F, mit |F,F,] = d .
Gesucht ist die Menge der Punkte P mit der Eigenschaft , dass |PF,| + |PF,] = | > d
konstant ist .

P(x 1y)
»
. T
.” [
. '
. "
.- PR
.” A
- ' .
.- ] .
s .
—" y: Y
_—' 1 A
. 1 .
—" N A
2= - A >
F, X ) X
d-x

V(d=xP+y? + VxP+y? = |
Vd=xPry? = 1 = VxP+y?

(d=x)P+y? = P — 21/x%+y® + x*+y°

@ - 2dx + X+ y2 = P — 20%+y% + X2 +
d> — 2dx = 12 — 21yx%+y?
21Wx2+y? = 2dx + (P — o

417(x2+y?) = 4d?x2 + 412 — d?Jdx + (17 — d7

2

2

APX2+412y? = 4d°% + 4P — Pdx + [P —

4Py? = —4(P—)x® + 4l12 — Pdx + (7 - o?f
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Definition : a = —4(F-d°) <0

4Py* = ax® + bx + ¢

Nullstellenbetrachtung: y =0

0 =ax’+bx +c

_ —b+vb*—4ac

Xoj1 = 2a
_ —b—y/b*—4ac
X, =
2a

Koordinatentransformation :
= X—Xp X = X'+X,

X
y =Y y =1y

2

41Py* = a(x'+x,)? + b(x'+x,) + ¢

4°y* = ax? + 2ax,x' + ax,” + bx'+bx, + ¢
4Py* = ax? + (2ax,+b)x' + ax,® + bx, + ¢

41’y* = ax” + (2ax,+b)x’

41’y* = (2ax,+b)x' + ax"”

,  (2axy+b)

y: |+a 12

4|2— 4?X mit a<?o0

Wie aus der Theorie der Kegelschnitte bekannt ist, stellt diese Gleichung eine Ellipse
[gr. elleipein = fehlen lassen] dar .
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Hyperbel

Gegeben seien die Punkte F, , F, mit |F,F,] = d .
Gesucht ist die Menge der Punkte P mit der Eigenschaft , dass

konstant ist .

|PH|_|PB|:|

Es folgt zunachst :

IPFi| — [PF,| =1

IPF,| = |PF,| + I

|PF2| + |F2F1| > |PF1| = |PF2| + |
IPF,| + d > |[PF,| = |PF,| + |
IPF,| + d > |[PF,| + |

d > |

Vx+y? — (d=x)P+y? = |

V(d=x)P+y? = VxP+y? — |

2
I

(d=x)2+y? = x%+y? — 2Ix%+y? +

2

@ — 2dx + X + y2 = XP+y? — 2Wx+y? + |
d® — 2dx = 1P — 21/x’+y?
2x2+y? = 2dx + (P — o
AP(x2+y?) = 4dPx2 + 4P — ddx + (P — o

4Px2 + 4Py? = 4d®x® + 42 — ddx + (12 - ¥

2

47y2 = 4(d—P)x® + 47 — d?dx + [P — &)
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Definition : a = 4(d°-F) >0

4Py* = ax® + bx + ¢

Nullstellenbetrachtung: y =0

0 =ax’+bx +c

_ —b+vb*—4ac

Xi0 = 2a
_ —b+Vb’—4ac
%o = 53

Koordinatentransformation :

X' = X=X X = X'+Xg
y =Y y =1y

417y* = a(x'+x,)

+ b(x'+x,) + ¢

2.2 2 ' 2 '
417y = ax"™ + 2ax,x' + ax,” + bx'+bx, + ¢
4Py* = ax? + (2ax,+b)x' + ax,® + bx, + ¢

41’y* = ax” + (2ax,+b)x’

41’y* = (2ax,+b)x' + ax"”

»  (2ax,+b) .
= " Ux' + Z-x mit a>20
Y 4)? 4/

Wie aus der Theorie der Kegelschnitte bekannt ist, stellt diese Gleichung eine Hyperbel
[gr. hyperballein = Ubertreffen] dar .
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Parabel

Gegeben seien ein Punkt F und eine Gerade g mit |Fgl =d # 0 .
Gesucht ist die Menge der Punkte P mit der Eigenschaft , dass |PF| = |Pg| ist.

y A P(x 1y)

-

o
x
x

x-d

V(x—df+y* = x
(x—d)?+y’ = x°
V= o - x-df

y> = x* — x* + 2dx — d°

y> = 2dx — d°

Nullstellenbetrachtung: y = 0

0 = 2dx — d?

_d
X0—2—
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Koordinatentransformation :

X' = X—Xq X = X'+X,
y' =y y =y’

y? = 2d(x'+x,) — d’

y? = 2dx'+2dx, — d°

y? = 2dx'+d* — d°

y> = 2dx'

Wie aus der Theorie der Kegelschnitte bekannt ist, stellt diese Gleichung eine Parabel
[gr. paraballein = gleichsetzen] dar .
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