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Die Grundrechenartenin IN = {0,1,2,3,...} und ihre Regeln

Addition, Subtraktion

Kommutativitat

Neutralitat

Inversion

Assozativitat

a+b=

a+0=

b + a

(@a+b)—b=

(@a—-Db)+b

0 +a=a

a

a, a=b

a+(b+c)=(a+b) +c

a—- (b+c)

a+(b-c)

(@a—-b)—-c,

(a+b)—c,

a-(b-c)=(a-b)+c,

Multiplikation, Division

Definition: a -

Kommutativitat
Neutralitat

Inversion

Assozativitat

Distributivitat

=b + ..

a-b=b-a
a-1=1-a=
(@-b):b=a
(@:b)-b=a
a-(b-c)=(a-
a:(b-c)=

a-(b:c)=

a:(b:c)=

a-(b+c)=a-
(b+c)-a=b-
a-(b-c) =
(b —c)-a=hb-
(@a+b):c=a:
(@a—Db):c =

a

, b, #0
, b, #0
b) - ¢

b) : ¢,
b) : ¢,
b) - ¢ ,
b+a-c
a+c-a
b-a-c,
a—-—c-a,
c+b:c,
c—-—b:c

a—0=a
a=>b+c
b=>c

b>c, a

+ b , Summe aus a gleichen Summanden b

b, c#0

b, c#0
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Veranschaulichung einiger Regeln

\a—(b—c):(a—b)+c\

12 - (7 -4)=(12 -7) + 4

12 -(7-4)=12-3=29

\a:(b:c):(a:b)-c\

24 : (6 :3) = (24 :6) 3

24 : (6 :3) =24 :2 =12

7=3+4

(12 —-7)+4=5+4=09




Formale Herleitung einiger Regeln aus anderen

Gultig seien die Inversion und die ersten beiden Regeln der Assozativitat der
Multiplikation :
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Dann folgen die zwei weiteren Regeln der Assozativitat :

a-(b:c)=(a-b):c



Die Zahlbereichserweiterung von IN nach Z

Die Subtraktion im Sinne des Wegnehmens einer Anzahl b von einer Anzahl a von
Objekten ist nur fur den Fall, dass a > b ist, ausfuhrbar:

a—b=c mt ax=b
Will man die Subtraktion unbegrenzt ausfuhren, also fur den Fall a < b , kann man die
unbegrenzte Ausflihrbarkeit der Regeln der Assoziativitat , der Inversion und der
Distributivitat fordern.
Seialso a<b ,etwa b=a+d mt d=Db - a .
Dann ist

a-b=-a-(a+d =(a-a)-8=0-08=:-8=—(b-a),

und man kann negative Zahlen definieren :

—5:=0 - 3.

FUr die Subtraktion gilt nun :

a—b—{ a—b falls
I

a=b
b-a) falls b >a

Wir betrachten nun die um die negativen Zahlen erweiterte Zahlenmenge , die Menge
der Ganzen Zahlen

Z:={..-3 -2,-1,0, 1,2 3 ..}

und fragen nach Rechenregelnin Z :

a+(-b)=a+(0-b)=(@a+0)—-—b=a-—-»b
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-a—-b=(0-a -b=0-(a+b)=—(a+b)
a—-(-b)=a-(0-b)=(a-0)+b=a+b

—a—(-b)=-a+b=(0-a)+b=0-(a—-b)=—-(a —b)



Wir erhalten :

\a+(—b):a—b\

—a+ (-b) = —(a + b)]

la—(-b)=a+b]

—a —(-b) = —(a — b)| .

AulRerdem ist
—(-b) =0 —(-=b) = 0+b =0b

~(-b) = b .

Die Kommutativitat der Addition ist erfullt :

e a a-b falls ax=b
a+(-bj=a-b-= {—(b—a) falls  a<b

(<b) + a = (=b) — (~a) = —(b—a) = { ~(~(a=b)) =_(ab—_ba) f?;:fs Zit; |

Aus den ersten beiden Gleichungen folgt jetzt auch :

a—b:—(b—a)‘




Die Neutralitat der Addition ist erfiillt :

(-ra) +0=(0-a)+0=0-(a—-—0=0-a=(-a)
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—b)) — (-b) = (a — b) + b = a
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(
( (@a+b)-—b=a

(—a) + (=b)) = (-b) = (=(a + b)) — (-b) =—((a@ + b) — b) = (-a)
(—a) = (b)) + (-b) = (-(@ = b)) = b = —((a — b) + b) = (-a)
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Vorzeichenregeln bei der Multiplikation und Division :

a-0=a-(0+0)=a-0+a-0,
(-a)-0=(-a)-(0+0)=(-a)-0+(-a)-0, ’(—a)-O:O‘
0O-a=(0+0-a=0-a+0-a,
0-(~a)=(0+0)-(-a)=0-(-a) + 0 - (~a) 0-(-a) =0]
a-(-b)=a-(0-b)=a-0-a-b=—(a-b)




Die Kommutativitat der Multiplikation ist erfullt :




Die Assoaziativitat der Multiplikation sei nur an einem Beispiel gezeigt :
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Die Distributivitat sei ebenfalls nur an einem Beispiel gezeigt :
Fall :
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In beiden Fallen gilt also :

2. Fall :



Die Zahlbereichserweiterung von Z nach Q

Die Division zweier Zahlen aus Z soll unbegrenzt ausfiihrbar sein:

Z:N::ﬁ—, Z NezZ, N#0

-Z _ _ _ _ Z
N—:(—Z).N——<Z.N)——N
Z _ _ 7z
N T 2N =Sz N =g
Z S =
1—:Z.1—Z

Definition der Menge der Rationalen Zahlen :

Z
Q:{ﬁ ; ZEZ,NEIN,N;«&O}

Vorausgesetzt seien in Z die Vertauschbarkeit und die erweiterten Regeln der
Assoziativitat von Multiplikation und Division :

\(a b):c=(a:c):b=a:(b c)\, b,c=#0
\(a b):c=(a:c)-b=a-(b c)\ , ¢c#0
\(a b)-c=(a-c):b=a:(b c)\ b,c=#0

Gefordert sein soll, dass die Vertauschbarkeit und die erweiterten Regeln der
Assoziativitat sowie die Neutralitat und die Inversion von Multiplikation und Division
unbegrenzt ausfuhrbar seien.
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Dann gelten folgende Regeln der Multiplikation und Division :

Z

£ N=2zZ

N

z . _x

N oy

Z v=2%.N
y

Z -V _ X

N oy

Z ., _Z

N N

Zi Ly _x

N, N, y

Z _ X

=N

Z1'ZZ_X

N, _y N,

Z, -2, _x

N, - N, y

Zi Ly _ 4D

N, N, N, N,

12

Z ., _x
N Ty
Z:v==%2.N
y

X
Z :v): N=—
( ) y
Z:(N-v)=2

y
Z _ X
N - v y
z ., _Z
N N - v
Zi L _x
N, N, y
Z, X
— 1 (Z, : N,) = =
N1 (2 2) y
Z, X
— 1 Z,| - N, = =
N1 2 2 y
Z
! .szﬁ
Ny - Z, y
Z1-N2_£
N, - Z, y




Kommutativitat :

2, 2, 22 %2 2 2
N, N, N,-N, N, N, N, N,
21 Ly _ L 4
N, N, N, N,
Neutralitat :
zZ 4.z 1 _z1_2 Z . ,_Z.1_2z1
N N 1 N-1 N N -~ N " 1 N-
.2 1.z _1z _2z z .z _,
N N 1N N N "N
Erweitern und Kiirzen :
Z_:é.1:;.lzz'v
N N N v N - v
Erweitern
—>
Z _Z-v
N N-v
<«
Klrzen
Inversion :
Z a).a_Za a_2Zza b _(Zab _ Z{ab) _ Z{ab)
N b/ b Nb b Nb a (Nb)ra N(ba) N(a-b)
z a) a_zb a_l(zba _zba) _z{ab) _2z
N b b Na b (Na)b N(ab) N(ab) N
Die Assoziativitat sei nur an einem Beispiel gezeigt :
Z_1 Z_2 Z_3 — Z1'(22'N3> — (Z1'Zz)'N3 — (21'22) . N_3 — Z_1 Z_z
N, N, N, N1'(N2'Z3) (N1'N2)'Za (N1'N2) Z, N, N,
2, (2. %) (2 ). 2
N, N, N, N, N, .N31
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Regeln der Addition und Subtraktion :

21, %

I
N
z
I+
N
N
z
I
N
I+
N
’:)_/
z
I

|
I+
|
I

Z1 22 _ Z1'N2 + Zz'N1 _ Z1‘N2 + Zz‘N1 _ Z1'N2 + Zz'N1

|
I+
|

N, N, NN, NN, NN, NN, NN,

Z_1+Z_2 Z1'N2iZz'N1
N1_N2 N1'N2
Neutralitat :
Z _Z 0O zZ+0 _Z
— + 0 ==+ = = = =
N N N N N
0 Z 0 Z 0+2 _Z
+ = == 4+ = = = =
N N N N N
Z 4.2 _0_z-0_2
N "N N N "N
Inversion :

_Zb

Z ,al _a _ Zb+aN aN _ (Z-b+a-N)—a-N
b b N-b b-N ~ N-b

Nb

_Zb

Z a|,a _Zb-aN aN _ (Z-b—a-N)+a-N
b b N-b b-N ~ N-b

Die Assoziativitat sei nur an einem Beispiel gezeigt :

Z1 + (Zz Zs) — Z1+(Zz_zs) (Z1+Zz)_zs — (21

N N

_Z1+Zz Z;
N N N

N
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Die Distributivitat sei ebenfalls nur an einem Beispiel gezeigt :

Z_1 Z_2 Z_3 Z1'(Zz'N3_Z3'N2)

N; N, N N1'<N2'N3>

Z_1 Z_z Z_3 Z1'(Zz'N3)_Z1'(Zs'N2)
N, N, N, N1'<N2'N3

Z_1 Z_z Z_3 Z1'(Zz'N3) _ Z1’(Zs’N2)
N, N, N, N1'(N2'N3 N1'(N2'N3
Z_1 Z_z Z_3 (Z1'Zz>'N3 _ (21'Zs>'N2
N, N, N (N1'N2)'N3 (N1'N3)'N2
z, |z, Zi\ _ z:Z, Z,Z,

N1 N2 N3 N1'N2 N1'N3

2, |2, _z\_2z 2z 2z 2z
N, N, N, N, N, N, N,
Z %2 _ &) b L 4L
N, (N, N,/ N, N, N N,
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