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Verallgemeinerung der 1. Binomischen Formel

(a+b)® = a’+2ab+b?
(a+b)’ = a’+3a’b+3ab’+b°

(a+b)* = a*+4a’b+6a’b’+4ab’+b’

(a+b)’ = a°+5a’b+10a’b’+10a’b’+5ab*+b°

Darstellung der Terme als Produkt einer Zahl und Potenzen von a und b:
(a+b)* = 1a’b°+2a’'b'+1a°b?
(a+b)’ = 1a°b%°+3a’b'+3a'b*+1a°b°

(a+b)* = 1a*b’+4a’b’'+6a’b*+4a’'b’+1a°b*

(a+b)® = 1a°b’+5a*b'+10a’b’+10a°b’+5a'b*+1a°b°

Allgemein:

(a+b)" = X ¢, , @™ b"
k=0

Die Koeffizienten ¢, ,_, hangen von n und n-k ab und geben die Anzahl der Produkte
mit n-k Faktoren a und k Faktoren b an .

Siewerdenals ¢, , = (E—k) geschrieben, und heillen Binomialkoeffizienten .

Damit ergibt sich die Entwicklung zu

(a+b)" = i (:—k) a"* p*

k=0
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Berechnung der Binomialkoeffizienten (z—k)

Zuerst ein Beispiel: n=5,k=3

Bei der Ausmultiplikation von (a+b)’ ergeben sich folgende Produkte mit 5-2=3
Faktoren a :

OCTCTTUTO DO O OO
0O OO0 TCTTO OO
O T OO T O T TO
OOV TV O T T OT
OOV OYVT O VT VD TCT

Die Frage ist, wie viele solche Produkte gibt es, und wie kann man die Anzahl
bestimmen ?

Man konnte die Frage auch etwas anders formulieren:

Wie viele Zeichenketten aus den Zeichen a und b, wobei das Zeichen a genau 3-mal
und das Zeichen b genau 2-mal vorkommt, gibt es ?

Wenn die Zeichen nummeriert waren, etwa a, a, a; b, b, , gabe es genau 5!
solche Zeichenketten.

Gabe man nun die Nummerierung der a auf, hatte man :5),_: = (55!_2)' Zeichenketten.
Gabe man zuletzt die Nummerierung der b auf, hatte man 51 -9
’ 2 (5—2)12!

Zeichenketten.

Das Ergebnis lasst sich leicht verallgemeinern:

n!

(n—K)Tk! Zeichenketten bzw. Produkte mit n-

Bei der Entwicklung von (a+b)" gibt es

k Faktoren aund k Faktorenb .

Dasheit | (N | =N
n—k (n—k)!k!
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Die Binomialkoeffizienten sind symmetrisch in folgendem Sinn:

(:—k) - (nn!—k)!k! - E:(n—k)! - (E)

|
n) — (nn—nw - (1)_| muss man noch definieren:
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Verallgemeinerung der 3. Binomischen Formel

(a—b)(a+b) = a’-b?

(a—b)(a’+ab+b®) = a’-b°
(a—b)(a’+a’b+ab’+b’) = a*-b*
(a—b)(a*+a’b'+a’b*+a'b’+b*) = a’-b°

(a_b)(an—1+an—2b1+an73b2+".+a2bn73+a1bn—2+bn—1) — an_bn

Beweis:
(a—b)(a" "+a" *b'+a" *b’+...+a’b" *+a'b" *+b" ")
= a"+a" 'b'+a" ?b%+...+a’b" *+a’b" 2+a'b"’
— a" 'b-a" *b’~a" ’b’~..—a’b" *~a'b" '-b"

= a"-p"
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Bernoullische Ungleichung

Firalle ne N, n > 2 gilt X > —1

Beweis (Vollstandige Induktion Uber n):

1A: n=2
X > —1
1+ x>0

(1+xP=14+2x +x* = 1 + 2x

IS: Zuzeigen: (1 + x)" = 1 + nx
(1 + x" = (1 + x)"(1+x)

)n+1

1+ x> (1 + nx)(1 + x)

1+ x)" =1+ nx

(1 +x)™ =1+ (n+1)x

1T+ x " =21+x+nx+nx*>=1+x+nx =1+ (n+1)x

Also ist die Behauptung richtig firalle n € IN , n
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Polynomfunktionen

Definition:
Eine Funktion p : IR -—--—-—-- > |IR heilt Polynomfunktion, wenn esein nelN
und a,, a;, a,, . . . ,a, €R gibt, so dass gilt:

p(x) = a,x" + a_,x"" +a, ,x"? + ..+ a,x’ + ax + a,x° fur alle xeR

Ist a,#0 ,so heil’t n der Grad von p.

Die Zahlen a,, a,, a,, . . . ,a, heillen Koeffizienten.

Man schreibt auch:

-1 -2 2
p.(x) = ax" + a, ,x" " +a,,x" "+ ... + a,x" + a;x + a,

pa(x) = Za

Polynomfunktionen der Form
p.(x) = x" + a _x"" +a X"’ + .. + a,x’ + a,x + a,x°

heillen normierte Polynome.

Fir neIN heillen Polynome der Form

n

pPa(X) = x

Monome oder Elementarpolynome.

Bemerkung:
Jede Polynomfunktion ist eine Linearkombination von Monomen. Spater kann gezeigt
werde, dass diese Linearkombination bis auf die Reihenfolge eindeutig ist.
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Abgeschlossenheit der Polynomfunktionen gegenuber

Addition, Subtraktion, Multiplikation

Seien p,(x

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann man annehmen, dass

Dann sind die Funktionen

Zax und q,(x

i=0

Pn £ Onm

Z b, x' Polynomfunktionen.

n

und Prn © Om

> m ist.

ebenfalls Polynomfunktionen und

es qilt:
— 1 I
p.(x) + = Y (axb)x + Y ax
i=0 i=m+1
n . m
— [ J
(pn ) qm)(x) - Zaix ) ijx -
i=0 i=0
— 0 1 2 n-2 n—1 n
= ajb,x” + a,;byx + a,byx” + ... + a, ,b,x"° + a, ;byx " + a,b,x
1 2 3 n—1 n n+1
+ agbyx + a;b;x” + a,b;x” + ... + a,_,bx + a,_,b;x + a,b;x
+ 2 3 4 n n+1 n+2
apb,x” + a;b,x” + a,b,x” + ... + a,,b,x" + a,_;b,x" + a,b,x
m-—2 1 n+m-3 n+m-—2
+ agb, X7+ ab, ,xT T+ + a, b, ,X + a,b, ,X
~1 -2 -1
+ agb,  x™ + ab, X"+ + @, by X"+ ab, XM
+ ab, x" + a,b_x™" + +a b x""" + ab x""

Summiert man diagonal auf, so erhalt man:

n+m

M

(Pn

i=0
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Polynomfunktion vom Grad 2

Berechnung der Nulistellen
Pa(x) = 0

X+ ax+a, =0

—a a, 2
X1:2— — 2— — 4,

Bemerkung:

Eine Polynomfunktion vom Grad 2 kann 0, 1 oder 2 Nullstellen haben, je nachdem der
Radikant <0, =0 oder >0 ist.
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Kann man die Koeffizienten a,, a; aus den Losungen x,, X. zuriickgewinnen?

X——_
2
2
a, a,
X+ — = — —| — a
1 2 2 0
2 2 analog 2 2
a, a, a, a,
X+ — —| — a X+ —| =|=—| — a
1 2 2 0 2 2 2 0
2 2 2 2
X2+ ax + =3, X2+ ax, + =2 g
1 1M 4 4 0 2 172 4 4 0
2 2 —
X, + a; Xy = — a X," + a;X, = — a,
2
2 —
X,” + a;X, = — a,
X, — X + a,(x,—x;) = 0
(%, X1>[(X2+ X,) +a1] =0

= (x, + X4) +a, =0
= a; = —(x; + Xp)

X0 =Xy + X%, = = &
=

2

X," —=X.X, — X,° = — a,
= A = X4Xz
1. Fall: x, = x,

X X a
= = —_—

1 2 2
= a; = —(x + Xy
= Ay = XXy
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Die Gleichungen von Vieta (1540 — 1603; 63)

In beiden Fallen folgen also die sogenannten Gleichungen von Vieta:

a; = —(x; + X

Eine Konsequenz ist:

p(x) = x> + a,x + a,

p(x) = x° — (x,+X,)x + a,
P(X) = X* — X,X — X, X + XX,
p(x) = x(x — x;) — X,(x — x,)

p(x) = (x — x4)(x — x,)

Die Polynomfunktion kann mit Hilfe der Nullstellen x; , x; in Linearfaktoren zerlegt
werden:
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Funktioniert diese Zerlegung auch fur allgemeine Polynomfunktionen vom Grad 2 ?

p(x) = a,x’ + a,x + a, a, # 0
a a
p(x) = a,|x* + x + ==
az az
Nullstellen
a a
p(x) = a,[x*+ —x + 2| =0
a, a,
a a
a[x*+ Zx+ 2| =0
a, a,
a a
o XX+ Zx+ = =0
2 a2
—-a a, |° a
o xe=—t 8| _ &
2a, 2a, a,
-a a, ° a
o x=—2t 2 | _ %
2a, 2a, a,
a
- ¥+ x + 2 = (x—x,)(x—x,)
a, a,

e s 20 =g, (xox)(x-x)
= a,| x x + 2| =a, (x—x,)(x=x,
2 a2

< p(x) = a,x* + a;x + a, =a, (x—x)(x—x,)
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Kann man auch Polynome vom Grad 3 mit Hilfe einer oder aller Nullstellen
faktorisieren?

Sei p(x) = a,x’ + a,x’* + a,x + a, gegeben und x; eine Nullstelle.
p(x) = a;x® + a,x* + a,x + a, :|
3 2
p(x,) = a;x; + a,x; + a,x + a, = 0 -

P(x) = a,(x’=x7) + a,(x*—x7) + a;(x—x,)

p(x) = a3(X—X1)(X2+XX1+X12) + az(x—x1)(x+ X1) + a1(X_X1>

p(x) = as(x—x,) | (x*+ xx,+x5) + a—2(x+ X,) + a_1)
aj as
2 2, & a, a,
X) = a.(x=X,) [ X%+ xx+x2 + 2Zx + 2y, +
p( ) 3( 1) 1T Xy 2, a, 1 83)

_ ks (22 I BV
p(x) = az(x—x,)| x* + (a3+x1)x + a3+a3 X4+ x1)

p(x) = az(x—x,)p,(x)

p(x) = a;x’ + a,x* + a;x + a;, = a;(x—x,)p,(x)

Man kann auch eine Polynomfunktion vom Grad 3 mit Hilfe einer Nullstelle faktorisieren.
Der 2. Faktor ist hier ein Polynom vom Grad 2!
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Man kann den 2. Faktor p»(x) auch durch Polynomdivision gewinnen:

((@X” + a,x* + a;x + g )i(x=x;) = a;x* + (ay+a;x,)x + (a,+a,+azx,)

3
—[a,x’ —

a, X, X°]

(@, + azx;) x> + a;x + ap

—[(a, + a;x,)x* —

(aZ + a3X1)x + aO]

(a,+a,+a,x,)x + a,
—[(a,+a,+asx,)x —

CRERCR NN

ap+((a;+a+a; x,) %) x,

2 3
a,ta,x+a,xj+a;x; = 0

Das Ergebnis der Division ist

a; x> + (ay,+ayx,)x + (a,+a,+a,x,) = as(x2 +

~

a3
a a, a
mit py(x) = ag|x® + (ZZ+x,)x + —1+—2x1+xf) normiert .
a3 a3 aS
Also ist
p(x) = a,x> + a,x* + a;x + a, = a5(x—x,)p,(x)

Polynome
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Faktorisierung von Polynomfunktionen mit Hilfe von Nullstellen

Gegeben sei eine Polynomfunktion vom Grad n

p.(x) = ax" + a, x"" +a, ,x"?+ .. + a,x* + a,x + a, miteiner Nullstelle x; .
Dann gibt es ein (normiertes) Polynom p..1(x) vom Grad n-1, so dass gilt:

Pa(X) = a(x=X4)p,_1(x)
Beweis:

p.(x) = ax" + a, x"" +a ,x"?+ ..+ a,x’ + a,x + a,

0 =ax]+a x;" +a, ,x] 2+ ... +a,x’ + ax, + a, :| -

ToxIT) #a x" + L+ ay(xX=x8) + a,(x—x,)

n

pa(x) = a,(x"=x}) + a,_,(x
Pa(X) = an(Xx=Xq)[An1(X) + Gua(Xx) + .. + ay(x)]

pn(x) = an(x—x1)pn_1(x)
g.e.d.

Hat nun pn.1(x) eine Nullstelle x,, so ist diese auch eine Nullstelle von p.(x), und es gibt ein
Polynom pna(x) mit  p,_;(x) = (X—%,)pa_2(x) , also

Pa(x) = an(x=Xq)(Xx=Xp)Pyo(X) -

Das Verfahren bricht nach s Schritten ab, so dass man
Pa(X) = 8n(X=X1)(X=Xp)..(X=X) Pos (X)

erhalt, oder es kann fortgesetzt werden bis zu
Pa(X) = a(Xx—X;)(X—=X,) ...(X—X1_o)Pa2(X) .

Hat das (normierte) Polynom px(x) nun 1 oder 2 Nullstellen X..1, X» , kann nochmals
faktorisiert werden, und man erhalt

Pa(X) = @n(x=Xq)(x=%g) .o (X=Xq o) (X=Xp_1) (X=X,
Jede Nullstelle x; tritt mit einer gewissen Vielfachheit v; auf, so dass man schreibt:

Pa(X) = @ (x=x,)" (x=x,) . (x=x_p) (X =Xy ) " (x=x,)" .

Als Folgerung ergibt sich der sogenannte

Nullstellensatz
Eine Polynomfunktion p.(x) vom Grad n hat hochstens n Nullstellen.
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Eindeutigkeit der Koeffizienten einer Polynomfunktion

Die Koeffizienten einer Polynomfunktion pn(x) sind eindeutig bestimmt.

Beweis:

Angenommen, es gabe flr pn(x) zwei Darstellungen:

po(x) = D ax' = X2 bx  firalle xeR .
i=0 j=0

1. Fall: n=m

p.(x) = D ax = D bx  firalle xeR .
i=0 i=0

= dYax — Dbx =D (a-b)x =0 firalle xeR .
i=0

i=0 i=0

Das Polynom Y (a—b)x' hétte also unendlich viele Nullstellen, im Widerspruch zum
i=0

Nullstellensatz.

2.Fall: n>m

= dax — Ybx =D (a-b)x + D ax =0 firale xeR .
i—0 i=0

[ J
i=0 i=m+1
Auch jetzt ergibt sich ein Widerspruch zum Nullstellensatz.

Damit ist der Beweis erbracht.

g.e.d.
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Nullstellen, Polynomdivision, Faktorisierung mittels der Nullstelle

Gegeben sei eine Polynomfunktion p,(x) = Y ax
i=0

Dann sind folgende Aussagen aquivalent:

(1) X1 ist eine Nullstelle von pn(x).

(2) Die Polynomdivision pn(X) : (X-X1) ist ohne Rest ausfuhrbar.

Beweis , (2)=(1) “:

Pa(X) : (x=%1) = pos(x)
Pa(X) = (x=X;)Py_4(X)
Pa(X1) = (X4=X;)Py_y (Xy)
Pa(x;) = 0

x1 ist Nullstelle von pn(x) .
Beweis, (1)=(2) “:

p(x) = Y ax
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Achsensymmetrie und Punktsymmetrie von Funktionsgraphen

Definition:

Eine Funktion f : --—-- > IR  heilt achsensymmetrisch, wenn der Graf von f
achsensymmetrisch zur y-Achse ist.

Es gilt dann: f(—=x) = f(x) firalle x €R .

Eine Funktion fo > IR heilt punktsymmetrisch, wenn der Graf von f

Es gilt dann: f(-x) = —f(x) furalle x €R .

Gibt es achsen- bzw. punktsymmetrische Polynomfunktionen?

Essei p,(x) ein Polynom, fir das gelte  p,(—x) = p,(x) furalle x €R .

Dann folgt nacheinander:

n n n n
i i i i
Z a(-x) + Z a(-x) = z a;x + Z a;X
i ungerade i gerade i ungerade i gerade
n ) n . n ) n )
— D> ax + D, ax = Y ax + D ax
i ungerade i gerade i ungerade i gerade
- > ax = > ax
i ungerade i ungerade

> ax =0

i ungerade

Wegen Z 0x = 0 firalle x R undder Eindeutigkeit der Koeffizienten

i ungerade

folgtaus D, ax = Y, 0x firalle x €R :

i ungerade i ungerade

a, = 0 furalle ungeraden i.
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Nunsei p,(x) ein Polynom, fiir das gelte  p,(—x) =

Dann folgt nacheinander:

n

Ya(-x) = -Xax

i=0 i=0

n n n n
i i i i
Z a(-x) + Z a(-x) = - Z ax - Z a;X
i ungerade i gerade i ungerade i gerade
n ) n . n . n .
— > ax + Y ax =- > ax - Y ax
i ungerade i gerade i ungerade i gerade
Z ax = - Z a,x'
i gerade i gerade
n .
> ax'=0
i gerade
n .
Wegen Y. 0x' =0 firale x €R

i gerade

folgtaus >, ax = >, 0x firalle

X €R :
i gerade i gerade
a, = 0 furalle geradeni.
Satz:
Ist p,(x) = Y ax' ,dann gilt:
i=0

achsensymmetrisch a
p(x) ist genau, dann wenn

punktsymmetrisch a

Deshalb nennt man
achsensymmetrische Polynomfunktionen auch gerade und

punktsymmetrische Polynomfunktionen auch ungerade.
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Verhalten der Polynomfunktionen fur grol3e bzw. kleine x-Werte

_[a, a a . S
Wegen  lim (—2 + 21— s :—1) = 0 wird das Verhalten der Funktion fiir groRe
x>+o | X X X

x-Werte quasi nur durch den Term a_x" bestimmt.

Es folgt dann:

lim p,(Xx) = +o fir a, > 0 und n > 0 Dbeliebig.

/ —0 fir a, < 0 undn gerade.
lim p.(x) =

X >+

‘ +00 fir a, < 0 und n ungerade.

Analog kann man zeigen:

+00 fir a, > 0 undn gerade.
lim p,(x) =
‘ —o0 fur a, > 0 und n ungerade.
‘ —0o0 far a, < 0 undn gerade.
lim p,(x) =

‘ +00 fir a, < 0 und n ungerade.
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Polynomabschatzung fur komplexe und relle Plolynome

Setze ¢(z) :=

Wegen %1

n n
Z3+0 x3+0 \q Z

einen Radius s>0, so dass qilt:

1

9(z)-1] < 5 fir |z > s .
Dann folgt:

—;— < g(z)-1 < 15

1—;— <g(z) < 1+;—

;— <g(z) < ’l+1E

> <lolz)
Also gilt:

p(z) = |g(z)a,z"

fur |zl > s .

lim g(z) = lim (—— +

a, 1

a"z"

1

Polynome
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Will man nun, dass zu einer beliebigen Zahl G > 0 der Betrag |p,(z)| > G ist fur
gewisse |zl , mussman |z| so wahlen, dass

n
el G st

Die Aquivalenzumformung liefert:

bl g

lz| > n2G
\[a]

Falls nun |Z] > max(s ; d

2G

2

= r folgt:

p(z) > G fir |z >r .

Dies zeigt deutlich, dass eine Polynomfunktion p(z) = Zaizi beliebig grol3 werden
i=0
kann fiir hinreichend groRe |2

g.e.d.
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Rationale Funktionen

Definition:

Sind p,(x) = 2 ax" und q,(x) = > bx Polynome undist N={xi, ..., X}
i=0 i=0
Menge der Nullstellen von q(x), dann heif3t die Funktion
AN N > IR\N
P
q
« e S p(x)
L q(x)
eine Rationale Funktion.
Es sind 4 Falle zu betrachten:
1. Fall: n>m
c - i—m a a1 m—1 1 n—-m
a. x a.x — + + ...+ +a +a . .X + + a X
; i B ; i B Xm Xm 1 X1 m m+1
L b b
b.x b.x' ™" 2oy "+ b,
; X ; iX X me1 X1
Far [im % ergeben sich jeweils uneigentliche Grenzwerte +o oder —oo .
2. Fall: n=m
L i L i—-n a a1 m-—1
a. x a x — + + + a
; i 3 ; i 3 Xn Xn—1 X1 n
: L b, b, b,_,
b, X b,x™" — + + ..+ — + b,
go: ' ; ' x" XM !
L p(x) _ a
[ L AP -
XLTOO q(x) b,
Die Grenzfunktion ist eine waagrechte Gerade (waagrechte Assymptote) y = b—“
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3.Fall: n<m

n n a a

i i—m 0 1 n—1
> ax > ax -
=0 =0 _ X X X

m b b b

' - 1 —1 1 -
Ybx Ybx" L+ =+ ..+ - +b +b x + . +bx""
i=0 i=0 X X X
. X
lim M =0
sz (X)

Die x-Achse y=0 ist hier eine waagrechte Assymptote zur Rationalen Funktion..

4. Fall: n=m+1

1

pm+1(x) = am+1xer + amxm ot azx2 + a1X + a0

a,(x) = b, x™ + b, X"+ ... + b,x* + b,x + b,

Fahrt man die Polynomdivision

r(x
a X"+ L+ ao):(bmxm + ..+ by =ax +b + (x)

(%)

durch, so erhalt man ein Polynom vom Grad 1 sowie eine Rationale Funktion, deren
Zahlergrad kleiner als der Nennergrad ist.

Die Grenzwertbetrachtung fur x-=+oo liefert als Grenzkurve eine schiefe Assymptote
mit der Gleichung

y=ax+b

. am_bm_12m+1
Es sind a:b:—” und b:bm m_
also ist die

Gleichung der Assymptote im Detail
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Polstellen, senkrechte Asymptoten

> ax
Sei pn(X) — 0

- eine Rationale Funktion und sei x; eine Nullstelle der
qm(x) Z b Xi
=

Vielfachheit m;von q,(x) ,jedoch keine Nullstelle von p,(x)

Dann gilt:

n—1 n

p.(X) _ a,ta,x+a,x’+..+a, ,x" '+a x

An(X) (=% )" (X)

Fir x->—x, oder x-=+x, gibtes uneigentliche links- bzw. rechtsseitige Grenzwerte :

2 —
lim Pa(x) _ i GotaXtaX+.ta, X" 4ax"

X=X, qm(x) X2 =X, (X_X1)m1rm—m1(x>

2 n—1 n
P, (x) _ i BotaiX#@xTt.ta, X 4ax

lim
X>+X, qm(X) XI+X, (X_X1)m1 rm_m1(x)

wobei die Vorzeichen von p,(x;) , m, sowie r, ,(x;) bestimmtwerden.

Man sagt, die Rationale Funktion hat an der Stelle x; einen Pol der Vielfachheit m;.

Sind die Vorzeichen von rechs- und linksseitigem Grenzwert gleich, hat man einen Pol
ohne Vorzeichenwechsel.

Sind die Vorzeichen ungleich, hat man einen Pol mit Vorzeichenwechsel von + nach —
oder von — nach + .
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Beispiel:

2
253 = i_‘43x+1 hat an der Stelle x; = 4 einen Pol der Vielfachheit 1 mit

Die Funktion

Vorzeichenwechsel von — nach + .

NRRIPR

£ 120 +

+ 118 +

+ 116 +

£ 114 +

+ 112+

£ 110 +

. B + o+ o+ o+ o+ o+ o+ s

N P L ALt

+ 4 + o+ o+ 4+ x4

. 2 o+ o+ 4+ o+ x4

/.;/““{DI@J 4 6 8 10 12 14 16
L P

T [

T N I T T
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Fundamentalsatz der Algebra

Jedes komplexe Polynom p(z) = a,z" + ... + a,z + a, vom Grad n ( mit komplexen

Koeffizienten) hat mindestens eine komplexe Nullstelle.

Beweis:

Es st 0 < |p(z)] und es existiert inf{lp(z)]} = m =0 .

Polynomabschatzung gibt ein einen Radius r>0 so dass gilt:
p(z) > m fir |z >r .

Das heildt, p(z) nimmt das Infimum m auf der kompakten Kreisscheibe
K.={zlzecC, |z <r}

an.Esgibtalsoein z € K, mit p(z) = m .

Man nimmt nun an, dass p(z) = m # 0 ist.

Setztman q(z) := EZ) ,soist q(0) = 1 und |q(z) =

Man schreibt q(z) in folgender Form:

q(z) =1+b,z" + ... +bz" mt 1 <m .

Nach

der

b
Weil die Zahl —L—m‘ den Betrag 1 hat liegt sie auf dem Einheitskreis und kann in der
b .
Form —L—m‘ = €' geschrieben werden.

m

Dannistalso —Jb,| = b, €' .
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Hatnunzdie Form z = s e

Cf if— m if— m+1 |f— n
la(z)| = q(s e'm) = ‘1 + bm(s e m) + bm+1(s e ”‘) + L+ bn(s e ”‘)
: f m , f m+1 . n
la(z) < |1 + bm(s e m) + bm+1(s e m) + .+ bn(s e m)
. if— m+1 if— n
q(z)] < |1 + b,e 's" + bm”sm”(e m) + o+ bns”(e m)
q(z)] < |1 + bye' 's"| + [b.|s™" + ... + |b,|s"
q(z) < [1 = bu|s"| + Pruds™" + ... + |ps"
Fir jedes s™ < |1b—\ istnun 0 <1 — |p,Js" und |1 — |b,|s"| = 1 - |p,|s"
so dass folgt:
a(z) < 1 = |pls™ + |by.qs™" + ... + |p,|s"
qa(z) < 1 = s"(|b,]| — [bpids + - + [o]s"™]

r
m | so folgt fiir die Abschatzung von [q(z)|

Da der Klammerausdruck fur alle hinreichend kleinen s stets > 0 bleibt, kann

unter 1 gedriickt werden, obwohl doch |q(z) >

Das heilt, dass die Annahme p(z)

Das Polynom p(z) hat also in z eine Nullstelle.

Polynome

1 furalle z € K, ist.

72

lq(z)|

m # 0 falschist,und p(z) = m = 0 gilt.

g.e.d.



Faktorisierung eines komplexen Polynoms

Der Fundamentalsatz zusammen mit dem Nullstellensatz, sagt nun, dass jedes
Polynom vom Grad n genau n Nullstellen hat.

Fir die Faktorisierng des Polynoms mit Hilfe der Nullstellen ergibt sich:

Vi

P(z) = a,(z-2))"...(z-2)

Hierbei sind diedie vi , i=1,...,t die Vielfachheit der Nullstellen, und es gilt:

Vi + ..+ V= n .

Sonderfall:

Sind alle Koeffizienten des Polynoms p(z) = a,z" + ... + a,z + a, reelle Zahlen, und

ist die Zahl  z, Nullstelle, so ist auch auch die zugeordnete konjugiertkomplexe Zahl
Z; eine Nullstelle:

Die echt komplexen Nullstellen z, treten sozusagen paarweise auf, und die
Vielfachheiten von z, und Zz; sind gleich.

Setztman z, = a+ib und Zz, = a—ib soistfur jedes reelle x :

(x—a)—ib)((x—a)+ib) = (x—a)*+b® = x*-2ax+a’+b® ,also

(x — z)(x - Z)

x> + Ax + B

R

(x = z)(x — Z
mit A = —2a , B := a’ + b .

Das quadratische Polynom  x* + Ax + B hat als einzige Nullstellen die beiden echt
komplexen Zahlen z, und z, .
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.Reelle Faktorisierung® des Polynoms pn(x) mit reellen Koeffizienten

Das Polynom p(x) kann man nun in der ,reellen“ Faktorisierung schreiben als

p.(x) = a,(x—x,)"...(x=x,)" (x*+ A, x+B,)""... (x*+A_x+B_)"™

mit vi+..+v+2wW+.+2W, = n .
Hier sind x,,...,x, die reellen Nullstellen, die mit der Vielfachheit v,,...,v, auftreten.
Die x*+Ax+B, ,i=1, .., s , sind quadratische Polynome mit reellen Koeffizienten

A;,B, mit zwei konjugiert-komplexen Nulistellen z, und z, mit der jeweiligen
Vielfachheit w; .
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Partialbruchzerlegung von komplexen Rationalen Funktionen

Sei R(z) = ZE—?; eine echt gebrochen Rationale Funktion, das heift
n = Grad(p) < Grad(q) = m , wobei das Nennerpolynom mittels der Nullstellen

faktorisiert sei:

Dann besitzt R(z) eine eindeutige Summendarstellung in Form von Partialbriichen

a
R(z) = A1 4 2u S
(z=2,)  (z-z,) (z—z,)"
a
+ 821 + 822 s+ .t 2V2 .
(z—2z,) (z—2z,) (z—2z,)"
+
Ay 3y, Ayy,
+ + + +
(Z_Zt) (Z_Zt)z (Z_Zt)V(
Beweis:

Der Beweis wir durch Vollstandige Induktion Uber den Nennergrad m von q(z) gefuhrt.

Induktionsanfang: m =1

Das Zahlerpolynom ist eine Konstante p(x) = ¢ und fur die Darstellung von R folgt:
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Induktionsschluss: m = m+1

Man betrachtet fiir jedes z € C die Funktion

plz) 2 _ p(z) z p(z)-Zrm.,(2)
qz)  (z-z)"  (z-z)'r,.(2) (z-2)" (z-2)"r,, (2)
Setze: 2 := fm(_zi)(zﬂ

p(z,) p(z,)
oz)  teaizd P @)
q(z)  (z-z)"  (z—z)r,.(2)

@-EE e (2) = (228, 2)
Dann folgt:
p(z;)
p(z) _ Mmu(z) _ (2-2)8,4(2)
A2)  (z-z)" 2=z )1 (2)

und nach Kirrzen durch  (z—2z,) :

p(z,)
p(z)  fov,(2) Sn-1(2)
qz)  (z-z)"  (z=z)"r,.(2)
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Nach Induktionsvoraussetzung hat die rechte Rationale Funktion eine Darstellung als
Linearkombination durch Partialbriche der genannten Form, und damit auch die Funktion

plz,)
p(z) _ rmfv1<z1) N Sn_1(z)
Az (zoz)  (z-2) L (2)

Induktionsende:

Die Behauptung ist also richtig firalle n € IN .

Jetzt muss man noch die Eindeutigkeit der Partialbruchdarstellung beweisen. Dazu nimmt
man an, dass es zwei Darstellungen fur R(z) gibt:

a a a b b b
R<11—>+ IR R<11—)+ SE et
z-2z, (z—2z,) (z-2z,) Z2—2, (z-2,) (z—2,)
+ 22 + 22 + .+ G2v, + D1 + bz + .+ bz"zi
(2_22) (2_22)2 (Z_Zz>vz = (Z_ZZ) (2_22)2 (Z_ZZ)VZ
+ +
+ 2u » 2 + ..+ G + by, + by, + .+ Pw
(z-2z) (Z_Zt)z (z—z,)" (z-2z) (Z_Zt>2 (z—2)"

Will man zum Beispiel zeigen, dass a, = b;, ist, multipliziert man mit (z-z)" und
lasst dann  z -z streben, verschwinden alle Terme bis auf

aivi = bivi .

g.e.d.
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Partialbruchzerlegung reeller Rationaler Funktionen

Sei R(x) = p(x) eine echt gebrochen Rationale Funktion, das heilit

q(
n = Grad(p) < Grad(q) = m , mit reellen Polynomen p(x) und q(x) , wobei das

Nennerpolynom q(x) mittels der Nullstellen reell faktorisiert sei:

X
R(X> - p( ) \% \% 2 w 2 w,
b, (x=x,)"...(x=x,)"(x“"+A, x+B,)""...(x*+ A x+B_ )"

mit v, +...+V +2W,+...+2W, = m .

Es qilt weiter:

(1) Faktorisierung der quadratischen reellen Polynome mittels seiner
konjugiert-komplexen Nullstellen

x*+A x+B, = (x—z)(x-z) fur j=1,...s

(2) Ubergang zu komplexen Faktorisierung

a(x) = b, (x—x,)"...(x=x,)"(x*+A, x+B, )" ...(x*+A_x+B,)"

w

a(x) = bp(x=x)". (x=x)"(x =2 )" (x=Z,)" .. (X =2, )" (x= 2]

(3) In der Partialbruchentwicklung von R(x) kommen flr
i=1,....,r =1,V j=1,...,s k=1,...,w;
folgende Ausdrlcke vor:

Polynome 78



4) Weil die Koeffizienten und das Argument reell sind, folgt

p(x) _ ay R bk . Cik .
q(x) x—x,) " (x-z) (x—z)
p(x) _ & . P , Cik .
q(x) 7 (x=x) (x=z) = (x=z)" =

(5) Wegen der Eindeutigkeit der Koeffizienten der Partialbruchzerlegung folgt:

a, =a , by =-c, , C=by ,und

M _ a; + o + D +

alx) T (x=x) T (x=z)  (x-z)
plx) _ A, bulbez) + Bylxz)f
alx) 7 (x=x) 7 (x=z,}(x=7)

p(x) _ & + by (x=Z)" + by (x—2z)" +
q(x) (x=x) ((x=2))(x—Z)" )
o) _a bz e buxz)
a(x) (X—X,)I . (x2+ij+Bj)k )

Der Zahler b, (x-Z)" + b, (x—z)" istfir alle k ein reelles Polynom r(x)

k
j
mit Grad(r(x)) = k < 2k = Grad(x2+ij+Bj)

r(x) _ bjk(x_zj)k + bijk(x_zj)k

(x2+ij+Bj)k (x2+ij+Bj)k

Dass das Polynom reell ist kann man leicht zeigen.
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Jetzt beweist man durch Vollstandige Induktion , dass firalle k € IN gilt:

r(x) & Cpx + Dy,

(x2+ij+Bj)k h=1 (x2+ij+Bj "

Beweis:

Induktionsanfang: k=1

bi(x=2Z)) + by(x=2z) = (bj + by)x + byZz + byz,

b, (x—=Z) + by (x-z) = (b, + b,)x + b, Z +

o
S
N

bjk(x—Z) + b_jk(x—zj) = (bjk + b_Jk)x + b, Z + b, Z

b, (x=Z;) + b, (x=z) = C,x + D,

also
r(x) _ Cpx + Dy,
(x2+ij+Bj) (x2+ij+Bj

Induktionsschluss: k = k+1

Es wird angenommen, dass die Behauptung flr k bewiesen ist. Sei jetzt r(x) gegeben mit
Grad(r) < k

Dann fuhrt die Polynomdivision auf

rix) = s(x) + Cx+D mit Grad(s) < k .
2 2
(x +ij+Bj) (X +AjX+Bj)
r(x) _ s(x) , Gix + Db

k+1

(x2+ij+Bj)k+1 - (x2+AJ.x+BJ.)k (x2+ij+Bj
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Nach Induktionsannahme gilt die Behauptung flr S(X)—k und damit auch fur
(x2+ij+Bj)

r(x)

(x2+ij+Bj)k+1

Induktionsende:

Die Behauptung ist also richtig fur alle k € IN

g.e.d.
Jetzt sieht die Partialbruchzerlegung folgendermalen aus:
Partialbruchzerlegung reeller Rationaler Funktionen
Sei R(x) = p(x) eine echt gebrochen Rationale Funktion, das heil3t

a(x)
.

n = Grad(p) < Grad(q) = m , mit reellen Polynomen p(x) und q(x) , wobei das

Nennerpolynom q(x) mittels der Nullstellen reell faktorisiert sei:

X
R(X> - p( ) v v, 2 w. 2 W,
b (Xx—=x,)" . (x=x, )" (x*+ A, x+B,)"...(x"+ A x+B_ )"

mit v,+..+v+2w,+...+2w; = m . Dann gilt:

p(X) — aq + Ay, + + a1y,
alx)  (x=xq)  (x=x? T (x=x,)"
+ ..
+ ar1 + ar2 + + arV,
(x=x,) ~ (x—x,)? (x—x,)"
C,yx + Dy Ciw, X + Dy,
t o + .+ L
(x +A1x+B1) (x2+A1x+B1) 1
+
Cs1X + Ds1 Cswsx + Dsws
+ S+
(x2+ASx+BS) (x2+Asx+BS)WS
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