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Entwicklung eines Polynoms um einen Mittelpunkt

Jede Polynomfunktion kann fur ein beliebiges x,

=Y ax
k=0
Mittelpunkt x, entwickelt werden, das heilt,

das Polynom hat eine eindeutige Darstellung der Form p(x) =

Beweis:
Setze mn := x—x, , dannfolgt x = x,+n und
Z ak Xo'”l
k=0
n k
-3 a3 K
k=0 i=0
p(x) = ao(g)xo°n°
+ ay- (1)) X01n0 + ::) Xoon1)
+ ay g) onno + ?) X01n1 + (;) Xoonz)
+ aj g) x03n° + ?) xozn1 + (g) x01n2 + (g) x0°113)
n n n n n n n n
+a- (O) X"’ + (1) X, '+ (2) X" ’n® + (3) X, o+

Addition in den Spalten ergibt:
_ N k.o 0. % K|, k-1
X)_Zai( )Xo n +Zai( )Xo n +Za( )
k=0 0 k=1 1

by(x—x,)

=~

) X, gesetzt wird.
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€ IR um den

i bi(X—XO)i :

g.e.d.



Ableitungen eines Polynoms

) = X i 1)(1-2).. (i=(k=1)) Bx—x,} "
p(x) = 3 i(i-1)(i-2).li~(n=1)) b (x—x))"

1l
=}

Ableitungen des Polynoms an der Stelle x, .

p(O)(Xo) = b,

pm(xo) = 11 b,

p(Z)(Xo) = 2! b,

p(x,) = 3! by

p(k)(xo) = k! b,

p"(x,) = n! b,

p" (xo)

Firallei=1,...n folgt b, = : 2~ . und das Polynom hat die Darstellung
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Approximation einer Funktion durch Taylorpolynome
( Mit Verwendung der Integralrechnung )

Es geht um den Vergleich einer Funktion f(x), die n+1-mal stetig differenzierbar sei, mit
n n (i)
. X )
einem Polynom  p(x) = Y, b(x—x,) = D |p| (%) (x—x,) , das an einer festen
i=0 i=0 :
Stelle xo in allen n Ableitungen mit denen der Funktion Ubereinstimmt, das heif3t ,

p(x,) = f(x,) firallei=1,....n .

Wie gut der Vergleich ist, wird durch das Verhalten der Restfunktion oder des
Restgliedes R.(x) beschrieben. Insbesonders wirde gelten.

f(x) = ) blx=x, + R,(x)

n i)y ,
0 = 3 TP () + Ry ()

Wir definieren nun zunachst furk =1, ... , n das das k-te Taylorpolynom durch

k (i
T, (0= L

i—0

) .
(XO)(x—xo)' und mit R,(x) den jeweiligen Rest.

f(x) = flxg) + % (xx) + R, (x)

f(x) = flx,) + 2“')(x0) ; ;(2!)("0) + Ry(x)

f(x) = xg) + 2 (xgy) o s {:j;())('O)(x %ol + Ry ()

() = ) + 2 (x o) e {:j;())('O)(x—xo)k - (f:))(!xo) (k= X0 + Ry(x)
f(x) = f(x) + {:;(!Xo) (x-x) + {:::())jO)(x e T R )
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Fir die Reste gilt furk =0 bzw. k=1, ..., n:

Ro(x) = f(x) = f(xo

(k) X
Ry(x) = Ry 4(x) — o

- T Kl (X_Xo)k

Nach Folgerung 2 zum Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt:

Ry(x) = f(x) — f(xo) = [ F'(y) dy

X

Ry(x) = [f"(y) dy — f'x,)(x=x,)

Rix) = [ (x=yPFly) dy — F7(xo)(x—x,)

Partielle Integration

R,(x) = —(x=y)'t"ly) T = [=(x=y)'2ly) dy — £7(x,)(x—x,)

Xo

Ry(x) = =(x=x)"f"(x)==(x=x))'f"(xo) = [=(x=y)'t(y) dy — f"(x)(x=x,)

S —— %

Partielle Integration

2 X X _(x—y )2 . (2 X, )
R,(x) = XY gy 16— fley P oy gy - D00y

2! X, ~ 321 21
R,(x) = ;!(X——X)me)(x) _ ;!(X_—Xo)zf(z)(xo) f;fx y) £9(y) dy — f;)( 0)(x—x0)
Rox) = Dl gy o Flr oy gy - EL0b oy
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So fortfahrend, erhalt man schlielich die Integraldarstellung des Restgliedes:

Rix) = [y ay
und es ist
n (i) x n
() = 35 ol iengf + JEL ) gy
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Abschatzung des Restgliedes R,

Zur Abschatzung des Restgliedes benotigt man eine
Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes der Integralrechnung:

Seien f, ¢ : [ab] ——- > IR stetig, ¢ >0 (oder ¢ <0 )und m, M
Minimum und Maximum von f. Dann gilt :

Diesen Satz wendet man jetzt auf das Restglied Rn(x) an:

X

Ry(x) = [

X

—

X_y>n (n+1)
! £ (y) dy

-}

=1

Wegen x, <y < x ist x—y > 0 und somit auch @(x):= > 0 . Es gibt

y
ein & € [Xy;x] mit

Ry(x) = [

X

—

>§—Y) £71(y) dy = f<n+1)(§)£(X—Y)

5

=1
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Das Restglied Rn(x) approximiert die Funktion f(x) von hoéherer als n-ter Ordnung :

Rn<X) Rn_1(X) — n!7<x_xo)n
(x=xo]  (x=x)
. (n)
R b e
(xn—x ) B (>;—x ) | R e b
R.(x) V(g f"(x,)
(x—x,)" ! o on!
Rl 108 = 6] e s

(x=x,)" n!
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Approximation einer Funktion durch Taylorpolynome
( Ohne Verwendung der Integralrechnung )

Es geht um den Vergleich einer Funktion f : (a;b) ------- > IR , die n+1 mal stetig

differenzierbar sei, mit einem Polynom  p(x) = Y, b/(x—x,) Z ) (x—x%,) ,

das an einer festen Stelle x, in allen n Ableitungen m|t denen der Funktlon uberelnstlmmt
das heildt,

p"(x,) = f(x,) firallei=1,...,n

Wie gut der Vergleich ist, wird durch das Verhalten der Restfunktion oder des
Restgliedes R.(x) beschrieben. Insbesonders wirde gelten.

f(x) = 3 bx—x) + Ry(x)

"(x,)

=
=
I
M-
— |

(x=x%o) + R,(x)

n (i)
=3 F) )+ R(x)

i=0

£l ,
Das Polynom Z L )(x—xo)' heilt das das n-te Taylorpolynom von f mit

Entwwklungspunkt Xo -

0 f(x .
Esist R(x) = f(x) = 3 00y

!
E

Fur die k-te Ableitung, k € {0;...;n} , gilt:

-

(x—x,) ™  und  RY¥(x,) = f*(x,)—f*(x,) = 0 .

Ry (x) -3 O

i=k

|—k !

f—

AuRerdemist R™"(x,) = f™"(x,)—-0 = f""(x,)

RH(X)

)n+1

Auf die Funktion kann man den 2. Mittelwertsatz der Differentialrechnung

0
anwenden:

Esgibtein &, = x,+t;(x—x,) mit 0 < t, < 1 , sodass gilt:
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Ri(x)  _ Ru(x)=Ry(x) _ RV
(X—=X,)

(X_Xo)n+1_(xo_xo)n+1 (n+1)(E;—x,)

n+1

Wiederholte Anwendung des 2. Mittelwertsatzes ergibt :

R.(x)  _ R
(X_Xo)n+1 (n+1><§1_xo)n

] wobei &, = X +t,(x—X,) mit 0 < t, < 1 ist.
%o

Die letzte Anwendung des 2. Mittelwertsatzes liefert :

R.(x)  _ Ry™(g) _ f(g)-0 _ fU(E)
xx e () = (e 1)) mit E=x,+t(x—%,) , 0 <t < 1
Daraus folgt :
(n+1)
R.(x) = {:1+1()E|>(X_X°)n+1 mit E=x,+t(x—%,) und 0 <t < 1

Dies ist die Lagrange-Darstellung des Restglieds .

Die Funktion f Iasst sich also folgendermal3en darstellen :

n (i)X
o = 3 11l

=0

fr(g)
(n+1)!

)n+1

(x—x,) + (x—x,

mit E=xy,+t(x—X,) und 0 <t < 1

g.e.d.
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Approximation einer Funktion durch die Taylorreihe

Definition:
Die Funktion f(x) sei o« -mal differenzierbar. Dann definiert man die Taylorreihe von f
mit Entwicklungspunkt x, durch

$ 0

i=0

Nach dem Satz vom Konvergenzradius gibtesein p € [0;»] , so dass die Reihe fir
|x—Xo| < p absolut konvergiert, fir |x—x,| > p dagegen divergiert.

Die Funktion f : (ajb) ------ > IR heiRt analytisch, wenn es zu jedem x, € (a;b)
eine Umgebung  U,(x,) € (a;b) gibt, auf der f als Potenzreihe mit Entwicklungspunkt

Xo darstellbarist: f(x) = > a(x—x,)

Satz:

Fir die Funktion f @ Uy(xo) = (Xg—8;Xo+d)  -——-- > IR  sind folgende Aussagen
aquivalent:

(1) f istauf Uy(x,) als Potenzreihe mit Entwicklungspunkt x, darstellbar,

= ; ai(x—xo)i

(2) f istauf U;(x,) o -mal differenzierbar und firalle x € U;(x,) konvergiert
das n-te Restglied Rn(x) der Taylorentwicklung gegen Null fir n = o« .

Die darstellende Potenzreihe ist notwendigerweise die Taylorreihe .

Beweis: (1) = (2)
Nach  Voraussetzung konvergiert die Reihe Za (x— x0 auf
i=0
Us(Xo) = (Xo—8;%0+d) , ihr Konvergenzradius mindestens & > 0 .

Wegen der Vertauschbarkeit von Grenzprozessen im Zusarllmenhang mit der Ableitung
von Potenzreihen, kann man gliedweise , also ist  f'(x) = Zi a(x—x,)"" , und diese

Potenzreihe hat ebenfalls den Konvergenzradius 6 > 0 .

Wendet man die entsprechende Uberlegung auf Ableitungsfunktion
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f'(x) = Di a(x—x,) " bzw. auf die gewonnenen Ableitungsfunktionen  hoherer
i=1

Ordnung f*¥(x) , k € N an,folgtdass f oo -mal differenzierbar ist.

0

Man erhdlt dann f9x) = D k! a(x—x,) ™ und  f¥(x,) = k! a, , also
i=k
f(k)
o =
k!
Folglich ist die Potenzreihe Zalx xoi die Taylorreihe von f mit
i=0

Entwicklungspunkt X, .

Nach Voraussetzung gibt es zu jedem € > 0 ein n, , sodassfuralle n > n,

n

- 2 alx=x)| < e
i=0
n .
Z (x=x%,)] < €
i=0 |

Das n-te Restglied der Taylorentwicklung strebt also gegen Null fur n = o .

Beweis: (2) = (1)

Sind umgekehrt die Voraussetzungen von (2) erfullt, gilt:

n £« | 0 £y |
i) — 32 sl = Ry(x)] L dasheit  tim 3 () = (x) |

i=0 I n->—co i:0|-

g.e.d.
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