Volumen und Oberflachen

Oktober 2015

Arno Fehringer, Gymnasiallehrer fur Mathematik und Physik



Quader

V =abH

3-seitiges rechtwinkliges Prisma (gr. - lat. = das Zersiagte; dreiseitige Saule)
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(Allgemeines) 3-seitiges Prisma

_a; b H a, b H
V=3 2
y_2bH+abH
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H
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: V=3
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______________ b
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: _a
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V=GH
i H
______________ G .
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Definition: 3-seitiges Prisma :

Ein 3-seitiges Prisma hat 2 kongruente, parallele Dreiecke (Grundflaiche und
Deckflache, G). Der Mantel M besteht aus 3 Rechtecken.

Die Oberflache ist die Summe der Flacheninhalte aus Grund- und Deckflache und dem
Mantel :

O=2G+M

Definition: n-seitiges Prisma :

Ein n-seitiges Prisma hat 2 kongruente, parallele n-Dreiecke (Grundflache und
Deckflache, G). Der Mantel M besteht aus n Rechtecken.

V:G1H+G2H+...+Gn_2H

V=|G +G, +..+G,, H

V=GH

Die Oberflache ist die Summe der Flacheninhalte aus Grund- und Deckflache und den n
Rechteckflachen des Mantels :

0=2G+M
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Zylinder (gr. koAvoelv = walzen, rollen)

H
E

< >
Volumen
Approximation An H<V <A, H
Grenzwertbildung Ac, H=V < A, H

arPH<V<a®H

V = nar® H
Mantel
Approximation U, H<V < U, H
Grenzwertbildung U, H <V < Uy, H

2nr H <V < 2xnr H

M= 2xr H
Oberflache

0O=2G+M

O=2nar*H + 2nr H

O = 2ar [r + H]
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Rohr

Volumen
V=oar,H+anar’H
V = ﬂ:(r22 - r12) H
Mantel
M= 2nr, H+ 2ar, H
M = 2xfr, + r,] H
Oberflache

O=2G+M
O = 23‘5(['22 — r12) H+ 2x(r, + r,] H
O = 2n(r2 + r1)(r2 — r1) H + 2n(r2 + r1) H

O = 23‘[(I’2 + r1)(r2 —ry + 1) H

O =27c(r2 + r1)(r2 - r, + 1) H
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Pyramide (agyt. - gr. - lat.)
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Approximation des Volumens durch n 3-seitige Prismen der Hohe :l— von auflen :

3|I

V'=>V , n=2, keN

Aufgrund der Strahlensatze erhalt man die Formel fur die Grundflachen der Prismen zu

. \2
A=A (IrT) , i =1, .., n . DurchEinsetzen folgt :

3<

I
™-

>

I
S|

<

I

>
3,|T
M-

1l
-

i i2 n(n+1)(2n+1) 1 3 1 1

Mit = = —-n" + —-n" + -n| folgt:

[N
(o))
w
N
(0))
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n->o

n->o

W|=

Approximation durch n-1 3-seitige Prismen der Hohe :— von innen :

, n=2 , keN

lim V., = lim (vn' ~ A :'—)

n->ow n->oo

im V, = V,'
| 1
im V. = = A H
0T 3

Da die Grenzwerte der Volumen durch Approximation von auf3en und innen Ubereinstimmen,
und weil V, < V < V.' ist, istdas Volumen der Pyramide gegeben durch :
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Strahlensatze an der Pyramide

Far die Seiten des Grunddreiecks des i-ten Prismas gilt :

aa=va , b=vb , ¢ =vc ,mit V:IrT
T\
va
Va “\‘
a

Wegen b'=vb, ¢ =vc sind Alvavbvcund A (va b' c'| kongruent
und stimmen deshalb in allen Winkeln Uberein.
Die Hohen der Dreieck sinddann v h bzw. h .
Die Flacheninhalte sind A, = 15 va vh = 15 ah v bzw. A = 15 a h , das heilit
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Pyramidenstumpf

Aufgrund der Strahlensatze gilt :

H, + H , A, VA,
vV = , vi=— ,also v=—+—
H1 A1 \/A1
H, + H VA,
H, A,
H _ VA,
1+ — —=
H, \/A1
Ho_ VA
H, — VA,
H _ VA, - VA,
H, VA,
Ho_ VA
H VA, — VA,
A,
H1:¢_1 H
\/Az_A1
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Dieses Ergebnis H = ——H setzt man in die Volumengleichung

- VA

V=2 A H+ 2 (A, — AJH, underhalt:

w|=

1
3

1 1 JA,
V=x A H+= (A - A) 2 H

3 M +3(2 1) /_Az—/_A1

1 1 = ) VA
V=xAH+= VA, + VA WA, - VA, 22— H

3 o +3( 2+\/1)(\/2 \/1)\/A2—\/K1
V:%A2H+;—(«/A2+\/A_1)\/A_1H
V:%A2H+;—«/A2\/A1H+%A1H

_ 1 1 1
V=xAH+= JAA H+= A H

3 3 3
V:%(A2+x/A2A1+A1)H
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Kegel , Volumen

Approximation von innen :

V., =

Da die Grenzwerte Ubereinstimmen, folgt fir das Volumen des Kegels :

V=1 oarH
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Kegel , Mantel

Approximation von aufen :

=
i
=
BZ

m-)002
M':;—UK;FS
M':1—2nrs

2
M'==rs
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Wegen der Dreiecksungleichung gilt :

s<s,+r — h,

s —[r - h,) <s,

und .
Sw<S+[r—hy) S
also

s —[r—hy)<sy,<s+[r—h P

Da |Ilim h, =r folgt lim s, = s und

m-=> o0 m-=> o0
weiter
1
M = - U_s
m 2 m m
M = lim M,

m-)002
M:%UK;rs
M:1—2nrs

2
M==xrs

Da die Grenzwerte der au3eren und inneren Approximation Ubereinstimmen, erhalt man fur
den Kegelmantel :
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Kegelstumpf , Volumen

V = ;— nry (H+ H) - & ar? H,
1 1 1
V=g nr, H + 3 mr,’ H, 3 nr’ H,
1 1
V = 3 nrzz H + 3 T (r22 — r12) H,
_1 2 1
V=gza H+2x Py + ry)lr, = ) H,

Wegen der Strahlensatze gilt .

Hi+H 1,
H, o
1+H—:r£
H, r
H _ T _
H, 1
H _ T~
H, r
Ho_
H r,—r
H, = = H
r, — I
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Und weiter :

V:%nr22H+1§n(r2+ r)(r, = i) H,
1 2 ry
V—gnr2 H+§n(r2+ r1)(r2— r1) —
V:%nr22H+1§n(r2+r1)r1H
V=l ar?2H+  nrr He X xr2H

3 2 3 21 1

1 2 2
Vzgnr2+r2r1+r1H
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Kegelstumpf , Mantel

M:nrz(s+s1)—rcr1s1

M=mxr,s+mmr, s, —mry S

M:nrzs+n(r2—r1)s1
Wegen der Strahlensatze gilt :

S +s I,

S, r

und nach Umformung

s, = S
r, — r,
Und weiter :
Iy
M:nrzs+n(r2—r1)—s

r, —r,

M=mnxr,s+mxr,s

M:n(r2+r1)s
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Kugel, Oberflache

Approximation durch Kegelstiimpfe gleicher Mantellinie von innen :
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Approximation durch Kegelstimpfe von innen :

Sm = S16 = 322_4 = Szk4

r=

16
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m

Man kann nun den Term (2 R+ 2r, +...+2r
2

1) einfacher ausdriicken :

Das Schnittbild der Zerlegung wird durch folgende Linien erganzt :

r,=0

Dadurch entsteht aufgrund des Umfangswinkelsatzes eine Folge von kongruenten bzw.

ahnlichen Dreiecken

und insbesonders auch eine Folge von rechtwinkligen, kongruenten bzw. dhnlichen

Dreiecken mit den Katheten r, , | mit i e [1 , ...Zm—1

Das letzte Dreieck ist nach nach dem Satz von Thales rechtwinklig und hat die Katheten
I, s, .

Es gelten die Verhaltnisgleichungen :
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Die Umformung ergibt folgende Produktgleichungen :

r1 Sm = I |1
r2 Sm = I |2
r, s, =1 I3
rm Sm = | I,

Die Addition dieser Gleichungen ergibt :

m

(r1 + I, + ...+ 1) S, = | (I1 + |, + ...+Im1)
2 2

(2r1+2r2+...+2r

I\)‘B

Die Summe der doppelten Katheten 2 I, + 2 I, + ... + 2 |, 1 istgleich 2 r :

2

(2r1+2r2+...+2r

Fir den Mantel der von innen approximierenden Kegelstiimpfe ergibt sich :

M

m

:n(2r1+2r2 +...+2rm_1)sm:nl2r
2
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Approximation durch Kegelstiumpfe gleicher Mantellinie von auflen :

Sm = S16I = 8224 = Szk4'

r' mit ie{o,...;i} L '=0 , 1, =0

Man erhalt fir die Mantelflache der von aullen approximierenden Kegelstimpfe analog
folgende Formel :

M, == (2r' ' +27r, +...+2r_  "|s,

m_4 m
2
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Das Schnittbild der Zerlegung wird durch folgende Linien erganzt :

AulRerdem denkt man sich die Strecken s.' als Sehnen in einem Kreis mit dem Radius
r>r .

Dadurch entsteht aufgrund des Umfangswinkelsatzes eine Folge von kongruenten bzw.
ahnlichen Dreiecken

und insbesonders auch eine Folge von rechtwinkligen, kongruenten bzw. ahnlichen

Dreiecken mit den Katheten r' , ' mit i e 1,...2m—1

Das letzte Dreieck ist nach nach dem Satz von Thales rechtwinklig und hat die Katheten
|| , Sml

Es gelten die Verhaltnisgleichungen :

r
r1' _ l'2' _ r3' _ r4' _ _ ;71 I'
- = 5 = 5 = 5 == - =
] , L ) | s
2
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Die Umformung ergibt folgende Produktgleichungen :

r1| Sml — Il |1l
rm ' Sml — Il |m '

Die Addition dieser Gleichungen ergibt :

'+ o+, sy =L+
2" 2!
(2 r'+2r, +...+2 rm_1') s, =1I' (2 L'+ 2 L"+ ...+ 2 Im_1'
2 2
Die Summe der doppelten Katheten 2 I,' + 2 L,' + ... + 2 |, ' istgleich
U
es folgt :
2r' +2r,"+ ... +2 rm_1') s, = 1" 2Tr'
2
S16‘=Sm‘

N~ 7
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Wegen der Strahlensatze folgt:

Fir den Mantel der von auen approximierenden Kegelstiimpfe ergibt sich :

+2r_1')sm':nl' 2r'=x2r 2r'

m
2

Mm':n(Z ri' +2r, + ...

Wir haben bis jetzt folgendes Ergebnis fur die Approximation der Kugeloberflache O :

M, < O < M,

xnl2r=M, < O < M, '=n2r2r'
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Wegen der Dreiecksungleichung gilt :

| < 271 + s,

2r < | + s,

2r — s, < | ,also
2r —s, < | < 2r + s,
Wegen I|m s, = 0 st |lim | = 2r
m-=oo m-=oo

Wegen der Dreiecksungleichung gilt :

2r' < 2r + s,
2r < 2r' + s,
2r —s, < 2r' ,also

2r —s, < 2r" < 2r+ s,

Wegen Iim s,' = 0 st [lim 2r" = 27r

m-=>w m-=>w
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Wegen

lim M, = Ilim
m=>oo m-=> o
und

lim M, = I|im

m-=>oo m-=>

folgt, dass die Oberflache der Kugel durch

nl2r=nx2r2r =

n2r2r'=x2r2r

n 4 r?

n 4 r?

Volumen und Oberflachen
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Kugel, Volumen

Approximation der Halbkugel durch Zylinder der Hohe

r
— von auflen :
m

r/4 =r/m

Volumen und Oberflachen
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Wegen des Satzes des Pythagoras folgt :

ri2:r2—((i—1)%)2 L e (1,
R R -

<
3—
I
U
a
ﬂl\)
|
|
—_
o
—_
3"
~ —
;}
—_
|ﬁ
~— —

<
3—
[l
\GE
a
3
|
|
-_—
Y
—_
3|7
—
~——————

R 4
Vm—;(nm n(l 1)m)
m 3 m » 3
V. ' = — - -1 —
" ;nm ;n(l )m3

VIR i1 —nii(l—'])
" m i m® 5

m m
. . 2
Esist > 1 = m und D [i—1] =
i=1 i=1
3 3 m—1
' r r
V,) = n - m - n — i2
m m i=1
r3 m—1
V,)! = = - = — i2
m i=1
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Wegen der Formel

2 m(m+1)(2m+1)
i=1 6
ist
Ly 2 _ (m=1)(m=1+1)(2(m—=1)+1)
i=1 - 6
LS 2 _ (m—1)m(2m—1)
i=1 6
m—1 1
i? = §m3 — —m?> + —m
i=1
Deshalb folgt :
3 m—1
V' = arf - 1 i
m i=1
3
V), = ar — =& :F(%m3—;—m2+—m)
e R
V,) = =&r nr(3 2m+6m2)
e T ]
moVel = “r(s 2m ' 6
. 1
m Vv, = - i
lim v, mr mor 3
im V' = F o

Volumen und Oberflachen
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Approximation der Halbkugel durch Zylinder der Hohe :F von innen :

r/'4 =r/m

V. = V. -ar2> | m =2, k € N
m

im V. = lim (Vm'—rcrz r—)

m=>oo m=>o0 m

lim Vv, = %rcr3

Die Grenzwerte der Approximation von auf3en und innen stimmen Uberein, und wegen
Mm < VHaIbkugeI < Ivlm' f0|gt

2 3
VHaIbkugeI = 3 Tr

Das Volumen der Kugel ist somit V = % Tr
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Kugelabschnitt, Mantel

Approximation durch Kegelstiimpfe gleicher Mantellinie s, voninnen:

Sy, Mt meN , nrmt ie{0,...m

H
Mm:n(ro+r1) sm+n(r1+r2) sm+...+n(rm,2+rm,1) Sy * 7 (r_q + '] Sy,
Mm:n(r0+r1+r1+r2+...+rm,2+rm,1+rm,1+rm) S
Mp = (21 +2 0+ ..+ 20, ,+2r,,+Db|s,
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Das Schnittbild der Zerlegung wird durch folgende Linien erganzt :

S, Mt meN , rrmt ie{0,...m , r,=0 , r,=0Db

Dadurch entsteht aufgrund des Umfangswinkelsatzes eine Folge von kongruenten bzw.
ahnlichen Dreiecken

und insbesonders auch eine Folge von rechtwinkligen, kongruenten bzw. dhnlichen
Dreiecken mit den Katheten r, , | mit i€ {1, ..m]|

Das letzte Dreieck ist nach nach dem Satz von Thales rechtwinklig und hat die Katheten
I, s, -
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Es gelten die Verhaltnisgleichungen :

ry smz =11,
r, s, =11,
rm71sm_||m1
b s,=11I,

Die Addition der ersten m-1 Gleichungen ergibt :

(r1 + I, + ...+ rm,1) S, = | (I1 + L+ 0+

(2 r1+2r2+...+2rm,1) sm:I(2I1+2I2+...+2Im,1

Das Dazuaddieren der m-ten Gleichung b s, = | |, ergibt:

2 +2n+ .+ 2 sp+bs, =1 (20 +2 L+ .. +21,]+1I,
(2 r1+2r2+...+2rm_1+b)sm:I(2I1+2I2+...+2Im_1+lm)

Die Summe auf der rechten Seite ist gleich der Hohe H :

2r,+2rn+ ...+2r,,+bls,=1H

Fir den Mantel der von innen approximierenden Kegelstiimpfe ergibt sich :
M, =m(2r, +2r,+ ...+ 2r,,+2r,,+Db| s,

M, = x| H
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Approximation durch Kegelstimpfe gleicher Mantellinie s,' von auBen :

Mpn' = = (ro' + r1') Sm + T (r1' + r2') Sm + ...+ @ (rm,{ + rm) Sm'
M," = m (ro' S PR N PR U U R A PP rm') Sm'
M," = m (2 '+ 2"+ 0+ 2+ rm') Sm'

Das Schnittbild der Zerlegung wird durch folgende Linien erganzt :

S, Mt meN , r'mt ie{0,...ml , r,=0

AulRerdem denkt man sich die Strecken s,' als Sehnen in einem Kreis mit dem Radius
r>r .

Dadurch entsteht aufgrund des Umfangswinkelsatzes eine Folge von kongruenten bzw.
ahnlichen Dreiecken

und insbesonders auch eine Folge von rechtwinkligen, kongruenten bzw. dhnlichen
Dreiecken mit den Katheten r' , ' mit i€ (1, ..m|

Das letzte Dreieck ist nach nach dem Satz von Thales rechtwinklig und hat die Katheten
|| , Sml
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Es gelten die Verhaltnisgleichungen :

ﬁ

N
-

3

r,' s,/ =11"
r2l Sml — Il |2l
rm71' Sm' =1 |m71'
rml Sm' — Il |ml

Die Addition der ersten m-1 Gleichungen ergibt :

(r1' +ry) + .+ rm,1') Sm = 1I' (I1' + L+ o+

(2 r'+2r"+ .0+ 2 rm,1') Sm = 1I' (2 "+ 2L+ o+ 2 1
Das Dazuaddieren der m-ten Gleichung r.,' s,,' = I' |,," ergibt:

2+ o 2 s sy = (20 2 0

(2 '+ .o+ 2r,4 + rm') S, = I (2 L'+ o+ 2 "+ Im')

Die Summe auf der rechten Seite ist gleich der Hohe H' :

2+ o+ 2,4+, s, =1"H'
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Wegen der Strahlensatze folgt:

TN

" _ 2r'
rooor
"' = 2r ,
also
2+ o+ 2,4+ sy =2 r H

Far den Mantel der von auBen approximierenden Kegelstiimpfe ergibt sich :

M, == (2 r'"+2r"+...+2r, +r1r.'] sSn

T 2r H

M,,'

Wir haben fir den Mantel M des Kugelabschnitts bis jetzt folgendes Ergebnis :

Mp=nlH< M< M)!=mn2rH
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Wegen der Dreiecksungleichung gilt :

| < 271 + s,

2r

% NGOONN
(8 - -~ -
> | |
A
3 = w wn
5«3 3 3
A A +
w
(/2]
3 _ 3
1 -
N
wn
© NSO
— -
R
3 wn
= 3
¥ 3
1
N
-~
(7]
: 3

Wegen der Dreiecksungleichung gilt :

2r' < 2r + s,

, also

< 2r + s,

Iim 2r' =

m->o

2r

c% NN
((QD - - -
> | |
N
3 = wn wn
ébg 3_ 3_ N
=
ESD N N =
- +
() () o
I = - 3
o
@
N
-
. 3
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Aulerdem folgt :

im H" = Im H+r'—r = H

m=>owo m-=>oo

H=H+r'-r

Fir den Mantel M des Kugelabschnitts ergibt sich nach der Grenzwertbildung :

lim M, = Ilim x| H

im M, = n®n2rH < M

lim M, = lim n 2 r H'

im M, = = 2r H = M , alsofolgt:

m-=>o0

M = 2=xrH
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Alternative Formel fiir den Mantel eines Kugelabschnitts :

2r-H

Nach dem Hohensatz gilt :

b> = H (2r - H|

b®* = 2r H - H

2rH = pb*+ H

also

M = 2=xrH

M

x (b2 + H?)
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Kugelabschnitt, Volumen

Approximation des Kugelabschnitts durch Zylinder der Hohe rHF von aufen :

r3
r2
r,=b r/4 =H/m
.: r d \
: 2r-H :
Vm':nr12H—+nr22H—+ +nrm2H— , m =2, k € N
m m m
U H
V' = .2 L
- .; T, (m)
Nach dem Hohensatz gilt :
r,2:(2r—H+|H—)(H—|H—) ., ie 1, , m)
m
2 2
rPo= (2r—H)H—(2r—H)H—|+H—| _H
m m m
2
2= [2r—HH -2 -H - B p
m
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Dann folgt :

V ]

m

Vi = Baleron ooty
AR UE RV A SR 3

2

=1

T

T

Verwendet man nun die folgenden Formeln

1 = m - _ mim+1) $ o mme)2mat) | oo et man
i=1 i=1 2 = 6
H? H? m(m+1) H® m(m+1)(2m+1)
V' = 2 r — H = _ _ i B H™
m J'E(r )mm 23‘[3([' H)m22 ﬂm36
V' = n(2r - H H - 2n(r_H)im2+m _ ni(m2+m)(2m+1)
m 5 2 m3 6
2 3 2
Vo' o= w20 - H D - 2w (- ) e T e 2MeSmm
2m 6m
1 .1 1 1 1
V' o= 21 — HH* - 2 “HH = + —| - aH® [~ + — + —
m (21 - H n (r — HH (2+2m) H(3+2m 6m2)
lim V' = lim nl2r—H|H* — 2x(r—H)H? (15 + ;—m) — aH’ (% + ;F + émz)
nH®
lim Vm' = n(2r—H)H2 - Tﬁ(r—H)HZ — 3
3
lim V. ' = 2arH? — aH® — arH? + aH® — gH
3

im Vv, = arH? - Z8
m=>oo 3

H v 1 2

lim V' = §;;H (3r — HJ
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Approximation des Kugelabschnitts durch Zylinder der Hohe

~
.....
_____
.........

V. = V' —ap2
m
lim = lim V' — ab’ )
m->oo m->w m
. 1 2
lim = —naH® (3r — H)
m-=>w 3
Wegen V., < V <V, folgt:
1 2
Vv 37H 13r — H)

Volumen und Oberflachen

43

H . _
— voninnen:
m

r/'d4 =H/m



Alternative Formel fiir das Volumen eines Kugelabschnitts :

Nach dem Hohensatz gilt b> = H (2r — H| , und es folgt :

b? b? + H?
— = — _ = I
v 2r H , 5 r H , also
1 2
V. = —aH?(3r — H
3
1 2
V. = gmH (2r — H + 1)

3" \H
Vo= LaH (02 + 1 H)
—gﬂ? +r
Vo= Llan (o2 s 2 H
2
_ 1 3 b? + H’
V 3J'EH(2 )
Vo= laH (3074 1Y
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Kugelausschnitt

Oberflache

O = 2xrH+abr

O = nr(2H+b

Volumen
n H (3

Wegen des Hohensatzes b’

vV = %nH2(3r—H)+
Vo= arH - D
Vo= arH - D i

S
~a
-
.....

r— Hj +

———
-

Labtlr -

H (2r — H) folgt:

%nH(Zr—H)(r—H)

;—n(ZrzH—3rH2+H3)
%nrzH—nrH2+%nH
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Kugelschicht, Mantel

e

2 nr H

2 nr H,

M = 2xr (H — H

2xrH

46
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Kugelschicht, Volumen

! : H,
— H,
: H=H,-H,
: Ty ;
1 2 2 1 2 2

Vo= 6—n(3b +H2 H, - gn(Sa + HP) H,

Vo= % 3 b2 H, + H® — 3 a® H, — H?

Vo= L [3bTH, - 38 Ho+ HY - H]

Wegen der 3. Binomischen Formel gilt
H = (H, - HJ = H> - 3H?H, +3H,H?-H>
H = H’-3H H +3H,H> - H®

H+ 3HH, —3H,H?> = H’> - H}
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Dann folgt :

\

Nun figt man den Term

1
6

o=

=

A

n [3b%H, — 3a®H, + H® + 3H,?H, — 3H,H,?]

=

[3b2H, — 3 aH, +H>—H

[3b%H, - 3 a H, + H + 3 H? H, — 3 H, H?]

[3b?H, — 3a’H, + H® + 3H,?H, — 3H,H,?]

3b°H, — 3b°H, + 3a’H, — 3a’H, = 0

ein und fasst

n [3b%H,—3a2H,+H’+3H,2H,—3H,H ?+3bH, —3b?H, +3aH,—3aH,]

x [30%(H,~H,) + 3a%(H,~H,) + H® + (H2+b?J3H, — (H,+a?|3H,]

n [30%(H,~H,) + 3a%(H,~H,) + H® + (H2+b2J3H, — (H,+a?|3H,]

zusammen :
1
V —
6
1
V —
6
1
V —
6

Wegen der Hohensatze

b> = H, (2r — H,) , a = H, (2r — H|
folgt

H? +Db> = 2rH, , H®+a = 2rH,,

und weiter

Vv L 5 [30°H + 3a’H + H° + 2rH,3H, — 2 r H,3H,

6

1

6

© [3b%H + 3a’H + H?]

\Y

L
6

[3b> + 3a° + HY H
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Perle, Volumen

VA ;lm?’ ~2 %h(3b2+h2) — nb?(2r—2h)

Wegen des Hohensatzes b’ = h (2r — h) folgt:

Vo= ;lmf‘ - 2 Th(sh(2r — hj+h?] — xh(2r - hl(2r-2h)

h(6rh—2h?) — xh(4r’—6rh+2h?]

<
[l
W
w
|

T
wr =
3

Vo= ;imf‘ - nh(%(6rh—2h2) ¥ 4r2—6rh+2h2)

vV = ;im" — nh(2rh—§—h2 + 4r2—6rh+2h2)

Somit ergibt sich das Volumen in Abhangigkeitvon r und h :

WA

V = —ar® - nh(4r2—4rh+%h2)
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Wegen r—h = yr’~b® ist h = r—vr’~b® , und es folgt :

vV = %¢n3-— nh(4r?—4rh+%+F)

3

vV = %nr3 — alr=r—p?) 4r2—4r(r—Vrz—b2)+i(r—\/r2—b2)2)

V = ;inr3— n(r—Vrz—bz) 4r2—4r2+4rVr2—b2+4( —2rVrP—p?+r? bz))

3

_‘l 3 . J2 2 ﬁ4_2_8 2424
V = 3nr rc(r r b)4r\/r b+3r 3\/ b+3 3b)

Vo= %nr3 — n(r—\/rz—bz) 4r\/r2—b2+%rz—%r\/rz—bz—%bz)

Vo= e el §r2+4_rw_b2_ibz)

3 3 3

V= b Sl - e s -

vV o= %rcr3 —~ gn(r — Jr—p?(2r-p? + rP-b?
VvV = %an’ — %n(r(2r2—b2) + r’r’=b® — (2r’-b?*)Vr’—-b® — r(rz—bz))
V = %nr3 - %W(ng’ — b - (rz—bz)\/rz—b2 -+ rbz)

V o= %nr3 —~ %n(ra — (r*-b?) r2—b2)

Somit ergibt sich da Volumen in Abhangigkeitvon r und b :

Vo= %MF—&)F—&
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Zylinderabschnitt, Volumen, Mantel

NE N E

0

M = mr(h+h,)

Zylinderhuf ( mit Kreis als Grundflache), Volumen, Mantel, Deckflache
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z : x>+ y? =r? z€eR

x2+y2:r2
r 2
< 2 _ .2
2X + vy =7 «
r2+ﬂ X
2
2
r 2 2 r

_
-
N
+
—_
|T
~ —
N
x|
+
<
Il
-
Q
o
(2]
R
Il
—
N
+
—_
|T
~—— —
N

r X2 + yz — r2 X = X
, [HV? coso.
+ —_—
r 2 B
X = Ccosa X
<2 2
X y _
; g =1 X = ——— x
r2+(ﬂ) ' 2 [HY
2 re+ >
2
_ |2, (H
A = r +(2)
XZ 2
=t o= Gleichung einer Ellipse mit den Halbachsen A , r .
r
y = =+ % AP-x*

A
r 2 2 —
D=2" AT
A _J; dx
D=2L1 |= : arccos X + X VAR ? ( vgl. Anhang (1) -(8), S.60)
A 2 A 2 - ’
_ o L | =A —A L ZA Az (AR
D—2A 0 [zarccosA+2\/A(A)]
_o, (A
D=2 275)
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Zylinderhuf ( mit Halbkreis als Grundflache), Volumen

Alp) = 2 a(p) hip)

—2H (> 2% ]
V=g e
V- o —2H (rz_oz)%

3r

_2H (p
V = y(r)
_ 2H
V = 3rr

_ 2 2
V = 3Hr
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Allgemeiner Zylinderhuf , Volumen

Heo T
Hen e gr———
....................... - . h
h _H H+h _H
r-b b r b
_H _H
h = b(r b) Heh =
;
r-B
v :g(H+h)r2 2o B g [%r% —a(r—b)]h
0
_2Hs z_ 2 H S L I OO L VO
V=33" { 24" = p° L pdp [zrcp alr b)]b(r b
3
_2Hs -2 H (2 o2 " _ (1o o H
V = 35" 3 b (r p) (I) |:2rcp alr b)}b(r b)
2 2 H 213 2 H (25 1 H
___3 _ ___ 2_ _ 2____ 2\2 2 _ n _
V=3 T 3 b(r (r b)) 3b(r) ] [rcp alr b)]b(r b)
2 H 2 H (2 2 H (a5 1 H
___3 _ —<« 1 22____ 2|2 _ _2 _ _ e
V=3 T 3 b(a) 3b(r) ] [2rcp alr b)]b(r b)
_2Hs _ | =2H s __2Hg; L B
V_Sbr 5 p @ Sbr] [2rcp a(rb)] (r—b]
_2H 5 _ 12— o_pl|H—
Vo= 55 @ [2r(p alr b)]b(r b)
_ 2 H AH 2 H o _p?
v=3y @ 2br(r bl + ba(r b
_2H Hopp _ 1H 2
V_3ba + ba(r b) 2br(r b)cp
_ Hq 3 N 2, @
V= 3o | 2a° + 3alr-b) 3r¥r b)z]
V=] 24 + 3alr-a? - 3r°r—b)2
3b 2
V=28 + 3ar’-3a° — 3r¥r—b) X
3b 2
_i' 2 .3 2(. W\ @
V=25 | 3ar-a 3r(r b)2]
_i 2_2 . 2 _ 9
V—3b[a(3r a?| 3rr b)z]
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Zylinderhuf ( mit Kreis als Grundflache), Mantel

(-r101H)

P(xlylz)

N T

z x2 + y? = r?
H H
E z= -5 X+

Irgend ein Punkt P x | y | z | der Mantellinie hat folgende Polarkoordinaten :

Plx|ylz])= P( rcosgp | rsing | —gcoscp + g )
Parametrisiert man Uber die Bogenlange | = rg folgt:
| ] H | _H
P = P| rcos— | rsin— | ——cos— + —
[ x|ylz] ( . | rsi . | 5 00S— + 5 )
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Die Abwicklung der Mantelflache ergibt folgendes Bild :

2nr
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Allgemeiner Zylinderhuf , Mantel , Deckflache

(tLennnneen e H'
{H'-H
____________________ 2r
gr - % sin% T
% = o cos% = _Tb

TR
¢ ' n_% r H' ' ¢ H'

H'-H = Z((R_E)r) = —5Cos— * 5 = —c0s n—i) t

H'-H = —g'cos(n—%) + H;

H'-H = %(1 — Cos n—%)
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— - r—(1 — cos n—g))rcp
3
(nl‘;)r - r—(1 - cos(n:—%))rcp
a o[}

_e
cpcos(n 2)
A P
cos(n 2) cos
2" @
rp® coss
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cosa A r
r—b H " cosa
CoS . .1 ,

ST b :
AT s A- 2 - Ib
P : cos o cos o
______ A
r r-b b
A r \/
D=2 — JA?—%* dx
I &

D=2 |ZA accosX + X VAR f ( vgl. Anhang (1) - (8), S. 60)
A | 2 A2 b ’
D=2"' |0 - A’ arccos r-b , r=b ja2_[r=b i
A i 2 Acosa 2cosa cosa
2 2
o = r—b Alr-b) \/ 2 [Alr—b
D=2 A 0 7 ACCOS Ncosa T 2Acoso A Acosa.
o | =A? r—b . Alr—b) \/ 2 [Alr=b)\*
D=2 N 0 - 5 arccos + T A .
2 _ _ _ 2
D=2+ |2 arccos’ b _ Alr—b] \/Az— Alr=b]
A 2r r
2
5= " | A% arccost= _ Alr-bl \/Az_(A(r—b)))
A r r r

D = Ar arccos% — [r—b) \/Az—(
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Anhang

(1) ' (x) = = T

(2) f(x] = cos|x|
f' (x) = arccos(x|

1

) arccos'(x] = _sin(arccos(x))
arccos'(x) = - 1
J/1—cos?(arccos x|
arccos'(x) = ——\/11 5
—X
(4) arccos'(%) = —% %
)
arccos'(i) S
A A?—x?

2

X
5 "= = ———
(5) > arccos( ) 5 %z_xz

(6) xVAZ—x?)" = VAT—x® + x——
| ) 2VAZ_x2
_ R X2

Nl = W -

—X

X 2 .2 \/AZ—X2 NG

2IA2_x2| = _

(2\/ X ) 2 2VAZ- ¥

2

\/Az—x2

— X X aZ_y2| — _ X
(7) > arccos A + 2\/A X N + > N
—A° X X 73 A%—x VAZ— X2
arccos| > | + XVAZ_x2|" = +
AT 2 = 2
A arccos| X | + XVAT 2 = AK A=
2 AT 2 2N 2
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2 2

’ —— 2_ 2 2 o2
(—A arccos(%) + %\/Az_xz). _ VA2 X2 N VAZ_x

_A2 1 5 2 20 _ 2_ 2
( 5 arccos(A)+ 2\/A x) = JAZ—x

> 5 2
[IA—x* ax = —%arccos(%) + xVAZ_x?
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