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Approximation der Kreisflache durch einbeschriebene und umbeschriebene
regulare Vielecke durch sukzessive Eckenverdopplung

An < AK;r < Aln

A2n < AK;r < A'2n

A

]
2%n < AK:T < A2kn
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Beziehungen zwischen den Bestimmungsdreiecken des einbeschriebenen n-Ecks und 2n-
Ecks
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S,y = y2r(r — h,
s 2
h2n2 = r2 - (Zﬁ)
2
th2 = r2 - j_zn
2 — h,
h2n2 = r2 — 4r(r )
— hn
h2n2 = I‘2 - rz(r )
hz:2r2—r(r—hn)
2n 2
2r> — r? h
h2n2 _ 2r r- + rh,
2
h
.t = T
h,
pt = et
rir + h,
h2n = 2( )
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A 2 |2
A, =n \/(r — hn)r(r + hn)
A, = L— n +[r = hJrr + h,) h,
- ~— 7
A,
A2n = :.-]_ An

Wenn man also die Eckenzahl des Vielecks verdoppelt und vom Flacheninhalt A, zu
A,, Ubergeht, gilt :

Die Folge der Flacheninhalte (Azkn)kelN der einbeschriebenen Vielecke ist also
monoton wachsend .
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Nun betrachtet man die umbeschriebenen Vielecke mit den Flacheninhalten A," , A, .

Nach dem 2. Strahlensatz gilt:

Dann folgt :
A'=n ;— S, r
A'=n ;— trf s, r
A' =n ;— L— 2\/(r - hn)(r + hn) r

hn
A=
N —h—2 n \/(r—hn)(r+hn) h,
n\ 7
'z
An
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Ay = A,

r,2
2
hn

Analog erhalt man fir das umbeschriebene 2n-Eck zunachst :

2
A, = r A,

h2n2 "
2
r r
A, =— LA
2n r(r+hn) h, ="
2
, L 2r r.
Azn_r+hn hnAn
r 2r
A ' = A
2n h, r+h, n

Bis jetzt haben wir folgende Anordnung der Flacheninhalte :
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A einzuordnen ?

Woistnun A,' =

Behauptung: A, < A,,' < A,

Da die letzte Ungleichung nach Voraussetzung gilt, ist die erste Ungleichung Behauptung
wahr.

Da die letzte Ungleichung nach Voraussetzung gilt, ist die zweite Ungleichung Behauptung
wahr.

g.e.d.

Die Folge der Flacheninhalte (Azkn')ke , der umbeschriebenen Vielecke ist also
monoton fallend .
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Die Anordnung der Flacheninhalte ist nun wie folgt :

An < A2n < A2n' < 'A‘nI
>
r > 1
hn
>
r 2
h, r + h,
»
r.r.
h h

In der Intervallschreibweise haben wir fiur die Folge der Flacheninhalte
ineinandergeschachtelte Intervalle :

c Ay ARl oo e [An s AR e AL AL
Nun betrachtet man die Intervalllangen von [AZn ; A2n'] c [An ; An']
. _r_ 2 _r
A2n A2n - hn r + hn An hn An

, r [2r — (r + h,)

A2n A2n = h_(r + h An
' r r— hn

A2n A2n = h_ r + h An
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AV A= A A,
An'—An:(Lz—z—1An
2 _ h2
Anl_An::_lz . An
A _ A :(r—hn)(r+hn)
n n hnz n

Behauptung: A, ' — A, < ;— A' — A,

Beweis :
A2n' - A2n < ;_(An' - An)
r r—h <1_(r—hn)(r+hn)
h, r+h, " 2 n2 .
r 1 (r + hn)
< L
r+ h, 2 h,

2rh, < [r + h,f
2rh. < r* + 2rh_ + h?

0<r®+h?

Da die letzte Ungleichung wabhr ist, ist die Behauptung wabhr.
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Fur die Folge der Intervalllangen gilt also folgende Abschatzung

A2n' - A2n < ;_(An' - An)
Azznl - Azzn < %(AZn' AZn)

Al — Al <1—A'—A

2"n 2'n 2k n n ’

1

so dass die Folge der Intervalllangen von der Nullfolge (2—k(An' - An)) majorisiert
k€N

wird.

Damit ist Im(A, ' — A, | = 0 und die Folge der Flacheninhalte der ein- und
k>
Al

umbeschriebenen Vielecke bildet eine Intervallschachtelung Ary s Ayl cn
deren Zentrum der Flacheninhalt des Kreises Ay, darstellt:

A¢, = lim A, = Ilim A,

r
k=0 k>
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Herleitung der Flachenformel des Kreises

Die vorigen Uberlegungen gelten insbesonders auch fiir den Einheitskreis und den
Flacheninhalt Ay., des Einheitskreises.

Ac, = lim A, =lim A,' ==

Wir betrachten die m-ten Approximationen ﬂm und A, , m = 2n , des Einheitskreises
und des Kreises mit Radius r:

Am
Wegen der Strahlensatze
Smo_ L w1 - s _ h .
s. 1 h 1 ,also s, =rs, , h, =rh, folgt
A, =m 1 s, h
m 2 m m
A =m X rs rh
m 2 m m
A =mX+s h r
m 2 m m
A, =A_ 1
A, = lim A =1lm A r*  also | A =ax 1
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Herleitung der Umfangsformel des Kreises

Am
A, =m T S, h
m 2 m m
A, = 12— m s, h,
A, = 15 U, h, ,wobei U, derUmfang des m-Ecks ist.
Es folgt :
A
=2 m
U, h
: : Anm
o U M 2R,
L
lim U, = 2 Acir
m->oo r
2
im U, = 2 f r

im U, =2mxr

m->co
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Analog folgt :

1
A, =m -
m m 2 S, T
1
A ] — - )
m 5 u, r
U, =2 An
.
lim U,' = lim 2 =
lim U, = 2 AL
m->oo r
2
im U,'=2 ™
m->oo r
lim U," = 2 =ar

m-=> oo

Die Grenzwerte fur die innere und aufiere Approximation stimmen Uberein, deshalb ergibt
sich der Kreisumfang zu
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Bei der Herleitung der Umfangsformel wurde [im h, =r mit m = 2n , k € N ,

m->c

benutzt, was zu zeigen ist.

. . r(r + hn)
Wir zeigen zuerst h, < h,, = :

2
h, < \/r(r + hn)

2 h?<rr+h,)

n

2
n

Die letzte Ungleichung ist wahr wegen r(r + h,| > h(h, + h | =2 h

Nun zeigen wir r — h, < ;— (r - hn) :

r—h2n<;—(r—hn)

o r2(r+hn)<1§(r_hn)
1 rir + h,

r—E(r—hn)<2( )

2 2
r+ h, \/r(r + hn)
<
2 2
2
(r + hn) ) r(r + hn)
4 2

(r + hn)2 <2 r(r + hn)

¥ + 2rh. + h? < 2r> + 2rh_

Die letzte Ungleichung ist wahr.
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Es gelten nun folgende Abschatzungen :

r— hy, <

n

(r - hn)

N|—=

r = hyy < 3 [r = hy)

r = hy, < & [r = hy)

2°n 22

S

2'n 2k

so dass die Folge (r - hzkn)k < «n Vonder Nullfolge (;—k(r - hn)) majorisiert wird.
k € N
Es folgt :

lim (r — hy,) =0

k=0

r— limh, =0
k>

r=lim h,,
k>

g.e.d.
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Berechnung von n (als Flacheninhalt des Einheitskreises)

LibreOfficePortable4.1.2

(2°K)*6

12
24
48
96
192
384
768
1536
3072
6144
12288
24576
49152

98304

1,000000000
0,517638090
0,261052384
0,130806258
0,065438166
0,032723463
0,016362279
0,008181208
0,004090613
0,002045307
0,001022654
0,000511327
0,000255663
0,000127832

0,000063916

0,866025404
0,965925826
0,991444861
0,997858923
0,999464587
0,999866138
0,999966534
0,999991633
0,999997908
0,999999477
0,999999869
0,999999967
0,999999992
0,999999998

0,999999999

A innen

2,598076211
3,000000000
3,105828541
3,132628613
3,139350203
3,141031951
3,141452472
3,141557608
3,141583892
3,141590463
3,141592106
3,141592516
3,141592620
3,141592639

3,141592644

A aulien

3,000000000
3,105828541
3,132628613
3,139350203
3,141031951
3,141452472
3,141557608
3,141583892
3,141590463
3,141592106
3,141592517
3,141592619
3,141592645
3,141592645

3,141592645

Archimedes von Syrakus (-287 - -212)

Der Archimedische Naherungswert fur 1 am 96-Eck ist

3,14084507 < = < 3,142857 .
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Buste des Archimedes im Park der Villa Borghese in Rom

(Es gibt dort insgesamt 228 Bisten von bedeutenden Personen Italiens)

http://commons.wikimedia.org/wiki/File%3AArchim%C3%A8de_Villa_Borghese.jpg
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Winkel im Grad- und BogenmaR

Jedem Winkel im Einheitskreis, der im Gradmal® ¢ gegeben ist, wird die Ldnge @ des
zugehorigen Kreisbogens zugeordnet .

(0, 360°) — [0, 2x)

¢ — @

Speziell gilt :

360° ——> @ =2 =&

Aufgrund der Additivitat der Lange ist die Zuordnung linear :

Qg+ @ /> @y + @y faralle o, , @,
VyohrH——> V@ furalle v
@ o )
Wegen = 360° folgt:
— _ 9 - T
¢ 7 = 3500 27 180°

Die Zahl |p = TP 1 heirt BogenmaR des Winkels ¢
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Lange eines Kreisbogens

Jedem Winkel, der im Gradmall ¢ gegeben ist, wird die Lange

Kreisbogens zugeordnet .

(0, 360°) — (0, 2xr)
@ — b

Speziell gilt :
360° ——> b =2 =ar

Aufgrund der Additivitat der Lange ist die Zuordnung linear

@1 + @, —— b, + b, furalle o, , o,
Vyop+H—— Vvb faralle v
W =7 ° folgt :

egen o 360° 360° folgt

@ > b= 350 27 180°

Die Lange des Kreisbogens zum zugehorigen Winkel
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Flache eines Kreisausschnitts

Jedem Winkel, der im Gradmald? ¢ gegeben ist, wird die Flache A des zugehdrigen

Kreisauschnitts zugeordnet .

(0, 360°) — (0, xr?
) — A

Speziell gilt :

360° — A =nr
Aufgrund der Additivitat des Flacheninhalts ist die Zuordnung linear :

P1+ o > A+ A, furalle ¢, , @,

vVgo+H— Vv A furalle v

360° folgt :

Wegen o :;pGO S

_9 2
p > A—3600nr

Die Flache des Kreisausschnitts mit dem zugehdrigen Winkel ¢ ist gegeben durch :
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Flache eines Kreisabschnitts

NN

1l

i U
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_1 1 _
A=zbr 22a(rh)
A:%br—a(r—h)
A=Lbr-ai?-a

2

Toer 2 2
A 360° a Vr a
_1 1 _
A=zbr 22a(rh)
-1 _a (-
A=zbr a (r—h|
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