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Schnittmenge : Gerade — Kreis

g : y =mx + b

2

Kwu:r : (x — xM)2 + (y — yM)2 =r

Einsetzungsverfahren :

(X = xy* + [mx + b — y,f =

X2 = 2xyx + X0 + m’x% + 2m(b - YM)X + (b - ym)z =T

(1+m2)x2 + 2(m(b — yM) — XM)X +ox,2 + (b B yM)z _ 2
(1+m2)x2 + Z(m(b — yM) — XM)X + XMZ + (b . yM)z _ 2=
i 2lmb - )~ %) ()= e (b wf -

Y2 = MXy+b
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Schnittmenge : Kreis — Kreis

(X - X1)2 + (y - Y1)2 =n

KM;r : (X - X2)2 + (y - y2)2 = I

Subtraktionsverfahren :

x> — 2x,x + x” +y> - 2y,y +y’=r?
X2 = 2X,X + XS+ Yy = 2y,y + Y, =)
_2(X1_X2)X X =% - 2(y1_y2)y R T P S
_2(X1_X2)X - 2(Y1_Y2)y + X12 - X * Y12 - Y22 = r12 - r22
—2(X1—X1)X - 2(Y1_y2)y = =X X" =y Y A -
2(X1_X2)X + 2(Y1_Y2)y = X12 - Xyt Y12 - Y22 - r12 + r22
2(X1_X2)X + 2(Y1_y2)y =X =X A Y =Y, - (r12 - rzz)
2 2 2 2 2
_ (X1_X2) Xpo = Xp v ¥y — Y, _(r1 _rz)
y = — X +
(Y1_y2) 2(Y1_Y2)
. (X1—X2 L O S e P (r12_r22)
m = — , b =
(Y1_Y2) 2(y1 Y2)
y =mx +b
g : y =mx + b
Esist Ky, N Ky, = [Py P} = g=PP
Wegen g n Ky. = ({P;; P,/ geniigtes, g n K, zuberechnen.
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Parameterdarstellung einer Geraden (in der Ebene)

3 4
2 4
1 4+

-1 1 2 3 X, X, X
14+ X

Gegeben sei die Gerade durch die Punkte P, , P, : g = P,P,

Bemerkung :

Ein Axiom der Euklidischen Geometrie besagt, dass auf jeder Geraden wenigstens 2
Punkte liegen.

Ein weiteres Axiom besagt, dass es zu je zwei Punkten P, , P, auf einer Geraden
wenigstens einen Punkt P, gibt, der zwischen P, und P, liegt und wenigstens
einen Punkt P, ,sodass P, zwischen P, und P, liegt.

Fir alle Punkte P der Geraden g gilt nach dem Strahlensatz :

y=ys _X=Xs _ ¢

Yo=Y Xy—=X4

Daraus erhalt man die Parameterdarstellung der Geraden ¢

g : X = X; + s(xz—x1)
yr + S(Yz_y1)

<
[l
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Koordinaten eines Punktes (im Raum)

Yi T
4 P,
1 M
3 4
2 + z,
Y,
—t—F— >
y
Schreibweise : P, = P1(x1|y1|z1)
X, heil3t x-Koordinate, vy, heit y-Koordinate , 2z, heil’t z-Koordinate des
Punktes P, .
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Abstand zweier Punkte (im Raum)

Y, T

|P1F)2|2 = |F)1Pz”2 + (22_21)2

] 1 2
|P1Pz|2 = |P,'P, ? + (22_21)

|P1Pz|2 = (X2—X1)2 + (yz_y1)2 + (22_21)

Y
>
y
2
Abstand der Punkte P, , P, : P.P,| = \/(xz—x1)2 + (yz_y1)2 + (22_21)2
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Parameterdarstellung einer Geraden im Raum

Gegeben sei die Gerade durch die Punkte P, , P, : g = PP,

Man muss entsprechend der Axiome der Euklidischen Geometrie der Ebene
annehmen, dass auf jeder Geraden wenigstens 4 Punkte liegen. Aulerdem muss man
annehmen, dass zwei Ebenen entweder parallel sind oder sich in genau einer Geraden
schneiden.

Die senkrecht zur xy-Ebene stehende Projektionsebene enthalt die Gerade g = P,P,
und schneidet die xy-Ebene in der Geraden g¢g' = P,'P,' .

Fir alle Punkte P der Geraden g gilt nach dem Strahlensatz :

Yy=Y: X=Xy S P/'P" S P.P" s = z-z, _ PP
Y2—Yy X=X " PP " PRy 2~ 4 PP,

Daraus erhalt man die Parameterdarstellung der Geraden ¢

X = X1 + S(Xz_X1) X = XF + Sux
g : y = vy, + s(yz—y1) oder in anderer Form y = Yg +8U, ,
z =2z + 3(22—21) Z =1Zp + 84,
wobei F(xelyelze] := P(xqlyslz() FuBpunkt  heit, und u, := (x,—X| ,
u, = (yz—y1) , U, = (22—21) die Richtung der Geraden angeben.
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Schnittmenge : Gerade — Kugel

= Xp + SU,
g y = yr + SU, mit Jul+u+u,? = 1
z = z; + su,
Kuy., (X = xy[" + [y =y + (2 —2zyf =1

Einsetzungsverfahren :

X = U,S + Xg
y = US + Yr
Z = usS + z¢
2 2 2 2
(x = xy]" + [y =y +(z -2y =

(UXS+XF_XM)2 + (uys,+yF—yM)2 + (UZS+ZF—ZM)2 = r?

2

I
-

u,(232+2ux(xF—xM)s+(xF—xM)2+uyzsz+2uy(yF—yM)s+(yF—yM)2+u2232+2uz(zF—zM)s+(zF—ZM)2 =
uxzsz+uy232+u2232+2ux(xF—XM)s+2uy(yF—yM)s+2uz(zF—zM)s+(xF—xM)2+(yF—yM)2+(zF—zM)2 =r

(ux2+uy2+ uzz) s7+2[ U, Xe— X+ Uy (Ve —Yu U, Ze—2zu) [s+( Xe— Xu |+ ye— yu  +Hze—zu) = 1P

2

s® o+ 2[ux(xF—xM)+uy(yF—yM)+uZ(zF—zM)]s + (xF—x,\,|)2+(y,:—y,\,,)2+(zF—zM)2 =r

7 + 2t 2 Yoyt 2 s + (el eyl o227 = 0

20) = 2 iy 0, ooy, (22,

[} = (XF_XM)2+(yF_yM)2+(ZF_ZM)2_r2

31/2:_[]i\/[]2_{}

Pi(xi:uxsi+XF | yi=uysi+ye | Zi:uzsi"'ZF) ) [

[l
—
V]

g N Kuy, = | I:’1()(1 BN 21) ; Pz(xz |y, | Zz) J
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Parameterdarstellung der Ebene im Raum

Gegeben seien 2 Geraden g , h im Raum, die sich im Punkt F schneiden. Sind
die Richtungen Uc , Uy , u, bzw. Vy , V, , V, unterschiedlich, so spannen

sie eine Ebene E auf.

Genauer gesagt, wird die Ebene E durch samtliche Geraden erzeugt, die zu g oder
h parallel sind.

z A h

h* Il h

Far alle Punkte P der Ebene E gilt:

X = Xg + tv,
Ye + tv,
Z =z + tv,

<
[l

X = Xg + SuU, + tv,
= Yg + su, + tv,
Z = Zg + SuU, + tv,

<
I

Die Parameterdarstellung der Ebene E lautet also :

X = Xg + su, + tv,
E vy Ye + su, + tv,
Z = 2z + su, + tv,
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Koordinatendarstellung der Ebene im Raum

= Xg + su, + tv,
Yy = Yg + su, + tv,

z Zg + su, + tv,
us + vt = x — X Ivy:| - u,
us + vyt =y — ye |- v, - IuX:|_
(uxvy — uyvx)s = (x — xF)vy — (y — yF)vX
(vxuy — vyux)t = (x — xF)uy — (y — yF)uX
(uxvy uyvx)t = ux(y — yF) — uy(x — xF)
e xdvy [y = v,
uyy =y
t = Ux(y YF) Uy(X XF)
luyy, = uy

Z = zg + su, + tv,

—su, —tv,+z—-2z-=0

[ = %y, =y = yepvaJu. (udy = ) = ulx = %), _
uy, -y uy, - uy rEo sl
— {(x=xg)v, = [y=yelvilu, = (uly=ye] = u[x=xe])v, + [z=z)[uv, — uv,) = 0
kol = u) = [y=ylluv, = wy) + =z )luy, - uy) = 0
Xl vmuy, ) = (y=yelluvmu,v) + (22 (uv,-u,v,) = 0
K0,V Y0, 70,0, 200,70, 5, V0 v, 2,9, -, = 0
a = [yvouy) b= (uvuy) 6 uy,uy,

d = —xg(u,v,—u,v, J+ye(u,v,—u,v |-z (u, v, —u v,
Die Koordinatendarstellung der Ebene E im Raum lautet also :

E : ax+by+cz+d=0
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Richtungen

Gegeben seien die Punkte  C(xglyclzc] . AlXalyalza) -
Der Ausdruck

. Xa—Xe
CA = |y\—Yc
Zpn—Zc

heilRt Richtung von C nach A . Die Zahlen x,—Xc , Ya—VYc ,» Za—2Zc heillen
Koordinaten der Richtung.
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Gegeben sei das Dreieck AABC mitden Seiten a , b und dem Winkel vy .
Gesucht ist die Lange der Seite ¢ .

z A

¢ = h + a

= h* + (a-a,)

= (bsiny)® + (a—bcosy)

= b’sina. + a° — 2abcosy+b’cos’y
= a’ + b’siny+b’cos’y — 2abcosy

= a’ + b’(sin®y+cos’y) + c*—2abcosy

/

1

Kosinussatz
c® = a® + b® — 2abcosy

|ABf = |CBf + |CAf — 2|CBJ|CA|cosy
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Far die Koordinaten der Richtungen CB, AB, CA gilt :

Xg—Xec = Xg—Xa + Xp—Xc
Ys=Yc = Ye=Y¥Ya * Ya—VYc
Zg—Zc = Zg—Za + Zn—Zc
also
(XB_XA) = (XB_XC) - (XA_XC)
(YB_YA) = (YB_YC) (YA_YC)
Zg—2Za| = |Zg—2Z¢ Zp—Zc
und
|ABf = (XB_XA)z + (yB_yA)Z + (ZB_ZA)Z
|ABf = ((XB_XC) - (XA_XC))Z + ((YB_YC) - (YA_YC))z + ((ZB_ZC) - (ZA_ZC))Z
|ABf = (XB—XC)Z—Z(XB—XC)(XA—XC)+(XA—XC)2
+ (YB_YC)Z_Z(VB_VC)(yA_YC)"'(YA_yo)z
+ (zB—zC)z—2(28—20)(ZA—20)+(2A—2C)2
|ABf = (XB_XC)2+(yB_yC)2+ (ZB_ZC)2 + (XA_Xc)z"'(YA_yc)z"' (ZA_ZC)2
- 2[(XB_XC)(XA_XC) + (YB_YC)(YA_YC) + (ZB_ZC)(ZA_ZC)]
IABF = |CB® + |CA* — 2[(XB_XC)(XA_XC) + (YB_YC)(YA_YC) + (ZB_ZC)(ZA_ZC)]

Der Vergleich mit dem Kosinussatz liefert :

(XB_XC)(XA_XC) + (YB_YC)(YA_YC) + (ZB_ZC)(ZA_ZC) = |CB||CA|cosy
Die linke Seite bezeichnet man auch als Skalarprodukt der Richtungen CB , CA .

B-CA = (XB—XC)(XA—XC) + (yB—yC)(yA—yC) + (zB—zC)(zA—zC) = |CB||CA|cosy
Satz . .
Zwei Richtungen CB , CA stehen senkrecht aufeinander, genau dann wenn das

Skalarprodukt gleich Null ist :

CB L CA N CB-CA =0
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Schnittmenge : Ebene — Kugel

E : ax + by +cz+d=20

Kuy, (x — xM)2 + (y - yM)2 + (z — zM)2 =r?

Wahlt man einen Punkt F(xF|yF|zF) der Ebene , so folgt mit der Ebenengleichung
axg + byg + czce +d =0

ax + by +cz+d=0

a(x—xF) + b(y—yF) + c(z—zF) =0
E : alx—xg| + bly—vye + c[z—z¢) = 0
a X=X
Interpretation als Skalarprodukt-Gleichung fur Richtungen (b | , [y—y;
c zZ—2z
a X—Xg
b Y=Ye| = 0
c z—-z.
X—Xg a
Das heilt, dass alle Richtungen |y—y_| der Ebene senkrecht auf der Richtung |b
z—z. c
stehen.

Ohne der Beschrankung der Allgemeinheit kann man annehmen, dass fur die Richtung
senkrecht zur Ebene va’+b?+c? = 1 gelte.

Jetzt legt man die Lotgerade | zur Ebene E durch den Mittelpunkt M der
Kugel :

X = Xy + sa
y = yu + sb mit a’+b’+c® = 1
Z = zy + SC
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Schnittmenge Lotgerade mit der Ebene :

a(x—xF) + b(y—yF) + c(z—zF) =0
a(x,\,I + sa—xF) + b(yM + sb—yF) + c(z,\,I + sc—zF) =0

a(xy—xe| + a’s + bly,—yg] + b’s + clzy—z) + c’s = 0

la%+b’+c?s + a(xy—x¢) + blyy—ve) + clzy—2z) = 0
(@a*+b’+c?s = —a(xy—x:| = blyy—v¢) — clzy—z)
(a*+b’+c?s = a(xe—xy| + blye—yu) + c(z—2zy)

s = a(xe—xu) + blye—yu| + cze—2zy]

a Xg— Xy
S = |b||[Ye—Ynm
c Z-—2),

Schnittpunkt der Lotgeraden mit der Ebene :

C(XC|yC|ZC) = C(XM+Sa | yut+sb | ZM+SC)
Abstand |MC| :
|MC|2 = (XC_XM>2 + (YC_yM)Z + (ZC_ZM)Z

IMCP = (sa)® + (sbf* + (sc|
IMCF = s®a® + s?b® + s’c?
IMCE = s%a® + b® + ¢
IMCF = s®

IMC| = |s|
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Wir nehmen an, dass E N Kuy, # { } undirgend ein Punkt S € E n Kuy,
gegeben sei . Dann ist das Dreieck AMCS rechtwinklig und es gilt :

IMSF = |SC]* + |CMF

r’ = |SC| + s?

ISC” = r* — §* =: R?
Alle Punkte S € E N Kuy, liegenaufdemKreis K;r c E , das heil’t

E N Kuy, € Ker € E
Auch die Umkehrung Kg;.x < E N Kuy, ist richtig. Dennist S € Kcr © E , so
folgt

IMSF = [SC]* + |CMF

MSf = R® + §°

IMS]

=r —s" +s
|MS|2 2 2 2
IMSF = r?

S e En Ky, -

Die Schnittmenge Ebene - Kugel ist gegeben durch | E N Ku,., = K..x ¢ E
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Schnittmenge : Kugel — Kugel

KT (X - X1)2 + (y - y1)2 + (Z - 21) =1, M1(X1|Y1|Z1)

Kuy,,, (X - X2)2 + (y - y2)2 + (Z - Zz) =TI Mz(X2|Y2|Zz)

2

X2 — 2X + X, kY Y,y Y, + Z

X —2xx + x> +y —yy+y’i+z" -2zz+2z"-r?=0
2 -

— 22,z +2,° -1, =0
—2(x2—x1)x — 2(y2—y1)y — 2(22—21)2 + x4y f+zi—x -y, —z, 0+, -2 = 0

_2(X2_X1)X — 2(Y2_y1)y — 2(22_21)2 + )(12"'3/12"'212_)(22_3/22_222""“22_"12

=0
\/(_2(X2_x1))2+(_2(Y2_y1))2"'(_2(22_21))2
—(X2—X1)X - (yz_Y1)y - (22_21)2 + X4y 420X,y =2 4 -0
\/(Xz_x1)2+(y2_Y1)2"'(22_21)2 2\/(Xz_x1)2+<Y2_Y1)2+(22_Z1)2
—(xz—x1)x - (yz—y1)y — (22—21)2 .\ X 2+y 24z 2= x, 2y, =z, P -
IM; M, 2|M;M,|
_(Xz_x1) _(Y2_y1) _(22_21) )(12"'3’12"'212_)(22_3/22_222""'22_"12 -0

+ y + zZ +
MM MM, MM, 2|M, M,

a = _(Xz_x1) b = _(YZ_Y1) - _(22_21)
M, M, M M,| IM; M|

. x12+y12+z12—x22—y22—222+r22— r12
2|M; M|

E : ax + by +cz+d=0 mit Jal+b?+c? = 1

Es giltalso Kuy ., N Kuy, < E .
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Nun betrachte man wieder die Lotgerade | zu E durch den Mittelpunkt M, der
Kugel Kuy,

X = X, + sa
y, + sb mit Jal+b?+c? = 1
Z =z, + sC

Der Mittelpunkt M, der Kugel Ku, , liegt nun auch auf der Lotgeraden |

Setzt man die Koordinaten von Mz(x2|y2|zz) und s = —|M,;M,| , so werden die
folgenden Gleichungen erflllt :

_(Y2_Y1)
IVEVEEEEE y =Y+ S 0 = TYEVEES
IM;M,| 1 MM, | MM,

Die Lotgeraden zu E durch M, und zu E durch M, sind also identisch.

Wie bereits beim Problem ,Schnitt: Ebene - Kugel® gezeigt, schneidet die Lotgerade
| zu E durch M, im Punkt C(xC|yC|zC) und es gilt

C(xC|yC|zC) = C(x1+sa | yi+sb | z1+sc) ,

, F(xF|yF|zF) irgend ein FulRpunkt der Ebene ,

o
[l
o oTow
<
m
=<

IM,C| = [s| ,
ENKuy, =Keg cE , RR=r2- ¢
Ebenso gelten auch die entsprechenden Gleichungen :

C(xC|yC|zC) = C(x2+ta | y+tb | 22+tc) :

a Xg— X,

t = |b Ye— Yo | F(xF|yF|zF) irgend ein FulRpunkt der Ebene ,
c Z.—2,

IM,C| = [t] ,

EnNKuy, =Keg ©cE , R =r°- ¢t
Wegen KUM1;r1ﬂKUM2;r2 c E , EﬂKUMNW = KC;RCE s EﬂKUMZ;r2 = KC;RCE f0|gt

Kuy, KUy, = ([ENKuy,, |0[ENKu, | = Ko rnKer = Kog

Es genugt also Ku, .. NE zu bestimmen .
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Schnittmenge : Kugel — Kugel (elementar)

Man legt eine Axialschnittebene durch M, M,

Die Dreiecke AM;M,S und AM;M,S' sind nach dem Kongruenzsatz sss
kongruent AM;M,S = AM,;M,S" , stimmen also auch in den Winkeln Uberein.

Die Verbindungslinie SS' ist orthogonal zu M, M,

Die Dreiecke AM,CS , AM,CS' sind nach dem Kongruenzsatz sws kongruent,
alsoist <M,CS = <M,CS' = 90°

Nun betrachtet man in irgend einer anderen Axialschnittebene durch MM, das Dreieck
AM;M,S" und fallt die Hohe C'S"' .

Nach dem Kongruenzsatz wsw gilt AM,S"C =~ AM,S'C und  somit
|M20'| = |M20| , C' = C .

Dies zeigt : Fur alle Punkte S € Kuy., N Kuy, sind die Abstande [SC| =: R
konstant, und fir die Winkel gilt <M,CS = 90° .

Genauer gesagt liegen alle Punkte S € Kuy, N Kuy, auf einem Kreis K¢z in
der Ebene durch C senkrechtzu MM, :

Kuy., N Ku,, =KegcE , ELMM, , CecE
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Berechnungen

2
le-sf + R® = r,
e —2es +s°+ R’ =1,

2
—e” +2es =717 —r,

2

2

2

2 2 2 2
. r> + e’ —r, o s r,” +e —r,
— - e —
2e 2e
R2 = r12 _ g2
2
2 2 ' +e —r’
R* =r" - 5
4e
4 4 4 2 2 2.2 2.2
RZ - 2_Mh +te+n + 2r,°e” — 2r,°r,” — 2e€°r,
-
4¢°
,  4rfe’ —[rt+ e+t + 2r2e® — 2r%r2 - 26%r)
R? =
4¢°
2. 2 2 2 2_ 2 4 4 4
Rz:2r1r2 + 2r°e” + 2r,5e¢" —r, —r, — e
4e°
4
R var2r? + 2rfe? + 2r,%e -t -1t — e
B 2e
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