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Kombinatorik

Zeichenketten

Zeichenketten.
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Zeichenketten mit Wiederholungen

A, A, B, B, B, 5

Aufheben der Nummerierung bei A
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Aufheben der Nummerierung bei B
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Zeichenketten mit Wiederholungen

>

>

vy
L0

\ v J \ v
k n-k
Zu k Zeichen A und n-k Zeichen B gibt es genau rk“Tk)' Zeichenketten
der Lange n.
|
Definition, Schreibweise und Sprechweise: np.- , h uberk“
k k! - (n—k)!

(8):21 => (0! :=1

Beispiel:
Eine Minze mit Zahl (Z) und Wappen (W) wird 8 mal geworfen.
Wie viele Ausgange sind moglich?

2° = 256
Wie viele Mdglichkeiten gibt es, fir 3 mal Z und 5 mal W ?

8! _ 8! _ 8765 _ 876

31 (8-3)] _ 31-51 3214 .50 324 0

Wie viele Moglichkeiten gibt es, beim 1. Wurf und beim 8. Wurf Z zu werfen ?

(94 -9

T 016! T Ar50 T 21 ar T 33 Taror Al T o610

1+6+15+20+15 +6 +1 = 64

Andere Betrachtung:
Fir die 6 Wirfe, vom 2. Wurf bis zum 7. Wurf, gibt es 2° = 64 Maoglichkeiten
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Allgemeine Binomische Formel

la+bf = (a+b)(a+b)(a+b)(a+b)(a+b)
(a+bf = aaaaa + aaaab + aaabb + aabbb + abbbb + bbbbb
aaaba ) .
aabaa
abaaa
baaaa
la+b = (g)a“bo + (i)a4b1 + (g)asz + (g)a2b3 + (?)a%“ + (g)aob5
Allgemein:
no_ N\|_.n,o0 n n—1p.1 N|_1,..n-1 N|_own
(a+b|" = (n)ab + (n_1)a b' + + (1)ab + (O)ab

(a+b)" = }S(n)akb"k gesprochen: , Summe (E)akb“"k kvon O bis n ,

Die Koeffizienten (E) heiRen Binomialkoeffizienten .
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Ziehungen aus Urnen

In einer Urne seien n Kugeln B,, .., B, . Es werden nacheinander k Kugeln

gezogen. Dabei kann zurlickgelegt werden oder nicht und die Reihenfolge beachtet werden
oder nicht. Wie viele Ausgange sind jeweils moglich fir die Falle:

I Reihenfolge, Zurtcklegen

Il Reihenfolge, ohne Zurucklegen

lll ohne Reihenfolge, Zurlcklegen

IV ohne Reihenfolge, ohne Zurucklegen ?

Zurucklegen ohne Zurucklegen

n-(n—1)-....(n—(k—1))

Reihenfolge n - (nn'(_nl:):)'---'(n—(k—‘l))-(n—k)!

(n—k)!

1] v

ohne Reihenfolge n—1+k n!
(n—k)! - k!

Der ,schwierigste® Fall ist der Fall lll:
Jeder Ausgang kann in eine Tabelle eingetragen werden. Das x gibt an, dass die
entsprechende Kugel gezogen wurde.

Jeder Ausgang kann man eindeutig als Zeichenkette bestehend aus den n-1 Zeichen |
n—1+k

K solche Zeichenketten.

und k Zeichen x darstellen, und es gibt genau

49

5 ) = 13983816 Moglichkeiten.

Bemerkung: Beim Lottospiel , 6 aus 49" ergeben sich (
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Wirfelexperiment

2 Spielwurfel W, , W, werden geworfen.
Wie viele Ausgange (Ereignisse) sind moglich?

W, W,

OOk, WN -

OOk, WN -

Ok, wWDN -

OO WN -

OOk WN -
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Berechnung der Haufigkeiten der Augensummen W, + W,

1 112 | 13 | 14 15 | 16

21 | 22 | 23 | 24 25 | 26

31 | 32 | 33 | 34 | 35 | 36

41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46

51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56

61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66
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Berechnung der Haufigkeiten der Augensummen W, + W,

W,

11,012 /18 /14 s %%

21//22 23,24 /25 26 ¢
W 31//32 3334 /35 /35><

41,0742 (43 (44 /45/ 46

51,052 53,154,/ 55,/ 56 4

61,624 6%/64 65 66
h(Wo+W,=2] = 1 )
h(W,+W,=3) = 2
h(W,+W,=4) =

> h(W,+W,=x] = x — 1 fir x € {2,...,7}

h(W,+W,=5| = 4
h(W,+W,=6) = 5
h(W,+W,=7] = 6  J
h(W,+W,=8) = 5 "
h(W,+W,=9] = 4
h(Wi+W,=10) = 3 > h(W,+W,=x] = —x + 13 fir x € {8,..,12}
h(W,+W,=11) = 2 x=8+t,y=5-t = y=-x+13
(
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Definition der Wahrscheinlichkeit nach Laplace (1749 - 1827)

Beim Waurfelexperiment mit 2 Warfeln W, , W, Dbetrachtet man die Augensumme
W, + W, mit insgesamt H = 6° = 36 Ausgangen (Ereignissen) A= W,+W,=i ,
i€ {2,...,12}

Die Wahrscheinlichkeit fur das Ereignis A, ist definiert durch:

Man sagt auch die Wahrscheinlichkeit fur das Ereignis A, ist gleich dem Quotient der Zahl
der gunstigen Ereignisse und der Gesamtzahl der Ereignisse.

Konsequenz fir die ,Elementarereignisse®: p(ij) = 1ﬁ faralle i, j € {1,...,6}
h(A) i1 .
p(Ai) =5 T3 far i € (2,...,7}
_h(A) w13
p(A) = o= o fir i< (8,..,12]
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Wahrscheinlichkeitsverteilung fur die Augensummen W, + W,

oW, +w,) A

6/36 ®

5/36 o ®

4/36 o ®

3/36 ® o

2/36 ® ®

T .,

W‘l +W2
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Berechnung der Haufigkeiten bzw. Wahrscheinlichkeiten der Augenprodukte W, -

W,

11 12 | 13 | 14 | 15 16

21 | 22 | 23 | 24 25 | 26

31 | 32 | 33 | 34 35| 36
W,

41 | 42 | 43 | 44 | 45 46

51 | 52 | 53 | 54 55 | 56

61 | 62 | 63 | 64 65 | 66
p(W,-W,=1) = 1/36 p(W,-W,=24] = 2/36
p(W,-W,=2) = 2/36 p(W,-W,=25| = 1/36
p(W,-W,=3) = 2/36 p(W,-W,=30] = 2/36
p(W,-W,=4| = 3/36 p(W,-W,=36| = 1/36
p(W,-W,=5) = 2/36
p(W,-W,=6) = 4/36
p(W,-W,=8) = 2/36
p(W-W,=9] = 1/36

p(W,-W,=18] =

©
=
=
N
L
N
o
I

2/36

2/36
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Allgemeiner Additionssatz

Werfen von 2 Spielwarfelin - W, , W, .
W,
)
1N 12 | 1314/ 15 | 16
W, /
21 ?/?/24 25 | 26
y/%/% 34 | 35 | 36
<y/42 43 | 44N 45 | 46
A | 51| 52| 53 54 55\ 56
61 | 62 63 | 64 | 65 | 66
A 2 W, +W,=5 h(A) = 4
B 2 W,<W, h(B) = 15
ANB 2 (23, 14] h(ANB) = 2
S(AUB) = h(AUB)
H
S(AUB) = h(A) + h(A) — h(ANB)
_h(A) . h(B) h(AnB)
PIAUB) = B+ j H
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Additionssatz fur disjunkte Ereignisse

Werfen von 2 Spielwarfelin - W, , W, .

W,
'\1112 13 1 14 | 15 | 16
21\\22 23 | 24 | 25 | 26
31 32\\33 34 | 35 | 36
W, N
41 | 42 43\44 45 | 46
A\
51 | 52 | 53 54@ 56
61 | 62 | 63 | 64 65\\6\6
|
A
A = W, >W,
B = W;<W,

Da A und Bdisjunkt sind, ANB = { } , folgt der Additionssatz :

p(AUB) = p(A) + p(B)
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Bedingte Wahrscheinlichkeit

Werfen von 2 Spielwarfelin - W, , W, .

W,
| 0
11 12 13//14/> 15 16
21 22//23//24 25 26
31 /32 /33 34 35 36
%67

41/ 42 | 43 | 44 N45 | 46

Al 51 | 52 | 53 | 54 | 55 N\56

61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66

A 2 W HW,=5 h(A) = 4 p(A) = 3=
B 2 W,<W, h(B) = 15 o(B) = ;%
AMB = (23 , 14] h(AnB) =2 p(AnB) = £

Man wusste, dass bei einem Wurf das Ereignis A aufgetreten ist, und man fragt nach der
Wahrscheinlichkeit fir das Ereignis B ?

Diese Wahrscheinlichkeit heidt die durch A bedingte Wahrscheinlichkeit flir B und
wird bezeichnet mit p,(B) .

BN

Pa(B) = AT PA(B) =

Entsprechend erhélt man die durch B bedingte Wahrscheinlichkeit fir A , pg(A) .

Ps(A) = h(B) Pa(A) = T&
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Es folgt:

, analog ps(A) =

Die Ereignisse A und B heilRen unabhangig voneinander, falls gilt:

Pa(B) = p(B) oder  pg(A) = p(A) .

Es gelteetwa p,(B) = p(B) . Dannfolgt:

_ P(ANB)
p(B) = o(A)
p(A) = BEOBL — py(a)

und daraus der

Produktsatz fur unabhangige Ereignisse

p(ANB) = p(A) - p(B)
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Beispiel zum Produktsatz

Werfen von 2 Spielwirfein - W, , W, .

W,

— — —

[ 11 12| 13 [|14] 15 [16]] A

21 |22 23 ||124| 25 ||26

31 /132 33 |34 35 |36

W,
41 |42 43 || 44| 45 | |46
51 |52 53 ||54|| 55 |56
61 62| 63 |64/ 65 ||66
A 2 W,=1
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Totale Wahrscheinlichkeit

Zwei Zweigwerke W, , W,
Gesamtproduktion habe den Umfang H . Die Ware aus W, ist zu 90% normgerecht und

dieaus W, zu 95%.

produzieren 70% bzw. 30% einer Ware. Die

09 ~ N
W1
0.7 9
095 ~ N
0.3
W2
N
H
W1 W2
N
W,NN W,NN
N=WnNUWNN , WnW, ={}
hIN) = h{W,;nN] + h(W,NN]
h(NJ = h{W,) - py (N} + h(W,) - py(N] 1 :H

p(N) = p(W,] - py,[N) + p(W,) - p,[N]| Satzvon der totalen Wahrscheinlichkeit

p(N) = 0,7 - 09 + 0,3 - 0,95

p(N) = 0,915
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Satz von der Totalen Wahrscheinlichkeit (Verallgemeinerung)

Der Ereignisraum habe eine disjunkte Zerlegung in die Teilmengen A, , ..., A, mitden
Wahrscheinlichkeiten  p(A;] , ... , p(A,] . Falls fiir ein Ereignis B die bedingten
Wahrscheinlichkeiten  p, (B] ..., p,[B] gegeben sind, gilt:

p(B] = p(A)] - pa(B) + . . . + p[A,] - p,(B
Beispiel

Die Schuler einer Schule sind in die 3 Stufen Primarstufe P , Sekundarstufe Sl und
Sekundarstufe SlI eingeteilt. Die entsprechende Verteilung ist :

pP) = 0,45 , p[SI) = 0,30 , p[Sll| = 0,25 .
F = ,Kommt mit dem Fahrrad zur Schule®.

pP(F) = 0’32 ’ pSI(F) = 0128 ’ pS”(F) - 0,05 .

Es folgt:
p(F) = p(P) : pP(F) + p(SU : p3|(F) + p(S”) : psu(F)
p(F] = 0,45 - 0,32 + 0,30 - 0,28 + 0,25 - 0,05

p(F] = 0,253
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Satz von Bayes (1701 -1761)

Falls die Wahrscheinlichkeiten p(A] # 0 und p(B] # 0 und p,(B) gegeben sind,
folgt :

Beweis:
p(BNA) = p(AnB)
p(B) - ps(A) = p(A] - p4[B]

polal = B pulB

g.e.d.

Beispiel

In einem Sportverein sind 30% der Aktiven Frauen : p(F] = 0,30 .
25% aller Aktiven betreiben Leichtathletik : p[lL)] = 0,25 .
60% der Leichtathletik Betreibenden sind Frauen : p.[F] = 0,60 .

Wie viel Prozent der Frauen betreiben Leichtathletik ?

pF(I—) = m : pL(F)
L) = G55 - 060
prlL) = 050
pe(L] = 50%
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Bernoulli-Experimente (Jacob I. Bernoulli 1655-1705)

Ein Zufallsexperiment bei dem nur die Ausgdnge A , A und die Wahrscheinlichkeiten
p(A] = p , plA] = 1—p betrachtet werden heilt Bernoulli-Erxperiment . Das

Experiment werde 5-mal durchgefluhrt.

Die Ausgange A , A sind bei Wiederholungen jeweils unabhdngig, so dass die

Wahrscheinlichkeit fiir jedes der 2° Ereignisse nach dem Produktsatz bestimmt werden

kann.

Zum Beispiel ist p(AAAAA| = p-p-(1—p)-p-(1-p) = p>(1-p)* = p*-(1-p)°® .

Betrachtet man nun fiir jedes k € {0,...,5] die Ereignisse
A, = ,Der Ausgang A kommt genau k-mal vor* , so folgen nach dem Additionssatz

die Wahrscheinlichkeiten | p[A,| = (5)-pk~(1 —p)°™ | . Man schreibt auch gerne nur

Kk
plk| = ([:’)'p““—p)“

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung heit Binomialverteilung B; . p(k) (gesprochen: ,.B 5 p

von k), wegen des Vorkommens der Binomialkoeffizienten (i)

Fir p =06 , 1—-p = 0,4 ergibt sich:

p(A,] = 0,1024 D A
plA,) = 0,07680
p(A, = 0,2304 04
plA,) = 0,3456
p(A,) = 0,25920
p(As) = 0,07776 03
0,2
0,1
P
C 1 2 3 4 5
A, A, A, A, A, A, A
Bei n Wiederholungen des Zufallsexperiments mit den Ausgangen A , A und den
Wahrscheinlichkeiten p(A) = p , plA] = 1-p erhalt man  Binomialverteilung
B, . k] mit |plk] = (E)-p"-(1—p)”’k fir k € [0,...,n]
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Gesetz der groBen Zahlen (Jacob |. Bernoulli 1713)

Beim Werfen eine Mlnze interessiere das Ergebnis ,Zahl“ , Z. Das 5-malige Werfen einer

Minze liefert  wegen p=1-p = 1 die  Binomialverteilung B k) mit
2
5 1 5 1 5-k
K = 3|{1] (1
p(k) ik (2) , also k € [0,...,5]
2 R
plo) = [, 17] = 1(2) = 0,03125 |
5\ (1) 1\° _ 5
1 = | — = H.|— = — = 1562
pl1) = |3]15 5(2) o5 = 015625 ,
5\ (1) 1° _ 10
2] = 1= = 10| =| = = 0,31250 ..
p( ) 5)'12 (2) 32 , USW

04
10/32

03

0.2
5/32

0,1
1/32

C 1 2 3 4 5 K

Bemerkung: Anstatt eine Munze 5-mal zu werfen, kann man sich auch vorstellen, dass 5
Mdnzen gleichzeitig geworfen werden. Man erhalt in beiden Fallen die gleiche
Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Beim Werfen von 5 Minzen wurde man nun Folgendes erwarten: Ein Ereignis mit hoherer
Wahrscheinlichkeit misste bei sehr vielen Durchfilhrungen mit einer groReren relativen
Haufigkeit auftreten, als ein anderes mit geringerer Wahrscheinlichkeit.

plk] > plk') > 1kl ~>r[k)  fir n > 1

Entsprechendes wiurde man erwarten bei Ereignissen mit gleicher Wahrscheinlichkeit.

plk] = plk')] = rlkl ~r. (k' Fir n > 1
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Mehr noch,

die Wahrscheinlichkeitsverteilung musste sich bei
Durchfiihrungen annahernd in der Verteilung der relativen Haufigkeiten spiegeln.

Far

n > 1

Dazu werfen wir zum Beispiel die 5 Minzen

sehr

vielen

n=128- mal, und geben jeweils die relative

Haufigkeit r (k) , k € (0,..,5 an.
K 0 1 2 3 4
(K) 4 20 40 40 20 4
P 128 128 128 128 128 128
Fios(K) 3 25 42 34 19 S
128 128 128 128 128 128 128
p(k) A
r128(k)
42/128
40/128
34/128
25/128
19/128 20/128
5/128 4/128
3/128
1 2 3 4

Die absolute bzw. relative Haufigkeitsverteilung
anderen Versuchsreihe im Umfang von
sie sind also GroRen, die dem Zufall unterliegen. Ebenso ergeben sich auch fur diese

Haufigkeitsverteilungen h,(k) , r.(k) Werte in Abhangigkeit von von n .

hisg(K) , (k) und kénnen in einer

Stochastik 23
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Wir setzen allgemein ein Bernoulli-Experiment mit den Ausgangen A A und den
Wahrscheinlichkeiten p(A] = p , p(A) = 1—-p voraus, welches bei n Durchgéngen

die Binomialverteilung B, (k| liefert mit p(k| = (rk] P (1—pr* fur k € {0,..,n]

Nun ist die Wahrscheinlichkeit, dass h,(A) den Wert k annimmt, gegeben durch

p(h,(A)=k]| = (E).pk.“_p)nk |

Wenn andererseits bei n DurchfUhrungen das Ergebnis A genau k mal vorkame,

ha(A)

h,(A)=k , erhielte man die relative Haufigkeit r (A) = .

, die jedoch nicht mit dem

theoretischen Wert p(A) = p Ubereinstimmen muss, sondern von diesem mehr oder
weniger abweicht.

Darum betrachten wir nun Wahrscheinlichkeit dafir , dass r,(A) von p ummehrals e
abweicht: p(|r,(A)—p| > € .

p(Ira(A)=pl > €| = p(r.(A)—p<—c oder r,(A)—p>¢|
p(Ira(A)=pl > €| = p(r.(A)<p—c oder r,(A)>p+e|
p(Ir,(A)=p| > ¢ = p :4A><p—e oder %iél>p+e
p(Ir(A)=pl > €] = p(h,(A)<nlp—¢| oder h,(A)>n(p+c])
p(Ir(A)—pl > €] = p(hs(A)<nlp—el| + p[h,(A)>n(p+el|
pllra(A)=pl > €] = 2 p(hy(A)=k) + > p(h,(A)=k)

k<n(p—¢) k>n(p+e)
Es qilt nun Folgendes:
k<n(p—e) = np—k>ne = [(np—kP>n’¢® = [(k—np/>n’e’

k>n(pte) = k—np>ne = (k—np/>n°e’

(k—np)*

2 2
ne

Fur alle Werte k, Uber die summiert wird, gilt also >1
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Die Gleichung

p(r.(A)=pl > ¢/ = 2> p(h,(A)=k) + 2. p(h,(A)=k)

kann man deshalb in folgend Ungleichung Uberfihren, wenn man die rechte Seite mit

2
(kz—znp) >1 multipliziert, also vergroRert:
n’e
k—np[’ k—np/?
olina)pl > ¢ < 3 KMo Az + 3 KomRP o (a)=k
k<n(p—c) N € k>n(p+e) N €

n*e®p(Ir,(A)—p| > €] < X (k—np/p(h(A)=k) + 2 [k—npfp(h (A)=k)

n?ep(r.(A)-pl > | < 3 [k—np*p(h,(A)=k)

=~
Il
o

n?e’p(r,(A)-p| > €] < kZZO(k2—2npk+n2p2)p(hn(A):k)

n?ep(r(A)-pl > €| < 3 k2p(h,(A)=k) znpékpmn(m:k) ; n2p2§p<hn<A>=k>

Wegen p(h,(A)=k| = (E)pkﬁ—p)”"‘ folgt :

n

ne’p(|r,(A)—pl>e)]<. kz(E)pkM —p)”‘k—ZnPKZ:(]) k(”)pk(1 —p)'+n’p’

k=0 k k=0
N o Y N -\ y “ g Y
S, Sy So
Weil fir k >1
[ = kn(n—1)...(n—k+1) _n(n=1)...(n—k+1) _ n(n—1)...(n—k+1) _ p[n-1
kK] = “k(k=1)..1 = (k=1)..1 = k1) = Mk-1
und k >2
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folgt fur S, , S, , S, :

)p"(1—p)"‘k Setze m=k—-1 & k=m+1

Setze m=k-2 & k=m+2
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S, = np + n(n—1)p?(p+(1-p)" "~
S, = np + n(n—1)p°
S, = np + n’p’—np’

S, = n’p*+np(1-p)

S, = Z(E)pkﬁ—p)”‘k = [1+(1-p)/

k=0

80:1

Jetzt folgt fur die Abschatzung:

n*e’p(Ir,(A)—pl>e)<. kz(ﬂ p“(1—p)"*—2np 3, k(ﬂ)pkﬁ —p)' *+n*p? ), (E)pkﬁ—p)“
k=0 k=0 k=0
. J . ~ J g J

S, = n°p°+np(1-p) S; = np S,

II<

n“e’p(Ir,(A)—-pl>¢) < n*p® + np(1-p) — 2n’*p® + n’p

n’e’p(Ir,(A)-pl>¢) < np(1-p)

pllry(A)-pl>e] < 2L1=R)
p(Ir,(A)—pl>¢) < ﬁ(el_p)
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Nun ist der Wert p(1—p) am grétenfir p = (1-p) = 1

> ,also p(1-p) :% und

o(Ir.(A)—pl>e) <

4n¢?

Die Wahrscheinlichkeit, dass die relative Haufigkeit des Ereignisses A von der
Wahrscheinlichkeit p des Ereignisses A um mehr als € abweicht, wird beliebig klein,
wenn der Umfang n des Bernoulli-Experiments gentigend grof3 wird.

Es folgt

p(Ira(A)—pl<e) = 1 — p(Ir.(A)—pl>e]

1
4ne?

p(|rn(A)—p|3e) > 1 —

Damit ist folgender Satz bewiesen:

Satz (Bernoullisches Gesetz der grofRen Zahlen)

Fir jedes Bernoulli-Experiment mit den Ausgangen A A und den Wahrscheinlichkeiten
p(A)=p und p(A)=1-p vom Umfang n giltfir die relative Haufigkeit r,(A) :

Firjedes e > 0 st

1 =, das heil’t lim p(lrn(A)—pISG) =1
4n€ n->ow

p(|rn(A)—p|Se) > 1 —
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