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Eine nutzliche konvergente Folge

Fir a€R , a>0 ist lim VYa = 1

n-=>o0

Beweis:
1. Fall: a > 1

Man muss zeigen:

Zu jedem € > o0 gibt es ein n, € IN, so dass fur alle n > n, gilt
Wg — 1| < € .

Sei also irgend ein € > o gegeben. Um ein n, € IN zu finden, macht man zunachst
folgende Umformungen:

Wg—1|<e
Va -1 <e
Ya <1+ ¢
a<[1+¢€f

Nach dem Allgemeinen Binomischen Lehrsatz bzw. der Bernoullischen Ungleichung
gilt :

M1+ =1+ ("121)1”_%1 + (niz)f‘_zez + ...

(1+e)":1+ne+n

(1 + ¢ >1+ne

Die rechte Seite der Bernoullischen Ungleichung wachst in Abhangigkeit von n
unbegrenzt, das heil’t, ab einem gewissen n wirdes a uUbertreffen:

1+ ne > a

ne >a — 1
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; , , a— 1 R
Wahlt man nun ein ny, € N mit n, > , so gilt fir alle n > n,

nacheinander :

a—1

n >
1+ ne > a
1+ ¢ >a
1+¢>7Ya
e>Va - 1
¢ > ¥a - 1l
Wa — 1 < e .

Im Fall, dass a > 1 ist, giltalso: lim Ya = 1

n-=>w

2.Fall: 0 <a<1 , das heilt a:al mit a' > 0

Zuerst betrachte man folgende Umformungen:

va — 1 < 1t — 4
a
W5—1|< {‘/%_1
WLM%
- ~ Ya
‘a |< Va'
Wa_1|<%|1_v;
a
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Zur Abschatzung der rechten Seite sei also irgend ein € > o gegeben.

Wegen lim Ya' = 1 gibt es zu % > 0 gibt es ein n, € N , so dass fir alle
n > n, gilt: Va' — 1] <%
Wegen lim Ya' = 1 gibt es zu % > 0 gibt es ein n, € IN , so dass fiur alle

n>n, git: W?—1|<%.

Wahit man nun  n, =max|n;n,| ,sogeltenfiralle n > n, die beiden Ungleichungen:

v €
\\/a ‘I‘ < 5
el 1
Wa 1‘ < 5

Speziell wirde aus der zweiten Ungleichung folgen :

el 1
Wa 1‘ < 5

—%<r\'/?—1<%

1 v 1
—§+1<J§<2+1

e

1

N/

a

< 2

Damit ergibt sich bezuglich der Grenzwertfrage folgende Abschatzung furalle n > n, :

Va - 1| < 1 — ¥a'

1
{l/?
U €
Va 1|<22
‘9/5—1|<e

Im Fall,dass 0 < a < 1 ist, giltalso: Ilim Ya = 1

n-=>w

g.e.d.
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Strenge Monotonie der Exponentialfunktionen auf Q

Fir ae€e R, a>0, a=# 1 istdie Funktion y = a* X € Q ist

t t wachsend fall a>1
SIeNg monoton ) “clend | * @° lo <a < 1
Beweis :
1.Fall: a > 1
Seien x;,x, € Q@ mit x, < x, , etwa x1:%, xzz%, p1 < Py -

Man zeigt nun, dass a“ < a** folgt:
ax1 < ax2

[ [
a% < a¢

‘\:i/apw < q/apz
ap1 < apz
1 < apz - P

Wegen p, — p, > 0 istdie letzte Ungleichung wahr, und es folgt die Behauptung .

2.Fa||:0<a<1,a:%,a'>1
- . I _ P2
Seien  x;,x, € Q mit x, < x, , etwa x1—E, xz—a, pPr < Po -

Man zeigt nun, dass a* > a* folgt:

v X,

al X4 < a

3 <S

1
a®

<

A
ar
ax1 > axz

Damit folgt die Behauptung.

g.e.d.
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Stetigkeit der Exponentialfunktionen auf Q

X

Fior ae€elR , a>0, a# 1 istdie Funkton y =a" , x € Q
stetig, das heil3t :

(Xo)oy € @ mit  x, » x€Q = a" > a
Beweis :
Wegen a“ =a* """ =a“" *.a“und x, — x > 0 muss man nur zeigen,

dass a" » 1 fur r, > 0

Seialsoirgend ein ¢ > o gegeben.

1 _
Wegen a™ = Ta > 1 fur m » o gibtesein m; € IN mit

1 1
am—1‘<efi]ralle m>m, ,dasheilit 1 —e<a™ <1 +¢e

1
)m - 1 fir m 2 o gbtesein m, € N mit

1

m

1
’“—1‘<eﬁjralle m>m, ,dasheiit 1 —e<a™<1+c¢

Wahlt man nun  m, >max m1,m2} , So gelten fur alle m > m, die Ungleichungen :

1
1 —e<a"<1+¢

1

m

1 — e < a <1+ ¢
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1 1

Esgiltalso 1 — € < a™,a" <1 +c¢

Wegen r, > 0 gibtesein n, € IN mit —% <r, <

Wegen der Monotonie von y = a* gilt:

1 1
a™<a" <a™ fir a > 1

1 1
a™s>a">am™ fir 0<a<1

In beiden Fallen gilt also furalle n > n,

1 —e<a" <1+ ¢
—e<a"—-1<ce€
‘ar“—1‘<e

Damit ist gezeigt, das a" - 1 fur r, » 0 qil.

1
m

fralle n > n,
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Stetige Fortsetzung der Exponentialfunktionen von Q auf R

Fir ae€lR , a>0, a# 1 lasst sich die Funkton y =a*, x € Q
stetig auf IR fortsetzen.

Beweis :

Sei p € R gegeben. Dann gibt es eine Intervallschachtelung [r,,s,| ., € @

Die Folgen (rn)nelN , (sn)nelN sind monoton und beschrankt und streben gegen
p €R

r, < r,,, furalle nelN s, > s, furalle nelN

r, < s, furalle nelN s, = r, furalle neNN

nh =2 p s, 2 p

Wegen der Monotonie der Funkton y = a* , x € @ sind die Folgen a™ , a*
monoton und ist beschrankt :

Falls a > 1 giltfuralle nelN

ry r,+1 S,

a
a

ry s,+1 S

a>

IA A
A IA

a

Falls a < 1 qiltfuralle nelN :

s, ro+1 s,

a
a

asn s,+1 ry

IA A
A IA

a

Nach dem Satz von Bolzano-WeierstraR ist jede monotone und beschrankte Folge auch
konvergent. Der Grenzwert von a™ sei

lim a™ =: z

n-=>cw
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Wegen s, » p, s, @ p, s, —r, » 0 gitdannauch

lim a* = lim a%> ™"
n->o0 n->o0

lim a> = lim a> "™ - a"
n-=>ow n=>o

lim a* = lim a> "™ .- lim a"
n-=>ow n-=>o n=>o
lim a> =1 - lim a"
n-=o0 n-> o0

lim a*> = lim a"

n-=o0 n-=> o

lim a* = z

n-=>00

Betrachtet man nun die Folge der Intervalle [ar",as"]nEIN fir a > 0 bzw. [as",ar"]nGIN
fir 0 < a < 1 , sofolgt fur die Intervalllangen :

lim |a" — a% = lim |a" — z + z — a°
n=->w n->ow

lim |a" — a% < lim |a" = 2| + |z — a*
n-=>ow n=>ow

lim |ar" — a” < lim |ar“ — z\ + lim \z — a
n=>o0 n=>o n=>o

lim |ar" —a" <0+0

n=>o0

lim |ar" —a” <0 , also

n->o0

lim |a" — a¥ = 0

n-=>o00

Die Bilder der Intervallschachtelung [rn,sn]nelN € Q mit dem Zentrum p € R unter
der Funktion y = a* , x € Q@ sind also ebenfalls Intervallschachtelungen

[ar",as"]ne,N fir  a >0 mit einem Zentrum z € R

{as",ar"]nE,N firr 0 <a <1 mit einem Zentrum z € R
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Man definiert nun fur die Zentren p € R und z € R

a’” = lm a" =2z |,
und erhalt damit die Fortsetzung der Funktion y = a* , x € Q auf
y=a, xe€R

y =a
a” :
a" U
_——
[ i _]
C ' ] »
r & s p€R
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Strenge Monotonie der Exponentialfunktionen auf R

Fir ae€e R, a>0, a=# 1 istdie Funkton y = a* , x € R st
t t wachsend fall a>1
streng monoton tallend , falls 0<a<1
Beweis :
1.Fall: a > 1
Seien p,0 € R mit p<o mit entsprechenden Intervallschachtelungen
Mol hen € @ 5 [S0,8%h] ey € @

Wegen der Monotonie der Funktion y = a* , x € Q ergibt sich folgendes Bild bzw.
folgende Abschatzung:

[ [ 1 7 [ [ 1 1
CTHh T T Cro6 T >
a'r, r', r' Sy S, s', s’

ap < ary < as1 < ao

Also ist die Funktion y = a* , x € R streng monoton wachsend.

2. Fall: 0<ax<1
Analog zeigt man, dass die Funktion y = a* , x € IR streng monoton fallend ist.

g.e.d.
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Gultigkeit der Potenzgesetze fur reelle Exponenten

Fir a,be R, a,b>0, p, oe€R git
ap_ao:ap+0

a_p:ap70

a()'

Bemerkung : Das Potenzgesetz (a”)° = a’ ° wird erst spater bewiesen werden
konnen, nachdem die Stetigkeit der Funktion y = a* X € R gezeigt ist.

Beweis :

Seien p,0 € R mit entsprechenden Intervallschachtelungen [rn,r'n]neIN € Q ,
(508w € @

Es qilt

im r,+s,=p+o0 , lmr, —s,=p—-o0,
n->o0 n-=>o

im a~=a , lma*=2a" , Ilma""%>=2a""° |
n->o n-=>o0 n->o
und es folgt :

im a™ - a* = Ilim a"**

n->o0 n->o

lim a™ - lim a* = lim a™~**

n->o0 n->ow n=>c0

a’”-a’=a""°
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lim = = lim a" " *
n» " n->w
lim a"
n;)oois = lim ar" S
lim a™ nw
n->o
P
a_ = ap -0
aO’
lim a" - b" = lim (a - b|"
n=>o0 n=>o
lim a" - lim b™ = lim (a - b|"
n-=>w n=>o n->o
a’ b =[a- b
arn a rn
lim = lim =
n->oo br” n->co b
lim a" r
al”
”."°°7r = lim £
Ilm bn n->o b
n=>o
ap B a P
b’ b
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Stetigkeit der Exponentialfunktionen auf R

X

Fior ae€eRR , a>0, a # 1 istdie Funkton y =a* , x € R
stetig, das heil3t :

Fofew ER mit 1, > peR = a" > a
Beweis :
Wegen a" =a" """ =2a""".a und r, — p > 0 mussman nurzeigen, dass

a” > 1 fir r, > 0

Sei alsoirgend ein € > o gegeben.

1 _
Wegen a™ = VTa - 1 fur m » o gibtesein m; € IN mit
1 a1
am—1‘<efi]ralle m>m, ,dasheilit 1 —e<a™ <1 +¢e

1
)m - 1 fir m 2 o gbtesein m, € N mit

1

m

1
’“—1‘<eﬁjralle m>m, ,dasheiit 1 —e<a™<1+c¢

Wahlt man nun  m, >max m1,m2} , So gelten fur alle m > m, die Ungleichungen :

1

1 —e<a"<1+¢
_1
1 —e<aT<1+e¢e€
_1 1
Esgiltalso 1 —e<a ™, a™ <1+ € .
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Wegen r, » 0 gibtesein n, € N mit —% <r, <% furalle n > n,g

Wegen der Monotonie von y = a* auf R gilt:

1

1
a™<a"<a™ fir a > 1

In beiden Fallen gilt also furalle n > n,

1 —e<a"< 1+ ¢
—e<a"—-1<ce€
‘ar"—1‘<e

Damit ist gezeigt, dass a" - 1 fir r, € R und r, > 0 gilt.
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Das Potenzgesetz fiir reelle Exponenten (a"]’ = a’

Vorbemerkungen :

Fir p € Z ist die Funkton y = x° | X € IR stetig, was direkt aus den
Grenzwertsatzen folgt.

Das heifdt: x, = x = x 7 > x°

1
Fir q € N—[0] ist die Funkton y = X% , x € R" als Umkehrfunktion der
stetigen Funktion X = y° ebenfalls stetig.

a|a
2
X

o

Das heift: x, = x = Xn
P
Fir % € Q istdie Funkton y = X9 , x € R stetig, denn es gilt :
P 1P 1P P
X, 2> X = X, 9 =1x, ¢ > \x9] = x¢

Nun kann man das Potenzgesetz (a’|” = a” ' fir reelle Exponenten beweisen :

Seien aeR , a>0 , a=#1 ,  p,0 € R mit entsprechenden
Intervallschachtelungen [r,,r'.] , € @ , [s,s"] ., € @

. Sm m

lim (ar") = (a*f

n->w

- sm . . .

lim (a’“) = lim a" * = a"" * | also

n->w n->ow

(ap)sm = g° S

lim (a’f" = lim a” *

m-=w m->

( p)U p-o

a a

g.e.d.
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