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Uneigentliche Integrale

Gegeben sei die Funktion f : [0;00] ——> R" .

b
Es existiere firalle a < b € R" das Integral f f(x) dx .

a

c b
Wenn die Grenzwerte |im f f(x) dx und lim f f(x) dx furein m € R" mit
0

a=0 b2o o

a < m < b existieren, schreibt man

T f(x) dx := Iirg T f(x) dx| ,
T f(x) dx := Lim } f(x) dx | ,
]: f(x) dx := I f(x) dx + T f(x) dx

Die so definierten Integrale heilen uneigentliche Integrale.
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Spezielle uneigentliche Integrale

2 =X’
\ '
\ o\
\\
\\
A\
\. - YEX O<ac<1
AN\ _—
\\\\ pr
1 y=x°
~ N\
// %\\\
I
r/ \\ —— y=X“ , -1<a<0
ANERNG
~—_ y=x!
\\
~~
/! \\ o
y =X
/
1 2 >
Fir o € R sind die Funktionen y = x“ , x € R’ definiert und ableitbar nach

' a—1

der Potenzregel y' = a - x

Die Aufleitung funktioniert entsprechend umgekehrt.

Fir o = —1 ist die Aufleitung der Funkton y = x ' durch den Logarithmus
y = In(x) gegeben.

In [Fehringer 2016] wurde gezeigt, dass Potenzen mit reellen Exponenten definiert werden

konnen und dass die Potenzgesetze gelten. Damit folgt :

y =x"=e = e
[] aln(] 1
= e a —
y X
Voo xa
X
yl = q - X(x—1
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o = —1
1
[ x"dx = lim [ x" dx = lim In(1) - In(a)
0 a’0 4 a->0
1
[ xTdx = =
0
> a+1<0 = —(a+1)>0
1 1
{ x* dx '3'?3 J; x“ dx = Ia|£r(|) ( a1+1 x|
1 1 1
! x* dx le) T ( x* . )
1 1 1
{xdx I;ma+1(1—a )
0 T 1
JO‘ X' dx = lal_r)rg o+1 ’ ( T - a*((z+1) )
]
f X" dx ©
0
= a+1>0
1 1
-g x* dx = Ialir(: { X dx = |a|-r;: ( a11 a+1 |
1 1 1
"c[x = 'a'fé o+1 ( : )
1 1 1
{x dx = Ialir; —y ( 1 a )
,
a 1
JO‘ X" dx a+1
Also :
1 0 fir o < -1
[ xtax = L fir 1<a
o+1
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[ x'dx = lim [ x" dx = lim In(b) — In(1)
1 b2>w 1 b-2>w

fx_1 dx =

1

?Xu a = lim (xR
?x‘* dx = lim — [ b -1
foro=m ol | gt 1
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!XdX:LI-TOa+1(X1|?)
I o _ . 1 a+1
!xdx—maﬂ(b 1)
T X*dx = o
/
Also :
7 1 fir o < -1
[ x*dx = —(a+1)
! 0 fir -1 < a
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Konvergenzkriterien fur uneigentliche Integrale

Cauchy-Kriterium

(1) Das uneigentliche Integral lim f f(x = f f(x) dx existiert genau dann,
0

a»0 4

wenneszujedem e > 0 ein § > 0 gibt, sodassfiuralle a,A € (0;8) gilt

[ 100 dx — [ flx) dx| < «

(2) Das uneigentliche Integral lim f f(x) dx = f f(x) dx existiert genau dann,

b= c

wennes zujedem € > 0 ein § > 0 gibt,sodassfiralle b,B € (§;x) gilt:

}f(x) dx - jif(x) dx | < €

Beweis (2) :

[ Bemerkung: der Beweis fur (1) wird entsprechend ausgefuhrt]

b o)
Es existiere das uneigentliche Integral lim f f(x) dx = f f(x) dx . Sei € >0

b= c

gegeben. Dann gibtesein § > 0 , sodassfiralle b € (8;) gilt:

b )
f(x) dx — f(x) d €
J; (x) dx J; (x) dx | < 5
Firalle b,B € (8;) folgtdann:
b B b © B
[ f(x)dx — [ f(x)dx | = | [ f(x)dx — f f(x) dx + [ f(x)dx — [ f(x)dx

0

f f(x)dx — } f(x)dx
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N |m
N |m

Sei nun umgekehrt das Kriterium erflllt: Zu jedem ¢ > 0 gebeesein 6 > 0 , sodass

b B
furalle b,B € (5;00) gilt: | [ f(x) dx — [ f(x) dx | < e

Seien nun (bn)nelN , (cn)nEIN irgend zwei Uber alle Grenzen hinaus wachsenden Folgen
reeller Zahlen, furdie also Iim b, = « , lim ¢, = « gelte.
n->o0 n->w

bo, Co, by Gy b, C, ...| ebenfalls lim z, = o .

n-=>ow

Dann gilt fiir die Folge (2,

neN (

Esgibtalsozu 6 > 0 ein n, € IN ,sodass furalle n >n, git z, > ¢ .

Faralle n, m >n, giltdann < € .

T f(x) dx - Zf f(x) dx

Die Folge (f f(x) dx) erfillt das Cauchy-Kriterium fiir Folgen und ist somit

neN

konvergent gegen den Grenzwert g € R .
, (f f(x) dx)

ebenfalls gegen den Grenzwert g . Dieser ist also unabhangig von der Wahl der Folgen.

von (f f(x) dx) streben

neiN nelN neiN

b,
Die Teilfolgen ( [ f(x) dx)

b
Nach dem Ubertragungsprinzip folgt nun also lim f f(x) dx = g und somit

b0 c

b

lim f f(x) dx = T f(x) dx .

b0 c

g.e.d.
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VergleichsKriterium

(M)Ist | f(x) | < g(x) und existiert das uneigentliche Integral
lim f g(x) dx = f g(x) dx
a»0 4 0

so existiert auch das uneigentliche Integral

Cc

lim f f(x) dx = j f(x) dx .

a»0 4

2)Ist | f(x) | = g(x) und existiert das uneigentliche Integral

lim } g(x) dx = T g(x) dx

b=

so existiert auch das uneigentliche Integral
b

lim f f(x) dx = T f(x) dx .

b= c

Beweis (2) :
[ Bemerkung: der Beweis flr (1) wird entsprechend ausgefihrt]

Nach Voraussetzung existiert das uneigentliche Integral f g(x) dx . Also gilt das

Cauchy-Kriterium :
Zujedem e > 0 gibtesein § > 0 ,sodassfiralle b,B € (§;0) gilt:

} g(x) dx - ? g(x) dx | < €
Es folgt dann:
} f(x) dx - ji f(x) dx | = ; f(x) dx
} f(x) dx - JEE f(x) dx | < ? | f(x) | dx
} f(x) dx - ji f(x) dx | < } g(x) dx
} f(x) dx - ji f(x) dx | < j g(x) dx — ; g(x) dx
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} f(x) dx -

}f(x) dx - }f(x) dx | < €

b
Die Funktion f f(x) dx genigt also dem Cauchy-Kriterium, und deshalb existiert das

b 0
uneigentliche Integral lim f f(x) dx = f f(x) dx

b c

g.e.d.
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Weitere uneigentliche Integrale

(1) Betrachte fir jedes n € IN die Funktionen

f. : RR, ——> R
X }%y:x”-e”‘:x—

wxMaxima 15.04.0 [x exp(-x) (AF).wxmx]

wxplot2d ( [x**exp(-x),x*2*exp(-x), x*3*exp(-x)] , [, 0, 5.5], [box, false], grid2d,
[yx_ratio, 0.5], [axes, solid], [xtics, -1, 1, 10],
[ytics, 0, 0.1, 2.5], [label, ["X", 5.5, O], ["y", O, 1.4],
™, 3.5, 0.5],[", 2.5, 0.3]] )$

y

134 . %*%E-x

1.2 : ek~ T
[ [ TP e . T e 'XE*%E'Xl

Die Funktionen f_ (x) = X—X streben fur grol3e x asymptotisch gegen die x-Achse.
e

Es ist namlich

iil Xn+1
X = i| I . X . n
I ELE (n+n1) = —2X_ alsolm < = o und lim X = 0
X X X (n+1)! xsm X X3 €
Entsprechendes gilt auch fir Funktionen f (x) = X—X mit o € R , denn fir
e
n-1<a<n, n<oa+l <n+1 , 1 < n+1—-a folgtdie Abschatzung
i& Xn+1
X iy | n+1—-a 1 . X o
€ _ k=l (n+(j). =X > X yalso Im & =« , lim X =0
X X X (n+1)! = (n+1)! xsw X xse €

a

Entsprechend zeigt man, dass lim ka =0 fir k >0 .

x>0
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(2) Betrachte fiir jedes n € IN die Integrale der Funktionen f (x) =

von 0 bis b e Ry :

n=2=0
b b
[ xXe*dx = [e*dx = —e* [} = -e” - -e° = —e®
0 0
[ Xe™dx = lim —e® + 1
0 b
[ xPe™dx = 1
0
n=1
b b
f xX'e*dx = —x"e* | - f —~1x%e ™™ dx  Produktintegration
0 0
b b
f xX-e*dx = —x"e* P + 1'f x%e™ dx
0 0
b b
[ xe*dx = —be® + 1. x’e™ dx
0 0
0 b
[ x'e™ dx = lim —b"e® + 1. x%e™ dx
0 b= 0
[ x'e™dx = 1] x"%e™ dx
0 0
[ xe*dx = 1
0
n=2
b b
2 _—x _ 2 _—Xx b 1 —X . .
f x“e dx = —-x~e" | — f —2x-e " dx Produktintegration
0 0
b b
[ x*e™dx = —xe* [} + 2] x"e™ dx
0 0
b b
[ x*e* dx = -b*e® + 2.f x"e™ dx
0 0
0 b
| x*e™ dx = lim -b*>e® + 2] x"-e™ dx
0 bo 0
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x>e X dx = 2-f x%e™ dx

O S8
N

x-e ¥ dx = 21

09—08
N

n=3
b b
[ x*e™dx = —x*e* |} — [ —3xe™* dx Produktintegration
0 0
b b
[ e dx = —x*e* [ + 3f x*e™ dx
0 0
b b
[ x*e™dx = —b%e® + 3 x"e™ dx
0 0
0 b
[ x*e™ dx = lim —b%e® + 3. x"e™ dx
0 b 0
T 3 X _ T 2 __—Xx
f xe " dx = 3-f x“e " dx
0 0
[ e dx = 321
0
usw.
Vermutung :

n

Firalle n € IN xe X dx = n!

© =33
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Beweis :

Die Aussage f xe* dx = n! seiwahrfiirirgendein n e N .
0

Dann folgt, dass die Aussage auch fir n+1 wahrist:

b b

[ x¥*e™dx = —x*e* |5 — [ —-3x%e* dx Produktintegration
0 0

b b

[ x"e™ dx = —x""e™ [ + (n+1)] x"e™ dx
0 0

b b

[ x""e™ dx = —b""e® + (n+1)] x"e™ dx

0 0

o) b

[ x*"e™ dx = lim —b™"e® + (n+1)-[ x"-e™ dx
0 b-> o0 0

[ x""e™ dx = (n+1)n!

0

[ x"e™ dx = (n+1)!

0
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Wenn nun die uneigentlichen Integrale f x"e™ dx firalle t € R existierten, kdnnte
0

man diese als Fortsetzung der Fakultatsfunktion n! auffassen.
t die Konvergenz gesichert ist, bedient man sich

Um zu untersuchen fur welche reelle
der Konvergenzkriterien fur uneigentliche Integrale. Speziell wahlt man zunachst folgende

Zerlegung des Integrationsbereichs :

1 b
x'e* dx = [ xe™ dx + [ x"e™ dx
a 1

x'e! < xe™ < X!

Q T

(0;1] die Abschatzung :

Dann folgt im Intervall
]
Weil das uneigentliche Integral f x' dx fir —1 < t existiert und und sonst divergiert

0
uneigentlichen Integrals

nach dem Vergleichskriterium die Existenz des

folgt
1
[ xte™ dx
0
Im Intervall [1;0) gelten folgende Abschatzungen :
e =1 en 6 >0 ,sodassqilt:

t
im X =0 fir t e R gibtes zu

Wegen -
X =00 2

e
Xt .
— <1 firalle & < x
e2
_X _X _X
Man erhélt weiter: x'e™* = x'e? - e? < e ?
o X
f e 2 dx existiert, folgt nach dem Vergleichskriterium
1

Da das uneigentliche Integral

auch die Existenz den uneigentlichen Integrals f xe™ dx
1

—1 < t die Existenz des uneigentlichen Integrals

Insgesamt erhalten wir flr

xe™ dx

O =8

Gammafunktion 14



Definition der Gammafunktion

Man definiert nun fir alle t > 0 die Gammafunktion

r(t) = [ x""e™ dx
0

Dann folgt speziell fur nattrliche Argumente.

e * dx = 0!

x-e™ dx = 1!

x%e™ dx = 2!

ap!
N
[
O =8 O &=—8 O =8

r'(n+1) := f x"e* dx = n!
0

Die Gammafunktion gehorcht folgender Funktionalgleichung:

r(t+1) =t - r(t) |

denn
1 b
C(t+1) := lim | [ x“e™ dx |+ lim | [ x“e™ dx
a0 a b0 1
1 b
C(t+1) = lim|x"—e™ | — [ tx'"—e™ dx| + lim|{x"—e™ [} = [ t-x""—e™ dx
a-0 a b 1
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r(t+1)

r(t+1)

r(t+1)

r(t+1)

r(t+1)

r(t+1)

lim

a~>0

b=

1 b
(—1e‘1+a‘-e‘a + t-f x'le™ dx) + lim (—b“e“’+1e—1 + t'f
a 1

1
ate™® + t-f x e dx)
a

+ lim

b=

b=

b
(—b‘-e‘b + t-f x e dx)
1
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xle™ dx)

1 b
ae? + t-f x"le™ dx) + 1e ' + lim (—b‘-e‘b + t-f x"le™ dx)
a 1

g.e.d.



