Das Heron-Verfahren zur iterativen Bestimmung von Wurzeln

(Heron von Alexandria, ca. 10 - 75)
lat.: iterare = wiederholen

Gegeben sei die Zahl A> 1. Gesucht ist die Zahl x, die die Gleichung x* = A erfilllt.

Es gilt folgende Aquivalenz :

Betrachtet man nun die entsprechenden Funktionen

y = x und y

— , SO ergibt
sich die gesuchte Losung als Schnittstelle der beiden Funktionen :

y A

x>

X4 Xo = A
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Setze x, := A .

Wegen A > 1 folgt A® > A undsomit x,° = A’ > A .Die Zahl x, = A istalso
zu grol3.

Bildet man die Zahl XA ,
0

2
so ist diese zu klein, denn es ist (XA) = — === 1 < A
0

Die gesuchte Losung x liegt also im Intervall lA ; xo]

X, 1= l(A + xo)
2\ X,

Dannist x, zu grof3, denn nach der Ungleichung vom Arithmetischen Mittel ist

2
x> = 1(A+x0) ZA-XOZA
2\ X, Xo
A
X,
2 2 2
so ist diese zu klein, denn es ist A = iz < A—2 =1< A
X1 X, A

Die gesuchte Losung x liegt also im Intervall lXA ; x1l
1

Aulerdem gilt [A ; X;l c |A ; x1l

Xo

A
— ; X,| , also x; < x, ,woraus folgt

Esist namlich x, €
Xo
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Dieser Prozess lasst sich beliebig fortsetzen, so dass man eine Folge von

ineinandergeschachtelten  Intervallen XA ;X bekommt mit  folgenden
k k €N
Eigenschaften :
lﬁ ; xk] c li ; ka] faralle k € N
X X1

A ist zu klein und x, istzugrol3 furalle k € N

Aulerdem streben die Langen der Intervalle gegen Null, was man wie folgt einsehen kann :

X = 1( A Xk—1)
2\ X

N Y SR
k 2 Xk_1 2 k—1
x:A+1 X _1o A
“ ka‘l 2 « 2 Xk1

. A _1 « A
© X 2\ X1
Wegen
A _A
X1 Xy
folgt
A _A
Xy 1 Xy
A A
— > _
X Xe g % X
und weiter
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(xk_1 _ A ) firalle k € N
X1

2
2 Xk-2

Bezlglich des Grenzverhaltens folgt nun

k
lim x, — A < lim (1) (x0 — A) = 0 ,also
k> Xk k>0 XO
lim x, — L. 0

k=2 K

Die Folge lé ; xk] ist also eine Intervallschachtelung mit dem Zentrum
k€N

Xk

und es gilt :
. A
lim x, = lim —
k= k=0 Xk

A

X = —

X

x> = A

Die Zahl x ist also die gesuchte Lésung der Gleichung x* = A
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Bemerkung :

FirdenFall x> = A mit 0 < A < 1 kann man folgendermaRen argumentieren :
x> = A
1 _1
x> A
A
X A
1 ._
Setze — = u
X
Dann ist

u die Lésung der Gleichung u* = A mit %> 1 , und es folgt

= % als Losung .
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Das Heron-Verfahren kann fiir die Bestimmung von n-ten Wurzeln erweitert werden.

x> =V mt V>1 o x:l2
X
y A
y = X
............. y —_ 1
[ — X
T J >
- X
v Xo = V
0 ' .

\ X3

Setze x, 1=V .

Wegen V > 1 folgt V° > A undsomit x,° = V° > V .DieZahl x, = V istalso
zu grol3.

Bildet man die Zahl - |

2
Xo

3 3 3
so ist diese zu klein, denn es ist v = iﬁ = 16 = i3 <V
Xo \Y Vv

Die gesuchte Losung x liegt also im Intervall [lz ; xo]
Xo
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Xo

Xy 1= 1—(% + X, + xo)
3

Dannist x, zu grof3, denn nach der Ungleichung vom Arithmetischen Mittel ist

1( v Y
—2+X0+X0 Z_‘Xo'XOZV-

3 _

X —
1 3 Xo on
v
x12 ’
3 3 3
so ist diese zu klein, denn es ist — | = LG < 16 = is <V
X, X, \Y \Y

2

Die gesuchte Losung x liegt also im Intervall [l ; x1]
X4

Xo

Aulierdem gilt [lz , xo] c lz : x1] ;

Esistnamlich x, € |— ; Xx,| , also x; < x, , woraus folgt

1 1
_ < —_
X X4
1 1
2
Xo X
vV Vv
2 2
X X4
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Dieser Prozess lasst sich beliebig fortsetzen, so dass man eine Folge von

ineinandergeschachtelten Intervallen iz ;X bekommt mit folgenden

Xk k € N
Eigenschaften :

[lz : Xk] c llz ; xk+1] furalle k € N
Xk Xic+1

v
2
Xy

ist zu klein und x, istzugro furalle k € IN

AuRerdem streben die Langen der Intervalle gegen Null, was man wie folgt einsehen kann :

11V
X = 5(—2 + 2Xk1)

Xy 1
L -1V o2
k 3 Xk712 3 k-1
x, =Y 42,4 2.V
k Xk—12 3 k—1 3 Xk—12
X, = v +gx _ v
k Xk_12 3 k—1 Xk_12
. V _ 2 x Vv
k Xk 12 3 k—1 Xk 12
Wegen
V V
7 = 3
Xi—1 Xy
folgt
Xy 1 Xy
V V
X, — > X, — —
‘ Xk—12 ‘ sz
und weiter
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furalle k € N

z_><
|
|
IA

Bezuglich des Grenzverhaltens folgt nun
im x — L < im [2][x, - L
k=0 Xk2 k=00 3 on

lim x, — = 0
k>0 X

IA

= 0 ,also

Die Folge [iz ; xk] ist also eine Intervallschachtelung mit dem Zentrum x |,
k €N

Xk

und es gilt :
. . V
lim x, = lim —
k= o0 k> Xk
x = Y

X2
x> =V

Die Zahl x ist also die gesuchte Lésung der Gleichung x* = V

g.e.d.
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Bemerkung :

FirdenFall x> =V mit 0 <V < 1 kann man folgendermaRen argumentieren :

x =V
1 _1
x> Vv
A
X V
1 .
Setze — = u
X
Dann ist

u die Lésung der Gleichung u® = IV mit %> 1 , und es folgt

= % als Losung .
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Das Heron-Verfahren zur Gleichung x> =

LibreOffice , Version: 4.4.4.3

k

xk

5

A [ xk

© oo ~NOOULhWNPEFEO

5,00000000000000000000
3,00000000000000000000
2,33333333333333000000
2,23809523809524000000
2,23606889564336000000
2,23606797749998000000
2,23606797749979000000
2,23606797749979000000
2,23606797749979000000
2,23606797749979000000
2,23606797749979000000
2,23606797749979000000
2,23606797749979000000
2,23606797749979000000
2,23606797749979000000
2,23606797749979000000
2,23606797749979000000
2,23606797749979000000

1,00000000000000000000
1,6666666666666 7000000
2,14285714285714000000
2,23404255319149000000
2,23606705935659000000
2,23606797749960000000
2,23606797749979000000
2,23606797749979000000
2,23606797749979000000
2,23606797749979000000
2,23606797749979000000
2,23606797749979000000
2,23606797749979000000
2,23606797749979000000
2,23606797749979000000
2,23606797749979000000
2,23606797749979000000
2,23606797749979000000

Das Heron-Verfahren zur Gleichung x*> = A kann geometrisch veranschaulicht werden

durch eine Folge von Rechtecken, die gegen das Quadrat mit der Kantenlange

konvergiert.

Die Rechtecke haben jeweils eine zu grof3e Breite x, und eine zu kleine Hohe

Flacheninhalt ist immer gleich A

v A

x>

x>
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Das Heron-Verfahren zur Gleichung x° =

LibreOffice , Version: 4.4.4.3

a1

k

xk

5

V | xk"2

© oo ~NOOULhWNPEFEO

5,00000000000000000000
3,40000000000000000000
2,41084198385236000000
1,89398315995149000000
1,72727396648750000000
1,71014860175656000000
1,70997596410721000000
1,70997594667670000000
1,70997594667670000000
1,70997594667670000000
1,70997594667670000000
1,70997594667670000000
1,70997594667670000000
1,70997594667670000000
1,70997594667670000000
1,70997594667670000000
1,70997594667670000000
1,70997594667670000000

0,20000000000000000000
0,43252595155709300000
0,86026551214972700000
1,39385557955952000000
1,67589787229467000000
1,70963068880853000000
1,70997591181566000000
1,70997594667670000000
1,70997594667670000000
1,70997594667670000000
1,70997594667670000000
1,70997594667670000000
1,70997594667670000000
1,70997594667670000000
1,70997594667670000000
1,70997594667670000000
1,70997594667670000000
1,70997594667670000000

Das Heron-Verfahren zur Gleichung x®> = V kann geometrisch veranschaulicht werden
durch eine Folge von quadratischen Saulen, die gegen den Warfel mit der Kantenlange x

konvergiert.

Die quadratischen Saulen haben jeweils zu gro3e Breiten x, , X,
V

Hohe

Xk

2

. Das Volumen ist immer gleich V
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und eine zu kleine



