Die 3 klassischen Mittelwerte

Voraussetzungen
Binomische Formeln

a+ b) = a® + 2ab + b’
a — b) = a®> — 2ab + b

(a + blla — b] = a® — b?

Flachenformeln

a

Satz von Thales

Jeder Winkel im Halbkreis ist ein rechter.

Satz vom Umkreis

Cc
é C k
M
C
Der Umkreismittelpunkt eines ,
rechtwinkligen Dreiecks halbiert B
die Hypothenuse . :
N
A
c

Satz des Pythagoras

a =pe b '\ a
'h
b = qc a0
) C
h® = pq

N
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Satz vonThales

Jeder Winkel im Halbkreis ist ein rechter . c

Beweis :

Wegen der Gleichschenkligkeit der Dreiecke und dem Winkelsummensatz fur Dreiecke gilt

o+ B+ (o + B = 180° c
2o + B) = 180° %p
0. N g
(oc + B) = 90° A M B

Satz vom Umkreis

Der Umkreismittelpunkt eines rechtwinkligen Dreiecks A ABC mit <C = 90°

die Hypothenuse

A\UB

Sei |AB| = ¢ und M der Mittelpunkt von AB .

Beweis :

Dannsind A , B e K

M,

Nl o

Angenommen, C ¢ K , sondern zum Beispiel au3erhalb.

M,

Nlo

halbiert

Dann gibtesein C' e KM , S0 dass nach dem Satz von Thales das Dreieck A ABC'

2
rechtwinklig ist mit <C' = 90°

Dann hatte aber das Dreieck ABCC' zwei rechte Winkel. Widerspruch !
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Satz von Pythagoras

Im rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten a und b und der Hypotenuse c gilt:

a’+b’>=c

Beweis :

Flachenbetrachtung

2 _ 2 4ab
a+ b =c*+ >

a’ + 2ab + b® = ¢? + 2ab

a’ + b =¢?
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Winkelsummensatz
o+ pf + 90° = 180°
o+ p = 90°

Winkel an Geraden
o+ fp+y=180°
90° + y = 180°
y = 90°



Euklidische Flachensatze : Kathetensatze, Hohensatz

b r\ a
:h
q p
c
a2+b2:CZ a2:p2+h2 b2:q2+h2 C:p+q
pP+h + g +h =[p+qf
p>+h>+ g+ h”=p°+2pqg+ g
2 _
2h” = 2pq
h* = pq
a’= p® + h?
a’= p® + pq
a’= plp + q|
a’= pc
Analog :
b’= qc
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Die 3 klassischen Mittelwerte

Gegeben ist das rechtwinklige Dreieck AABC mit <C = 90°

Umkreisradius A von AABC

A=P*Qa Arithmetisches Mittel von p und q .

Hohe G von AABC

G =4Vpq Geometrisches Mittel von p und q .

Projektion H von G auf A

H = 2pg Harmonisches Mittel von p und q.
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Beweis :

Der Radius ist gleich dem halben Durchmesser :

_ P +q
A= 2
Hohensatz :
G =pq
G=+Vpq
Kathetensatz
G =HA
_ G
H_A
H = P q
p+q
2
H=2PJd
p+q

g.e.d.
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Zusammenhang der 3 klassischen Mittelwerte

Satz:

Fir das Arithmetische , Geometrische und das Harmonische Mittel der Zahlen p und
q mit A = % , G =4pq und H = % gelten folgende
Ungleichungen bzw. Gleichungen:

H < G < A falls p#q ; H = G = A falls p=q

Beweis :

1) Geometrisch-anschaulicher Beweis :

Wie bereits gezeigt kommen alle 3 Mittelwerte der folgenden Figur vor :

Dreieck AABC mit <C = 90°

YT Y
q p

Weil die Katheten im rechtwinklige Dreieck immer groRer als die Hypotenuse sind, kann man
die Ungleichungen unmittelbar aus der Zeichnung ablesen.
Falls p=q ist fallen alle Strecken zusammen, undesgit H =G = A
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2) Algebraischer Beweis :

H<G
2P 9 < pg
P+ q

2 2
4 p q2<pq
p + q
4pg < 1
p + q
4 pq<|(p+q

4 pq <p’+2pg+q°
0 <p’”— 2pq + q

0 < [p—qf Wahre Aussage , falls  p=q !

2
Falls p=q qilt H:22S =p=4Vvpp=0G
G < A

p+q
2

Vp q <
2p g<p+q
4pq < (p+qf’

4pq < p° + 2pq + ¢
0 <p’—2pq + q

0 < [p—q)f Wahre Aussage , falls  p=q !

Falls p=q gilt G:\/pp:p:p;p:A
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Zusammenhang der 3 klassischen Mittelwerte

Satz :

Fir das Arithmetische , Geometrische und das Harmonische Mittel der Zahlen p und

; - p*tQq — _2pgq -
mit = G = d = :
q mi A > , p g un H o+ q gilt

G = VH A

Das Geometrische Mittel ist gleich dem Geometrischen Mittel vom Harmonischen und
Arithmetischen Mittel !

Beweis :
JH A = \/2_q P+q
p+q 2
HA=1pq
VH A =G
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Die 3 klassischen Mittelwerte am Trapez

Teilung des Trapezes in halber Hohe

c
i om :
' : h
h m, m,
2 ; :
a, a,
a
h
m_ 2
a, h
mo_1
a, 2
ay a,
m, = > analog : m, = >
m=2 4,2,
2 2

m =
2
a,+a,+c+c
m =
2
a + C
m =

Die 3 klassischen Mittelwerte 10



Teilung des Trapezes in zwei ahnliche Trapeze

9,
aZ
Strahlensatz :

aq a
— = = =1k
g1 G
9 _ G _.
C, c
a _ 9
91 Cy
a9
94 Cy
a — 91 _ 91— Gy

O Cy
a; — 04 _ g1
g, — G Cy
g, — G4 g9, — G

Wegen der Winkelgleichheit ist Ahnlichkeit mit dem Ahnlichkeitsfaktor k gezeigt .

a G
G- ¢ = G=+Vac
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Waagrechte Teilung des Trapezes durch den Diagonalenschnittpunkt

H
e, f,
a
Strahlensatze :
-2 fi_a
e, c f, c
e f
e =2 4 2r1 =241
e, c f, c
€ + & a+¢cC f1+f2_a+c
e, c f, c
€, + € _ a f,+f, a
e, h, f, h,
a+c a a+c _ a
c h, c h,
ac
h, = h1:ac
a+c a+c
H = h, + h,
2
H = ac
a+c
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Die Harmonische Teilung

Gegeben sei die Gerade AB . Gesuchtsind Punkte T, , T, auf AB mit

AT| _ |AT
TB| B IT.B|

> 1

A

/

|ATa|

Die Punkte T, , T, heiRen Harmonische Punkte zu A , B

Bemerkung :

Dann sind auch die Punkte B , A Harmonische Punkte zu T, , T, ,denn:

AT| _ |AT,
TB|  |T.B
T.B| _ |AT,]
|T.B B AT|
T.B|  |T.A|
BT| — |AT|
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Losung :

T, € AB

Falls man den Punkt
konstruieren :

vorgibt, kann man den Punkt

T, € AB wie folgt

h durch B ,

(1) g durch A , gl h

2 K[AAT]] . K[A,|TB|
3) A" € K[A AT
bezuglich AB

(4) A'B' N AB = [T,

Nach dem 2. Strahlensatz gilt :

AAY _ |AT,|
BB  |T,B]
AT| _ |AT,|
[T8[ ~ .5
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B' € K[A[TB]] ., A

Bl

14

liegen auf der gleichen Seite



Losung :

AT,
Falls man fur das Verhaltnis eine bestimmte Zahl vorgibt, etwa % =P

man die Punkte T, , T, auf AB nach folgender Konstruktion :

> 1 , findet

(1) g durch A, h duch B, g | h

(2) A'eg mit |AA'l=p , B'eh mit BB|=q, A, B' liegenauf

der gleichen Seite bezlglich AB

(3) A'eg mit |AA'l=p , B" eh mit |BB"

=q, B" , B'liegenauf
verschiedenen Seiten bezuglich AB

4  AB'nAB=[T,], AB" N AB = [T|

Nach dem 2. Strahlensatz gilt :

p
q

g.e.d.
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Zusammenhang zwischen Harmonischer Teilung und
Harmonischem Mittel

Gegeben seien 4 Punkte auf einer Geraden A < T, < B < T, , so dass die Punkte
T, , T, Harmonische Punkte bezluglich A , B sind, und umgekehrt, dass die
Punkte B , A Harmonische Punkte bezuglich T, , T, sind.

Dann gelten die Gleichungen :

AT| _ |AT,| T —

78| ) 7.8 A \/\y
IAT |
ITBI
V
Ta
T B
TB| _ [T.A| A i
|AT|
ITAI
Behauptung :

Betrachtet man nur die Abstande  |AT| < [AB| < |AT,| bzw. |T.B| < |T.T| < |T.A| ,
so ist

|AB| das Harmonische Mittel AT AT . ah |aB| = 2IATLIATY
as Harmonische Mittel von |AT| , |AT,| , d.h. = T AT
Analog ist
: : 2 |1.8| [T.A
IT.T| das Harmonische Mittel von [T.B| , [T.A| , d.h. [T,T|= \T‘B‘ +‘ |‘T A“
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Beweis :

T8l
AT

/ Ta

T S

A \/}

AT |

AT|  |AT,|
TB|  [T.B|

In der Gleichung miissen  [T;B| und [T,B| ersetzt werden durch

ITB| = [AB] — |AT| , [T.B| = |AT. — |AB|

|AT| _ |AT,|
|AB| — |AT| ~ |AT,| — |AB]

|AT|(|AT,| — |AB|) = |AT,|(|AB| — |AT|]
|AT||AT,| — |AT||AB| = |AT,[|AB| — |AT,||AT|
|AT||AT,| = |AT,||AB| + |AT||AB| — |AT,||AT|
2 |AT||AT,| = |AT,||AB| + |AT||AB|

2 |AT||AT,| = (\ATa\ + \ATi|)|AB\

2 |AT| |AT.| _ AB]
AT,| + |AT|

2 |AT| |AT,]
VR
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