Definition der Trigonometrischen Funktionen Sinus und Kosinus am
Einheitskreis

vy A

P(x | y) = Plcosa | sinal

Die Koordinaten eines Punktes P(x I y) auf dem Einheitskreis sind Funktionen des
zugehorigen Winkels o

Sinusfunktion
sin : [0°;360°) ———> R
o0 F——> x = sina
Kosinusfunktion

cos : [0°;360°) ———> R

O |—>y = cosa

Die Funktionen konnen periodisch nach beiden Richtungen erweitert werden, so dass gilt :
sina = sin(a + k-360°) , ke Z

cosa = cos(a + k-360°) , ke Z
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Die Trigonometrischen Funktionen geniigen folgenden Symmetrien :

1 )
X
P|||
sin(180°—a) = sina = sin(90°—a) = sin(90°+a
sin(180°+a) = —sina sin(180°—a) = sin(180°+al|
sin(360°—a) = —sina
cos(180°—a) = —cosa
= 'cos[180°~a) = cos(180°+a/
cos(180°+a) = —cosa

cos(360°—a) = cosa

Fiur o €

0°;90°] gilt nach dem Satz des Pythagoras :

sina + cos’a = 1
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Die Trigonometrischen Funktionen am rechtwinkligen Dreieck

y A

P(x Il y)=P(cosa I sina)

Strahlensatze :

?lnoc _ Iaﬁ —~ |sino = Iai = GK = H-sina

cosa _ AK _ AK = H-

1 = o = |cosa = o = AK = H-cosa
Bemerkung:

Zum praktischen Rechnen am rechtwinkligen Dreieck mussten die trigonometrischen
Funktionen tabelliert sein !
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Beziehungen zwischen den Trigonometrische Funktionen sin

rechtwinkligen Dreieck

90°- a

COoSs o

cosa = sin(90°—a)|

sin a

sina = cos(90°—a

Man betrachtet aulierdem noch die Tangensfunktion

sina _ G_K
cosa AK

tana =
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Schaubilder der Trigonometrische Funktionen sin und cos

A sin o

A AN
2 180°+ a 360°- o
' a 180°- o
\\ //
o |
A Ccos o
\\ //
AN /
d 180°% 0 | 180°%+
o 360° o
\\ //
N V7
A COS o sin o
1 r
><, \\\ //
/ A, AN /
X o 90% a
N N / /
N\ /
N
a € [0°;90°] : ‘cosa = sin(90°—a)

'sina. = cos(90°—a)
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Beziehung zwischen den Trigonometrischen Funktionen sin und cos

A CoS o sin a

1 TN

s %

/ N\ N /

o 90°-a 90°#* a

N\

a € [0°;90°] : cosa = sin(90°—a|
cosa = sin(90°+a
‘cosa = sin(a+90°)

A CoSs o sin a
1 T~
)TN %
/T N\ AN /
o a+90°
\\ \></
N N
a € [90°;180°] : cosa = —cos|180°—a)
cosa = —sin(180°—a+90°)

cosa = —sin(180°—(a—90°)
coso = +sin(180°+(a—90°))
cosa = sin(a+90°)
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A Ccos o
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sin o
1 T
< N 7
/T N\ N\ /
o a+90°
N \></
\\ _ N //
€ [180°;270°] : cosa = cos(180°+(a—180°))
cosa = cos(180°—(a—180°))
coso = S|n(180° (0—180° +90°))
coso = sin(360° +90°—a)
cosa = S|n(360° a—90° )
coso = S|n(180 +lo— 90°)
coso = sin{a+90°)
A COS o sin a
1 TN
>< \\ //
A N AN /
360°-at
90°—(360°—a)\\ \></
N
€ [270°;360°] : cosa = cos(360°—(360°—a))
coso = cos(360°—a]
cosa = sin(90°—(360°—a/|
cosa = sin(90°+0—360°
coso = sin(90°+0—360°+360°)
cosa = sin(a+90°)




Allgemein gilt also :

cosa = sin(a+90°)| firalle «

,Die Kosinusfunktion ist die um 90° nach links verschobene Sinusfunktion!”

sina. = cos(a—90°) firalle o

,Die Sinusfunktion ist die um 90° nach rechts verschobene Kosinusfunktion!*

—sina = cos(a+90°)| firalle «

,Die negative Sinusfunktion ist die um 90° nach links verschobene Kosinusfunktion !

furalle o

—cosa = sin(a—90°]

,Die negative Kosinusfunktion ist die um 90° nach rechts verschobene Sinusfunktion!*
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Additionstheoreme  ( o, p € [0°,90° , « +p € [0°,90°) )

sin(aysin(B) )

sin (a+p)

cos(a+p)

~
cos(a)cos(p)

sin(a+p) = sin(a)cos(B) + cos(a)sin(p)

cos(a+p) = cos(a)cos(p) — sin(a)sin(p)
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Subtraktionstheoreme ( o, p €[0°,90° , « + p € [0°,90°) )

o-f

cos(a)cos(p)

~

cos(a-B)

sin(a—p) = sin(a)cos(p) — cos(a)sin(p)

cos(a—pB) = cos(a)cos(p) + sin(a)sin(p)
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Additions- und Subtraktionstheoreme fir beliebige Winkel

o = k360°+a" , ke Z , o' € [0°, 360°)

B =1360°+p , lez , p 0,360

Die Vorgehensweise sei am Beispiel der Sinusfunktion dargestellt:

sin(a + B) = sin((k+1)-360° + a' + B'|

sinfo + B) = sin(a' + ']

Falls man zeigen kann, dass das Additionstheorem fir die Sinusfunktion flir alle
o', p' € [0°,360°) gilt, wurde folgen

sin(a + B = sina'cosp' + cosa'sinf’
sinfa + B) = sin(k-360°+a') cos(I-360°+B'] + cos(k-360°+a'| sin(l-360°+p']

also

sin(a + ] = sina cosp + cosa sinf

Um zu zeigen, dass das Additionstheorem fur die Sinusfunktion fur alle
o', B' € [0°,360°) qilt, teilt man das Intervalle [0°,360°) , [360°,720°) in
,Quadraten® auf :

I Il 1l v Vv VI Vi VI

| | | | | | 1
0° 90° 180° 270° 360° 450° 540° 630° 720°
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Es sind folgende 20 Fallunterscheidungen zu beachten :

o' B a'+ B

I I Il

Il I i, v

Il I I, 1

1 M VvV, Vi

1 I v,V

1 I i, v

\Y v Vil , VI

\Y M Vi, Vi

\Y I VvV, Vi

\% I Vil , Vv
Greift man zum Beispiel den Fall o' € Ill = [180°,270°) , B' e Il = [90°, 180°)
heraus , so folgt :
o' = 180°+a" , B' = 90°+p" , o'+ p' = 270°+a""+p"
1.Fall: o' + p" €|

sinfa' + B') = sin(270°+(a"+p")]
sin(a' + ') = —sin(90°—(a"+[5"))
sin(a' + B'] = —cos(a"+f"]

sin(a' + B') = —[ cosa'" cosp' — sina' sinp" |
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Andererseits ist

sina' cosp' + cosa' sinf' = sin(180°+a"| cos(90°+f'"| + cos(180°+a"'| sin(90°+B"
sina' cosp' + cosa' sinf' = —sina' - —cos(90°—p"") — cosa'' sin(90°—B"|
sina' cosp' + cosa' sinf' = —sina'' - —sinf'" — cosa" cosf"
sina' cosp' + cosa' sinp' = sina'' sinp'" — cosa'" cosp"
sina' cosp' + cosa' sinf' = —[ cosa'' cosp" — sina'' sinp' ]
Also folgt :
sin(a'+p') = sina' cosp' + cosa' sinf'

2.Fall: o +p" e ll
sin(a' + B') = sin[270°+(a"+p")
sin(a’ + p') = sin(360°—90°+(a""+p")
sin(a' + ') = sin(360°+(a''+p""~90°))
sin(a' + B') = sin(a"+$"—~90°) , um 90° nach rechts verschobene Sinusfunktion ,
sinfa' + B') = —cos{a'+"

Falls man zeigen kann, dass das Additionstheorem fiir die Kosinusfunktion fur
o' + p'" e Il gilt, wirde folgen :

sin(a' + B'] = —[ cosa'" cosp' — sina' sinp" |

Um zu zeigen, dass das Additionstheorem fiir die Kosinusfunktion fir o' + ' € Il
gilt, geht man wie folgt vor:

cosla" + ") = cos(180°—(180°—(a"+[3")))
cos(a" + "] = —cos(180°—(a""+p")
COS(O(" + B") = _COS(QOO—OL”+90°—B”)
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cosla" + B"

= —[ cos(90°— ") cos(90°—p") — sin(90°—a""| sin(90°—p"') ]

cos(a" + B") = —[ sina" sinp' — cosa'' cosp' |
cos(a" + B"] = cosa' cosp" — sina' sinp"
Andererseits gilt :
sina' cosp' + cosa' sinf' = sin(180°+a"| cos(90°+f'") + cos(180°+a"'| sin(90°+B"

sina' cosfp' +
sina' cosp' +
sina' cosp' +

sina' cosfp' +

cosa' sinp'
cosa' sinf’
cosa' sinf’

cosa' sinp’

—sina' - —cos(90°—f'") — cosa'' sin(90°—R")
sina'' cos(90°—f"] — cosa' sin(90°—p"
sina'' sinp'' — cosa" cosp"

—[ cosa' cosp" — sina' sinp'|

Also folgt :

sin(a'+B'|sina’ cosp' + cosa' sinp'

Insgesamt ist also gezeigt, dass das Additionstheorem der Sinusfunktion auch fir
o' € Il = [180°, 270°) ,

B' e Il = [90°,180°) gilt :

sin(a'+p')sina' cosp' + cosa' sinp'

Bemerkung :

Es scheint sinnvoll,

sin(a" + B = sina" cosf"

cos(a" + B"| =

cosa'' cosp"

g.e.d.

zunachst einmal die Additionstheoreme fur o' , " € | mit
o' + B'" € Il nachzuweisen :

+ cosa' sinp"

sina" sinp"
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Nachweis der Additionstheoreme fur o' ,p" €l , o' + p" €1l

sin(a" + "] = sin(180°~(180°—[a'+p")
sinfa'" + B = sin(180°—[a"'+p")

sin(cx" + [3") = sin(90°—a"+90°—[5")

sin(a" + B = sin(90°—a"| cos(90°—B'") + cos(90°—a"| sin(90°—p"

sin(a' + B'"] = cosa' sinf'" + sina' cosp"

sin(a" + B"] = sina" cosB'" + cosa'' sinp"

cosla” + "] = cos(180°~(180°(a"+p" |
cos(a" + ") = —cos(180°—(a'+p"]

cos(a" + B") = —cos(90°—a"'+90°—f"

cos(cx" + [3") = —[ cos(90°—oc") cos(90°—[3") - sin(90°—a") sin(90°—[5") ]

cos(a" + B") = —[ sina" sinp'" — cosa'' cosp' |

cos(a" + B"] = cosa' cosp" — sina' sinp"

g.e.d.
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