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Intervallschachtelungsaxiom

[IA]  Jede Intervallschachtelung  [A,,B,] c R hatgenau ein Zentrum z .

n € IN

Satz von Bolzano und Weierstra

(1) Jede beschrénkte Folge (a,), ., = R hat einen gréRten und einen kleinsten
Haufungspunkt H und H.

(2) Der Punkt H ist Haufungspunkt der Folge (an)n .n € R genaudann,
wenn eseinegegen H konvergente Teilfolge (ank)k oy 9gibt.

Beweis (1):

Man zeigt zunachst die Existenz des groften Haufungspunktes H’
Esgeltefiralle ne N : A, < a, < B, .Setze |, :=[A,B,] .
Sei M die Mitte von [A;,B,] . Es gibt nur 3 mogliche Konstellationen :

I Sowohl [A;,M] und [M,B,;| enthalten unendlich viele Folgenglieder von

(an)n eEN -

Il Nur [M,B;]| enthalt unendlich viele Folgenglieder .

1 Nur [A,,M] enthalt unendlich viele Folgenglieder .

Inden Fallen |, ll setze : I, = [A,B,] := [M,By] .
Ansonsten setze : l, = [A;By] := [AM] .

Fahrt man in dieser Weise fort, erhalt man eine Intervallschachtelung (In)n . n »dienach
dem Intervallschachtelungsaxiom das Zentrum H hat.

Nach Konstruktion der Intervallschachtelung liegen also oberhalb jedes Intervalls
I, hochstens endlich viele Folgenglieder !

Seinun e > 0 vorgegeben. Danngibtes ein n, € N mit | € UE(H*) . Dann
enthalt l,, und damit UE(H*) unendlich viele a, . Also ist H ein
Haufungspunkt .
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Jetzt zeigt man noch, dass H  der gréRte Haufungspunkt ist :

Sei H mit H < H einnoch gréBerer Haufungspunkt der Folge  (a,)

H-H

Setze: ¢, := >

Dann sind die Umgebungen U, (H] , U_[H] disjunktmit U_(H] < U_(H)

Wegen IimB, — A, = 0  gibt es ein n, mit , < U (H] und

n->w

L, < UJH] < U.[H)

Da nun oberhalb des Intervalls I, hochstens endlich viele Folgenglieder liegen, kann
H kein Haufungspunkt sein .

Alsoist H der gréBte Haufungspunkt der Folge (an)n .n SR

Mit einer entsprechenden Konstruktion einer Intervallschachtelung zeigt man, die Existenz
des kleinsten Haufungspunktes H.

Beweis (2):

Sei (ank)k . n €ine konvergente Teilfolge der Folge (an)n
H konvergiere .

.n © R , welche gegen

Sei e > 0 gegeben.Danngibtesein n, ,sodassfuralle n, > n gilt:
‘ank o H| < €

Da also fast alle Teilfolgenglieder a, in UE(H) liegen, ist H ein Haufungspunkt
der Folgen (ank)kEIN und (a,), .

Sei nun umgekehrt H ein Haufungspunkt der Folge (a,} ., . Dann heilt dies,
dass jede Umgebung U.(H) unendlich viele Folgenglieder a, enthélt.

Man wahle nun zu  U;(H] ein a, € (a,),., mit a, € UH| und dann ein

a, € U/(H mit n,>n, , .. usw. .
2

Fur die so konstruierte Teilfolge (ank)kGIN giit dann  |a, — H| < % fir alle

k € IN .Also konvergiert die Folge (ank)ke N gegen H

g.e.d.
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Satz
Jede beschrankte monotone Folge a, € R ist konvergent.

Beweis:

Sei die Folge a, monoton wachsend. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstral gibt es
eine Teilfolge a, mit Ilim a, = z .

k= -

Zu vorgegebenen € >0 gibtesein n, ,sodass gilt:
@, —2z] <& firalle nc>n .
Wegen der Monotonie gilt dann :

la,—2z| <e firalle n> n, .

g.e.d.
Cauchy-Kriterium fiir Folgen in R
Fiir jede Folge (a,), ., = R gilt:
ima, =a o V e€e>0 3 neN V nm>n, : |@8, — @y < €
Beweis :
Sei lim a, = a undsei e >0 gegeben. Danngibtesein n, € IN mit
— £
a, — al < £
Furalle n,m > n, giltdann:
— = — — < — — £ -
la, —an =la, —a+a—-a, <la, —al +|a - a, < St5 =c¢
Umgekehrt gelte: V¥V e€>0 3 nelN V nm>n,: J|a, — an <e¢
Dann gibt es zu e =1 ein n, € IN , so dass fur alle n,m > n, gilt

la, — a, < 1
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Speziell gilt dann fir  n,+1 undfiralle m >n, : |a,,, — a, <1

Anders gesagt liegenalle a, mit m > n, inder Umgebung U1(an0+1)

Also ist die Folge (an)n . n € R nach oben und unten beschrankt :

n

minia, , .. , a, , an0+1—1] < (a

(
nen S Maxa,, .., a, ,a

Nach dem Satz von Bolzano und WeierstraB gibt es eine konvergente Teilfolge

(ank)kelN mit LT: a, = a

Man zeigt nun, dass auch lim a, = a gilt:

n->w

Seialso e > 0 gegeben.Danngibtesein N € IN mit

la, — a,| < % furalle n,m > N

Es existiert auRerdemein n, > N mit

la, — a| < % furalle n, > ng > N

Dann folgt firalle n > N

la, — a| = ‘an - a, +a, - a| < |an - ank‘ + ‘ank — a‘ <
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g.e.d.



