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Konvexitat

Eine Funktion f: | —= R heilt konvex , falls fir je zwei Punkte
P1(x1,f(x1)) , Pz(xz,f(xz)) mit  x; < x, € | der Graph der Funktion unterhalb
der Sehne P,P, verlauft.

Punkt-Steigungsform bezuglich des Punktes P, der Sehne P,P,

y—f(x1) 3 f(xz)—f(x1)

X—X, X, — X,
f(x,|—f(x
y—f(x1) - x(g—zlh 1 (X_X1)
y =t + bl
2 1

f(x1)(x2— x1) + (f(xZ)—f(x1)J(x—x1)

R
y - f()i)xz—f(x1)x1 + (%) x=F[x5) %= x4 | x+F (x4 ) x,
y = i()i)xxz + f(xz)x—f(xz)x1—f(x1)x
, - i()j)x(xz—x) + (%) (x=x]
y = Do g gy
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Da manjedes x € [x,x,] darstellen kann als

X = X + AX,—x;) mit A = zz__x); , A e[0,1]

X = (1=2)x, + Ax, mit A = zz__x); , 1= = Z:;
folgt furr die Darstellung der Sehne  P,P, auch :

y = % f(x,) + [%l f(x,)

y= (120 flx) + 2 flxy) | mit A = Z——X); . ne 0]

Punkt-Steigungsform bezuglich des Punktes P, der Sehne P,P,

y—fx,)  f[x)—f[x]

X—X, X,— X,
fix,|—f(x
yorle) = P
y = f(xz) + L(X_Z)X_A (x—x2)
2 1

) (xo=x4) + ()= Fx)) [x=x)

Y T X
, - :((x_z)xxz—f(xz)x1 + (X)X = F(Xo ) X, =[x, Jx+F (x4 ] %,
y = ;fﬁ)t)m + f(x2)x—f(x1)x+f(x1)x2
, - i(x_z)x(x—x1) + (xy)(x,—x]
y = Dol Bl gy
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Da diese Gleichung mit der obigen, aus der Punkt-Steigungsform bezuglich des Punktes
P, gewonnenen, Gleichung Ubereinstimmt, folgt wegen

X_X1

X = X; + AX,=x;) mit A = x. € [0,1]
x = (1=A)x, + Ax, mit K= | g =222 ynelo1] |
Xy X4 Xo— Xy
fur die Darstellung der Sehne P,P, ebenfalls
, XXy

y= (1) the) e tlxg) |omit o h= S, k€ [0,1]
Definition der Konvexitat und Konkavitat
Eine Funktion f: | —= R heilt konvex , falls fur je zwei Punkte
P1(x1,f(x1)) , Pz(xz,f(xz)) mit x; < x, € | der Graph der Funktion unterhalb

der Sehne P,P, verlauft, das heildt , dass irgend eine der folgenden (aquivalenten)
Aussagen gilt :

| Faralle x; < x < x, gilt: flx] < flx) + flxo)=f[x (x=x,]
X, =X,
I Firalle x, < x <% git: | fx] = f(x] f(xo)=f(x,) (x=x)
X,— X,
1] Fiuralle x, < x < x, gilt: flx] < [xe=x] fx,) + L) f(x,)
X, —X, X,—X,
v Fiuralle x, < x, € | undalle A € [0,1] gilt:

f[1=n)x, + ax,) = [1-4) f{x,) + & f(x,)

Eine Funktion f : | —> IR heit konkav, falls entsprechende Aussagen I' -
IV' mit der Relation > gelten .
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Konvexitat und Konkavitat mittels Differenzenquotienten

Die Funktion f :

| — > R
=) o flal=flx) o fxal=fl)

v A

ist konvex , genau dann, wenn gilt :

firalle x, < x < x, .

y=f(x)

- (1)

Die Funktion f :

Vl

| ——> R

1

2

1

2

v A

(x T(x))

ist konkav , genau dann, wenn gilt :

furalle x, < x < X, .

P, (x, I f(x,)
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Beweis :

Nach 1 gilt im Fall der Konvexitat :

f(x,|—f[x4 ..
flx] < flx,) + — (x-x,) furalle x, < x < x,

Durch Aquivalenzumformung folgt

f f
flx)—f(x,) < x:fx1 2L (x-x)
f(x)]—f(x, f{x,|—f x1)
(X—X1) - X2_X1

Also ist die linke Ungleichung erfullt .

Nach Il gilt im Fall der Konvexitat :

(x—xz) furalle x;, < x < x,

f(x)—f(xz) < ;:%X:mﬂ (x—xz)
fx)—f x2) f(xz)—f X4

(x—xz) T XXy

f(x,)—f(x] £ x| —f(x,

(x,~x] = %,

Also ist die rechte Ungleichung erflillt .

Der Beweis der Aussage fur den Fall der Konkavitat geht entsprechend .
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Satz

fx)—f(x,

Sei f : | ——= R konvex . Dann ist die Funktion < x fur alle
Ao

monoton steigend .

Sei f : | ——= R konkav . Dann ist die Funktion i(xi(_f %o fur alle
Ao

monoton fallend .

Beweis :
Sei f : | ———= IR konvex .

Betrachte die linke Ungleichung von V

Fx)—F[x,] Mﬁ < M firalle x; < x < x,
X, — X

X=X, X,— X4
und setze x, := x, ,dannfolgt fir x, < x < x, :
fx)—f(x, f(x,)—F (%,

X—Xg T X=X,

Die Funktion ist also rechts von x, monoton steigend .

Betrachte die rechte Ungleichung von V,

M’L) < wﬁl < L(ﬁw furalle x; < x < x,
—

X—X, Xo—X4
und setze x, := x, ,dannfolgt fir x, < x < X, :
f(xo)—f( x4 f(xo)—f(x)
<
Xo— X4 Xo—X
f(x, —f(xo) f(x)—f Xo
X1— X, T X=X,

Die Funktion ist also auch links von x, monoton steigend .

Der Beweis fur den konkaven Fall geht analog .
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Konvexitats- und Konkavitatskriterien fur differenzierbare Funktionen

Eine Funktion f | ————= R ist genau dann konvex , wenn die
Ableitungsfunktion f' monoton steigt .

Eine Funktion f | ———> R ist genau dann konkav , wenn die
Ableitungsfunktion f' monoton fallt .

Beweis :
Sei f : | —= R konvex . Dann gilt:

f(x)—f(x, f(x2 —f(x, fx, —f(x) .

< < faralle x;, < x < x, , bzw.

X=X, Xp,—X4 X,— X

f{x)—f fx,|—f fx)—f .

[x)=t{x < Lt < x)=f{x, furalle x; < x < X,

X—X, Xp,—X4 X—X,

Far die Grenzwerte gilt :

i fx)—f(x, = fhxe)=flx

XXy, X>X X_X1 N X2_X1
fix,|—f(x

i) < el

i f(x)—f X, f(xz)—f X4

mlm% X— X, X, X,
fix,|—f(x

) = et

fix,|]—flx

X2—2X1 1 = f'(X2) ’

also insgesamt

f‘(x1) < M < f'(xz)

Xy =Xy

Die Ableitungsfunktion f' ist monoton steigend .
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Sei nun umgekehrt die Ableitungsfunktion f' monoton steigend , und sei
X; < X < X, .

Dann gibt es nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung g € (x1,x) und
g € (X,%,] mit

Wegen &, < &, undder Monotonie von f' folgt f'(g) < f'(g,) , also

f(x)—f(x1) - f(xz)—f(x)
Weiter folgt :
f(x)—f(x1) - f(x2 —f(x)

FIx)=f(x,) (x;=x] =< [f(x))—F(x)] [x—x,]

FIx) (xo=x) = x4 [xa=x) = Fx5) (x=x) = Flx) [x=x4]
x) ((x=x) + (x=x,]] = f(x) [x=x,] + fx)) (xp=x]
fx) [oxi) = flxo) (x=x,] + f[x,] (-]

) [xx) + 1l [

f(x_z)x — f(xz)x1 + f(x1)x2 — f(x1)x

—
x
IA

f(x_z)x — f(xz)x1 + f(x1)x2 — f(x1)x — f(x1)x1 + f(x1)x1

—
x
IA

f(X)(Xo—%4) + f(xz)x — f(xz)x1 — f(x1)x + f(x1)x1

_.,
x
IA

f(X)(Xo—%4) + f(xz)(x—x1) - f(x1)(x—x1)

_.,
x
IA

f(X,)(X,—X,) + (f(xz)—f(x1))(x—x1)
X,— X4

_.,
<
IA
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flxe] =[x

flx] < flx] + o

xx,

Dies ist Aussage | fur die Konvexitat von f

Der Beweis fur den konkaven Fall geht analog .
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Konvexitats- und Konkavitatskriterien bezuiglich der Tangente

Eine differenzierbare Funktion f : | ——> IR ist genau dann konvex , wenn der

Graph der Funktion Funktion immer oberhalb der Tangente verlauft, das heifl3t wenn gilt:
f(x) > f(xo) + f'(x)(x—xo) furalle x, , x € |

Eine differenzierbare Funktion f : | ——> IR st genau dann konkav , wenn der
Graph der Funktion Funktion immer unterhalb der Tangente verlauft, das heil3t wenn gilt:

flx] < f(xo) +f'(x)(x—x0) fralle x, , x € |

a \

y=f(x)

Beweis :

Sei f konvex.Dannist f' monoton wachsend .
Sei x, < x gegeben. Nach dem Mittelwertsatz gibtesein &, € (xo,x| mit

Tl = ) =
Es folgt :
f(x) — f(xo) > f'(xo)(x—xo)

f(x) > f(xo) + f'(xo)(x—xo)

Sei x < X, gegeben.Nach dem Mittelwertsatz gibtesein g, € (x,xo) mit

f(x) — f(xo)

— = f'(5,) < f'(x,
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Es folgt :
f(x) — f(xo) > f'(xo)(x—xo)
f(x) > f(xo) + f'(xo)(x—xo) .

Die Tangentenbedingung ist als in beiden Fallen erfullt .

Sein nun umgekehrt die Tangentenbedingung erfullt , und seien x;, < x < X,
gegeben .

Dann folgt

f(xz) > f(x) + f'(x)(xz—x)
f(xz) — f(x) > f'(x)(xz—x)
f(x2 - f(x) S f'(x)

und

f'(x) - f(x) — f(x1)

und somit

el - ) gy e f() — 1lx
Weiter folgt :

f(x)—f(x1) f(xz)—f(x)

f(x)—f(x1) (xz—x) < (f(xz)—f(x)) (x—x1)
f(x) (xz—x) — f(x1) (xz—x) < f(xz) (x—x1) — f(x) (x—x1)
f(x) ((xz—x) + (x—x1)) < f(xz) (x—x1) + f(x1) (xz—x)
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f(x) (xz—x1) < f(xz) (x—x1) + f(x1) (xz—x)

f(xz) (x—x1) + f(x1) (xz—x)

flx) < —

fx] < i(x_z)xx — flxa)xe * flx)xe — fxi)x

flx] < fx(x_z)xx — flxalxy + flxafxe — flxifx — flxi]xs + flx]x,
flx) < fX<X_1>X<X2—X1> + E(xo)x = f[xo)x, — fx,)x + f(x)x,
i = [llax) + fx)(x—x4) = f[x,)(x=x]

) s Tl « (M=t ixx

fx) = flx) + i(zxz))(1f(x1) xmx)

Dies ist Aussage | fur die Konvexitatvon f .

Der Beweis fur den konkaven Fall geht analog .
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Konvexitats- und Konkavitatskriterien fur 2-mal differenzierbare
Funktionen

Eine 2-mal differenzierbare Funktion f : | —=> IR ist genau dann konvex ,
wenn die Funktion f'" > 0 ist.

Eine 2-mal differenzierbare Funktion f : | —> IR ist genau dann konkav ,
wenn die Funktion f'" < 0 ist.

Beweis :

Sei f: | ——= R konvex . Dann ist nach dem letzten Satz f' monoton
steigend , das heit fir Ax >0 ist f'(x+Ax] = f'(x) und f(x-Ax] < f'x| ,
und es folgt :

f'(x+Ax)—f'(x]

f'(x) = lim ~ = 0., f'(x) = lim =22 > 0
Ax=0

Seiumgekehrt f"(x) = 0

Dann gibt es zu jedem Ax > 0 nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung
E € [x—Ax,x] bzw. &, € [x,x+Ax] mit

f'(x—Ax)—f'(x) f'(x+Ax)—f'(x)

— = &) = 0 bzw = f'(&) = 0
Dann folgt :

f'lx—Ax|—f'(x)] < 0 f'(x+Ax)-f'(x] = 0

f'lx—Ax] < f'(x] f'(x+Ax)] = f'(x

Alsoist f' monoton steigend und nach dem letzten Satz f konvex .

Der Beweis fur den konkaven Fall geht analog .
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Definition des Wendepunktes

Eine stetige Funktion f : | —=> R hat im Punkt WP(xo,f(xo)) einen
Wendepunkt , falls es eine Umgebung Ue(xo) gibt, so dass eine der beiden Aussagen
gilt :

(1) f istkonvex auf (x,—e€,X,| und konkavauf (xo,Xo+e| .

(2) f istkonkavauf (x,—e,Xo| und konvex auf (x,,x,+e| .

Wendepunktskriterium fur 2-mal stetigdifferenzierbare Funktionen

Eine 2-mal stetigdifferenzierbare Funktion f: | — = R hat im Punkt
WP(xO,f(xo)) einen Wendepunkt , falls es eine Umgebung  U,(x,| gibt , so dass
eine der beiden Aussagen gilt :

(1) f'' > 0 auf (xo—e,xo) und f" < 0 auf (xo,x0+e) .
(2) f'' < 0 auf (xo—e,xo) und f" > 0 auf (xo,x0+e) .

Insbesondere ist notwendigerweise f"(xo) =0

Beweis :

Die Bedingung (1) sagt, dass f konvexauf (x,—e¢,X,| und konkavauf (xo,x,+e]
ist. Somit ist der Punkt WP(xO,f(xo)) ein Wendepunkt .

Wegen der Stetigkeit von ' folgt :

f'(xe—Ax] = 0 = f'(xo) = lim f"(x;—Ax) = 0

Ax=>0

f"(x0+Ax) <0 = f"(xo) = lim f"(x0+Ax) <0
Ax=>0

Also folgt  f"'(x,] = 0

Der Fall (2) liefert entsprechende Ergebnisse .
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Wendepunktskriterium fur 3-mal stetigdifferenzierbare Funktionen
Ist eine Funktion f : | —> IR 3-mal stetigdifferenzierbar und gilt
f'(x) = 0 und f'"(xo) # 0 ,

dann ist der Punkt WP(xO,f(xo)) ein Wendepunkt .

Beweis :

Wegen der Stetigkeit von f'"" und f"'(xo) # 0 ist f''"" # 0 in einer Umgebung
Ue(xo) . Nach dem Monotoniesatz ist die Funktion f'"  streng monoton, es gilt also
eine der beiden Aussagen :

(1) f'' > 0 auf (x—e,X) und f" < 0 auf (xo,xo+e
(2) f'' <0 auf (x—€,X) und f" > 0 auf [xo,xo+e| .

Also ist der Punkt WP(xO,f(xo)) ein Wendepunkt .
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