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Dreiecksungleichung

Faralle a,b € R gilt:
(1) la+b| < [al+|b| ,
(2) lal—[b]l < [a—bl

3) lal=[b] < [a+b

Beweis: (1)
—lal < a < |3 —|b] < b < |b|
—|al—|b|] < a+b < |a|+|b|
—(lal+|b]) < a+b < |a|+|b|

la+b| < |a|+|b]

Beweis: (2)
la| = |[a—b+b| < |a—bl|+|b| Ib| = |b—a+al < |b—al+a|
lal—=|b| < [a—bj b|-fa] < [b—a|
b|-la] < [a—b]
—la—b[ < |a|-|b|
—la—=b| =< la|-|b| < |a—b]
lal=Ibll =< la—b]
Beweis: (3)
la| = [a+b+(—b)| < |a+b|+|b| Ib] = |b+a+(—a)| < |b+a|+a]
lal—=|b| < [a+b] b|-fa] < [b+a|
[b|-[al = |a+b]
—|a+b[ < |al—[b]
—|a+b| < |al-|b| < |a+b]

la]=lbll < [a+b]
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Konvergente Folgen

Definition

Eine reelle Folge a, konvergiert gegen a € R |, falls gilt:

Zujedem e > 0 gibtesein n, € N , sodass J|a,—a|] < e furalle n > n, .

Man schreibt auch lim a, = a | oder kurz a, = a

n->—o

Eine Folge a, mit lim a, = 0 heif’t Nullfolge.

n-=>—ow

Eine Folge, die nicht konvergiert, heil3t divergent.

Satz

Jede konvergente Folge a, ist beschrankt.

Beweis:

Sei lim a, =a . Zu e¢ =1 gibtesein n, € IN , so dass fir alle

n->—o

la,—a| < 1

n

Setze s := minja, , ... ,a, ,,a-1 , S :=maxa,, ..., a, 4,
0 0

Danngilt: s < a, < S furalle ne N .
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Grenzwertsatze

Seien a, , b, konvergente folgenmit I|im a, = a und Ilim b, = b .

Dann gilt: - -

(1) nlir_rlo a,tb, = axb

(2) nlir_r:g a,b, = ab

(3) nlirpw cb, =b fir ce R .

@ lim ;—n - ;— . falls b,#0 firfastalle ne N und b=0 .
(5) nlir_rl E—: = 2— , falls b,#0 firfastalle n € N und b#0 .
Beweis: (1)

Sei € >0 . Danngibtes ein n, € IN ,sodassfiralle n > n, gilt:

la,—a| < Z— und |b,—b| < Z— . Esfolgt:

la,+b,—(a+b) = |a,—a+b,—b|
|an+bn_(a+b)| = |an_a|+|bn_b|

[ay+b,—(a+b)| < =€

€ €
2 2
Analog

la,—b,—(a—b)| < ;—+§— = ¢
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Beweis: (2)

Sei

e > 0 gegeben. Da b, beschrankt ist gibt es ein

la| < K . Danngibtesein n, € N ,sodassfluralle n > n, gilt:

la,—a| < Z—K und |b,—b| < Z_K
Es folgt:

la,b,—ab| = |a,b,+ab,+ab,—ab|

la,b,—ab| = |a,b,—ab, +ab,—ab|

|anbn_ab| = |(an_a)bn+a(bn_b)|

|anbn_ab| = |(an_a)||bn|+|a||(bn_b)|

|anbn_ab| = |(an_a)|K+K|(bn_b>|

|an+ bn_ (a

+b) <

Beweis: (3)

(3) folgt aus (2) mit der konstanten Folge

Beweis: (4)
1 _1]_ [bob,
b, ~ |b,b
11| _ [b=b,|
b, b| [blbl

Wegen |b,|-|b|| < |b,—b| ist lim |b,| = |b|] und zu

2K

sodassfiralle n > n, gilt:

Ibg|=[bl <

Lo}
>

€_ [
oK K+K €

a,=c .
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K>0 mit |b| < K und
b . ,
2 gibtes ein n, € N ,



Es folgt dann

B < ooy < 2L
_|2£|+|b| < |b,| < |2b—|+|b|
bl < b,
1 2
—_— < —_—
o, Ib|
: _|Ibl elbP| . .
Sei e¢ > 0 gegeben. Zu ¢, = min 57 gibt es nun ein neues n, € IN , so

dassfuralle n > n, gilt

|bn_b| < € -

Fir die weitere Abschatzung folgt nun:

1__1_ — |b_bn|

b, b| [b,lb|

17 1 1 1

b, b| ~ Jbjjo]°

1ol 21 2 1 P

b, bl [bllb] ® ~ |b|] |b|] 2
Beweis: (5)

(5) folgt aus (2) und (4)

g.e.d.
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Konvergente Folgen in der komplexen Zahlenebene C

Definition
Eine komplexe Folge z, = x, + i y, konvergiert gegen z = x + iy ,fallsgilt:

Zujedem e > 0 gibtesein n, € N , sodass |z,—z| < ¢ furalle n > n, .

Der Zusammenhang zwischen dem dem komplexen Betrag einer Zahl z = x + i y ist
folgender:

x| Iyl = lz] < x| + Ix| .

Das bedeutet fur eine komplexe Folge z, = x, + i y, :

Z, = Xp+iy, 2> zZz=Xx+1iy < X, ® x und y, =2 vy

Weitreichende Konsequenzen:

Ist f: R ---—- > € mit f(¢p) = cos(d) + i sin(¢) diejenige Funktion , welche
die Zahlengerade auf den komplexen Einheitskreis abbildet, dann gilt:

f'(¢p) = —sin(¢p) + i cos(¢)
f'() =i (cos(¢p) + i sin(¢))

Wegen f(—¢) = cos(¢) — i sin(¢) ist f(—=¢)f(¢p) = cos®(¢p) + sin’(¢p) = 1 , also

f(¢p) = 0 furalle ¢ € R .
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Die Funktion f hat nun folgende Eigenschaften:

(ii) f(p) # O furalle ¢ € R .

Es gibt nur eine Funktion, mit diesen Eigenschaften:

Angenommen es gabe eine weitere derartige Funktion g. Dann folgt:

oo flo)ale)—f(o)g'(e)
g = gl

ooy i f(o)ale)=F(e)i glo)
g = g0

fl, _

a (o) =0

Dann ist aber (%)(q)) = ¢ konstant, also f(¢) = c-g(¢p) .
Wegen f(0) = g(0) = 1 folgt c=1 , alsoist f(¢) = g(¢) furalle ¢ .

Da die Exponentialfunktion g(¢) = e'* ebenfalls die Eigenschaften (i), (ii), (iii) hat, ist

g=f ,also

e ® = cos(¢) + i sin(¢p)

Die berithmte Eulersche Formel verwendet man beim Beweis des Fundamentalsatzes
der Algebra (vgl. Differentialrechnung).
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Axiom der Intervallschachtelung
Gegeben sei eine Intervallfolge [a, ; b,] mit rationalen Intervallgrenzen, die folgende
Bedingungen erfullt:

(1) [an+1;bn+1] = [an;bn] fur alle neiN
(2) lim b,—a, = 0 .

Dann gibt es genau eine reelle Zahlzmit z € [a,;b,] firalle nelN .

Man spricht auch von der Intervallschachtelung [a, ; b,] mit dem Zentrum z.
Eine entsprechende Aussage soll auch fur Intervallfolgen [a, ; bn] mit reellen
Intervallgrenzen gelten.

Satz von Bolzano-WeierstraR
Jede beschrankte Folge a, € R hat eine konvergente Teilfolge  a,

Beweis:
A, < a, < A, firalle neN . Setze |, := [Ay;B,] .

Man konstruiert nun sukzessive eine Intervallschachtelung Iy :

2A0+BO] nd [AO+BO ; Bol

Zunachst halbiert man das Intervall in lA1 X

Als |1 definiert man dasjenige Intervall, welches unendlich viele a, enthalt.

Essei | := [A,; B, schon definiert. Dann definiert man Il zu
A +B
A 2"+ "l ,falls darin unendlich viele a_ liegen.
PR
A +B, , . , ,
5 ; By ,falls darin unendlich viele a, liegen.
Bo— Ao

Wegen I|im B,—A, = lim

0 = 0 ist Ik eine Intervallschachtelung mit dem
k= —o0 k=2>—w

Zentrum z . Aus jedem Intervall [ wahlt man nun ein Folgenglied a, der Folge an aus,
sodass a, monoton steigend ist, und zeigt, dass Iim a, = z ist.

k= —o0

Wie macht man das genau?

Betrachte zu jedem k € IN die Umgebung U, (z) . Dann gibt es zu jedem k € IN
K

ein n, ,sodal I, < U, (z) . Ausjedem Intervall |, wahit man aus den unendlich
K
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vielen a, ein a, so aus, dass die Indizes monoton wachsen..

Fur die so konstruierte Teilfolgeolge a, gilt dann :

a — z <;— furalle k € N .

N

Esistalso Ilim a, = z

k= —o0

g.e.d.

Satz von Bolzano-WeierstraB fiir komplexe Folgen
Jede beschrankte Folge z, € € hat eine konvergente Teilfolge  z,

Beweis:

Sei z, = a, +ib, .Wegen |a,| < |z,| istdie Folge a, beschrankt und hat eine
gegen a konvergente Teilfolge a', = a, . Betrachte nun die beschrankten Teilfolgen
b« = b, und z'( = a', + b’ .Esgibteine gegen b konvergente Teilfolge b",

, so dass die Folge z' = a', + b', gegen z = a + i b konvergiert.

g.e.d.

Satz
Jede beschrankte monotone Folge a, € R ist konvergent.

Beweis:
Sei die Folge a, monoton wachsend. Nach dem Satz von Bolzano-WeierstraB} gibt es

eine Teilfolge a, mit lim a, = z .

k= —o

Zu vorgegebenen € >0 gibtesein n, ,sodass gilt:
la,—2 < e firale n, > n, .

Wegen der Monotonie gilt dann :
@a,—2z| <& firalle n> n, .

g.e.d.
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Beschrankte Mengen

Satz und Definition
Sei A c R und A # {} .Dann heif’t eine Zahl

s €R untere Schranke von A, falls furalle a € A gilt: s < a .
SeR obere Schranke von A, falls furalle a € A qgilt: a < S .
Das Infimum von A, inf A | ist die groRte untere Schranke .
Das Supremum von A, sup A, ist die kleinste obere Schranke .
Gehdren Infimum und Supremum zur Menge A hei3en sie Minimum bzw. Maximum.

Jede nicht leere beschrankte Menge A < IR hat ein Infimum und ein Supremum.

Beweis:
Sei X, € A und S eine obere Schranke von A. Nun halbiert man das Intervall
+S
lb, = [X:S,] .Die Mitteist m = )2(070 . Es kénnen zwei Flle auftreten:
1.Fall: A n (m;S;] = 4
Dann ist m eine obere Schranke und wir definieren x; ;= x, , S; := m und

li = [%4;S,]

X=X,

2. Fall: M n (m;S,] # &
Dann gibt es einen Punkt x, € A mit x, > m . Dann definieren wir S, := S, und
li = [x41:84]
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Diese Konstruktion kann man fortsetzen, so dass man eine Intervallschachtelung
l, = [%,;S,] bekommt , wobei die S, obere Schranken vom A, die x, € A und

S _x So—Xo

n n—2n

Die Folge der oberen Schranken S, ist monoton fallend und deswegen konvergent
gegen eine Zahl S.

Jetzt zeigt man, dass S die kleinste obere Schranke ist:

Fir x € A gilt x < S, furalle ne€ N ,also x< lim S, = S .DamitistS eine

n->—o

obere Schranke.

Angenommen es gabe eine obere Schranke S < S.  Wegen S-S' > 0 gibt es ein
n € IN mit

Sn_xn < SO_—XO
2['1

< S-S8' < §,-S'
S,—x, < S§,—S'
-X, < =S'

X, > S'

Die letzte Ungleichung steht im Widerspruch dazu, dass S eine obere Schranke von A ist.
Das heildt, dass S die kleinste obere Schranke , also das Supremum von A ist.

Die Existenz des Infimums von A zeigt man analog.

g.e.d.
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Satz und Definition

Die Zahl a heil3t Haufungspunkt einer Folge a, ,wennflralle § > 0 qilt:

Unendlich viele a, liegeninder & -Umgebungvona, U, (a) = [xeR:[x—al<d] .

Jede beschrankte Folge a, € [A;B] hatin [A;B] einen
kleinsten Haufungspunkt a = inf{a : a ist Haufungspunkt von an} und einen

groRten Haufungspunkt a = sup{a : a ist Haufungspunkt von an}

Man schreibt und sagt auch :

a = liminf = lim a, , Limes inferior von a, ,
a = limsup = lim a, , Limes superior von a, ,

Beweis:

Nach dem Satz von Bolzano-WeierstraB existiert eine  Teilfolge a, , mit
lim a, = h € [A;B] . Da dann h H&aufungspunkt von a, ist, die Menge der
k= —o0

Haufungspunkte H:= |h € R : h ist Haufungspunkt von a,| # {} und beschrankt.

Deshalb existieren h = inf H und h = sup H .

Wir zeigen, dass h eine Haufungspunkt ist:

Zujedem € > 0 gibtesein b e H mt h<h<bh+ e.
Falls h = h ist,ist h € H ,und der Beweis ist fertig.

Falls h < h ist,ist h € H , gibtes eine Umgebung U,(h) mit
h<h-0<h<h+d <h+ € .

Da h Haufungspunkt ist, liegen In  Uy(h) unendlich viele Folgenglieder a, und damit
aberauchin U.(h) . Alsoist h Haufungspunktvon a, und h € H .
Analog zeigt man, dass h € H ist.

Die Punkte h , h sind also kleinster bzw. grofter Haufungspunkt von a, .

g.e.d.
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Abgeschlossene, beschrankte, kompakte Mengen

Definition
Eine Menge A < C heillt abgeschlossen, wenn fur jede Folge z, € A qilt:

lim z, = z = z e A .

n-=>—oo

Eine Menge A c C heillt beschrinkt, wenn es eine Zahl S gibt mit |z| < S fir alle
z €A .

Eine Menge K < C heil3t kompakt, wenn gilt:

Zu jeder Folge z, € K existiert eine konvergente Teilfolge z, mit

lim z, =z € K .

k= —o0
Satz
Faralle A < C qilt: A ist kompakt < Aist abgeschlossen und beschrankt .
Beweis: , < °

Sei A abgeschlossen und beschrankt, und sei z,=x,+iy, € A eine Folge.
Dann gilt

lz| =S .
FUr die reellen und imaginaren Anteile gilt dann
-S < x,<S und -S <y, <S .

Nach dem Satz von Bolzano-WeierstraB gibt es konvergente Teilfolgen x, und vy, ,
mit

lim x, = x und lim y, =y .

k= —o0 k= —oo

Dann gilt fur die Teilfolge z, ,dass Im z, = lim x,+iy, = x+iy =: z ist.

k=2 —o : k-0

Wegen der Abgeschlossenheit von Aist z € A . Das heil3t, A ist kompakt.
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Beweis: , =
Sei A kompakt. Angenommen A sei unbeschrankt. Dann gibt es zu jedem n € IN ein

z, € A mit |z| > n .Furdie reellen und imaginéren Anteile gilt entsprechend
X > n und |y > n .
Dann sind diese Folgen und samtliche Teilfolgen divergent, im Widerspruch zur

Kompaktheit. Also ist A beschrankt.

Seinun z, € A mit Ilim z, = z .Dann gibt es wegen der Kompaktheit eine

n-=>—oo

konvergente Teilfolge z, mit lim z, = lim z, =z € A .

k- —oo « n->—ow
Deshalb ist A abgeschlossen.

g.e.d.

Bemerkung:

Jedes Intervall [a;b] < R und jede Kreisscheibe K, = {z | z € C, |z|] < r} ist

kompakt .

Satz
Istf: Kc € - > € stetigund K kompakt, soist f(K) kompakt.
Kurz: Das stetige Bild einer kompakten Menge ist wieder kompakt.

Beweis:
Sei vy, eine Folge in f(K) . Zu jedem n € IN gibt es ein z, € K mit

f(z,) = ya -

Da K kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge z, mit lim z, =z € K .

k= —o0

Wegen der Stetigkeit von ffolgt lim vy, = lim f(z,) = f(z) € f(K) .Alsoist f(K)

k= —o0 k>—o0

kompakt.

g.e.d.
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Satz vom Maximum und Minimum fur reellwertige stetige

Funktionen

Istf : K - > |R stetigund K € C kompakt, so hat f ein Minimum und ein
Maximum.

Beweis:

Nach dem vorigen Satz ist f(K) kompakt, das heil3t abgeschlossen und beschrankt. Nach
dem Satz vom Infimum und Supremum existieren diese. Es sei s := sup f(K) .

Nach dem Beweis gibt es eine monoton wachsende Folge vy, € f(K) mit
lim y, = s € f(K) , da f(K) abgeschlossen ist.

Zujedem n € IN gibtesein z, € K mit f(z,) = vy, .

Da K kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge z, mit |lim z, =z € K .

k= —o0

Wegen der Stetigkeit von ffolgt s = lim y, = lim f(z,) = f(z) . Das heift, dass f

k=>—o0 k= —o0

in z ein Maximum hat.
Der Beweis fur die Existenz des Minimums funktioniert analog.

g.e.d.
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Cauchysches Konvergenzkriterium fur Folgen

Fir eine Folge a, sind folgende Aussagen aquivalent:

(1) lim a, = a

n->—ow

(2) Zujedem ¢ > 0 gibtesein n, ,sodassfuralle n > n, gilt:

la, — a,| < e .

Beweis: (1) = (2)
Esgelte Ilim a, = a . Sei € > 0 gegeben. Dann gibtesein n, ,so dass fur alle

n->—oo

n > n, gilt la, — a| < ;— . Esfolgtfiralle n > n, :

a, - a,)=la,~a+a-al<ly,-a+l-al<$+s=c.

Beweis: (2) = (1)
Die Folge a, erfllle das Kriterium von (2). Wir zeigen zuerst, dass a, beschrankt ist:
Zu ¢ = 1 gibtesein n, ,sodassfuralle n> n, gilt: |a, — a,| < 1
Dann folgt:

-1 <a, —a, <1

a,—1 <a,<a, +1
Die Folge a, , n > n, istalso beschrankt. Da die restlichen Glieder a, , ... , a,_4

ebenfalls beschrankt sind, ist die ganze Folge a, beschrankt.

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstra gibt es eine konvergente Teilfolge a, mit
lim a, = a .

k= —o0
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Wir zeigen nun, dass |lim a, = a ist:

n-=>—o

Sei ¢ > 0 gegeben. Nach Voraussetzung gibt es ein ein n, , so dass fur alle
n=n, gt |a, — a,| < Z—

Wegen lim a, = a gibtesein n, = n, mit |a, — a| < ;—

k= —0

furalle n, > ny
Faralle n > n, folgtdann:

la, — al =[a, - a

n

nk+ank_a|S|a_ank|+|ank_a|<

g.e.d.
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Konvergente Reihen

Definition

Eine reelle Folge S, heilt Reihe mit den Gliedern a, , falls S, = Zai far alle
i=0

neiiN.

Die Reihe konvergiert gegen S € R , wenn die Folge S, gegen S konvergiert:

im S = Ilm Y a =S .

n-=>—ow n>—-w j=Q

Man schreibtauch | Y a, = S

Notwendige Bedingung fiir die Konvergenzvon S, :
im S, = lim Ya =S8 = lim a, = lim S-S, , =S-S=0

n->—oo n>—ow j=Q n->—oo n->—oo

Die Folge der Glieder a, muss also eine Nullfolge sein.
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Geometrische Reihen

Die geometrische Reihe S, = Zqi ist konvergent, genau dann wenn |q| < 1
i=0

Beweis:
S, =>.q
i=0
S, =1+ >.q
i=1
S, =1+q2q"’
i=1
n—1
S, =1+ qZ:qi
i=0
S, =1+ q(Sn — q")
S, =1+qS, —q"
Sn(1 o q) — 1 o qn+1
n+1
5, = -—d

Fir |g/ <1 ist lim q" = 0 und

n->—o

lim S, = lim 1-9q  _ , also konvergent.
1 - al ql

n->—ow n->—o

n

Ist umgekehrt |gq| > 1 , folgt |g" = 1 unddaher q" istkeine Nullfolge.
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Cauchysches Konvergenzkriterium fur Reihen

Fur eine Reihe S, = Zai sind folgende Aussagen aquivalent:
i=0

(1) im S, = Iim Y a =S
n->—ow n>—ow =0

(2) Zujedem € > 0 gibtesein n, ,sodassfluralle n > n, gilt:

n No

|Sn - Sn0| =

Beweis:

Man ersetze beim Beweis des Cauchyschen Konvergenzkriteriums fur Folgen einfach
f, durch S, .
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Weitere Konvergenzkriterium fur Reihen

Definition
Sind Y.a und Db, zwei unendliche Reihen mit nichtnegativen Gliedern
i=0 i=0

a, , b >0 undgiltfiurfastalle i € IN die Ungleichung a, < b, , so heif3t Zai
i=0

eine Minorante von Y.b, und Y.b, eine Majorantevon Y a, .
i=0 i=0 i=0

Satz ( Majoranten / Minorantenkriterium)

Jede Minorante einer konvergenten Reihe konvergiert, jede Majorante einer divergenten
Reihe divergiert.

Beweis:
Sei Y a, eine Reihe, die eine konvergente Majorante > b, mit Y b, = S hat.
i=0 i=0 i=0

Ab einen gewissen Index ip giltdann a, < b, furalle n > i, und

iaiszbiﬁs+2ai.

Die monoton wachsende Folge Z a, ist also beschrankt und damit konvergent.
i=0

Sei nun Zai eine divergente Minorante von Z b, . Ab einem gewissen Index i, gilt
i=0 i=0
dann b, > a furalle n > i, und b, > Zai . Ware nun Zbi konvergent,
i i=i, i=0

n n
wére sie eine konvergente Majorante von Y. a, , also ware . a, nach dem Vorigen
i=0 i=0

ebenfalls konvergent, was jedoch im Widerspruch zur zur Divergenz von Z a, stunde.
i=0

g.e.d.
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Satz ( Quotientenkriterium)

Sei Y a, eine Reihe mit nur positiven Gliedern a, > 0 .
i=0
WenneseineZahl g, 0 < qg < 1 gibt, sodassfirfastalle i € IN der Quotient

Aiyq
a

< q ist, dannist die Reihe konvergent.

Ist aber fiir fastalle i € IN der Quotient =*' > 1 | so divergiert die Reihe.

Beweis:

Aiq

Es gelte < q furfastalle i € IN , das heil’t, es gibtein iy € N , so dass fur
. . . Qi
alle i > i, gilt: 3 < q ,also a,; < aq .

Danngiltfuralle j = 0 :

2 3 j
aim. < ai0+j_1q < aio+j_2q < ai0+j_3q < ..=aq .

lo

Die Reihe Zaw hat also die geometrische Reihe Zaioqj als konvergente
j=0 j=0

Majorante und konvergiert daher. Darum ist konvergiert auch Zai :
=0

Ist fur alle i > i, der Quotient 5 1> 1 ,sind die a monoton wachsend und

bilden daher keine Nullfolge. Die Reihe Y a, divergiert deshalb.

=0

g.e.d.
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Satz ( Wurzelkriterium)

Sei Y a, eine Reihe mit nichtnegativen Gliedern a > 0 .
i=0
WenneseineZahl q, 0 < qg < 1 gibt, sodassfirfastalle i € IN gilt

\i/gi < q , dann istdie Reihe konvergent.

Wenn aber fur fastalle i € IN gilt \'/5I > 1 , sodivergiert die Reihe.

Beweis: -

Wenn es eine Zahl q 0 <q<1 qgibt, und \'/ai < q istfurfastalle i€ IN ,
folgt a, < q fir diese i , und daher ist die geometrische Reihe Zqi eine

i=0
konvergente Majorante flr Zai .

i=0

Ist \i/gi > 1 furfurfastalle i € IN ,sogilt a > 1 furdiese i, die Reihe divergiert
also.
g.e.d.

Definition und Satz ( absolute Konvergenz)

Eine Reihe Zai heilt absolut konvergent, wenn die Reihe Z la] konvergent ist.
i=0 i=0
Jede absolut konvergente Reihe konvergiert in gewdhnlichen Sinn.

Beweis:

Sei S, = Z|ai| konvergent. Zu jedem € > 0 gibt es nach dem Cauchyschen
i=0
Konvergenzkriterium ein n, ,sodassfiralle n > n, gilt:

|Sn - Sn0| = Z|ai| - Z|ai| = Z |ai| = Z |ai| < € .
i=0 i=0 i=ny+1 i=ng+1
Wegen | D, a| < D la| < e folgt die Konvergenz der Reihe > a nach dem
i=ng+1 i=ny+1 i=0

Cauchykriterium fiir Reihen .

g.e.d.
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Folgen und Reihen von Funktionen

Zunachst soll an den Begriff der stetigen Funktion erinnert werden:

Definition
Eine Funktion f : [a; b] --------- > IR heillt stetigin x € [a;b] , wenn gilt:

Fir alle Folgen x, mit lim x, = x folgt lim f(x,) = f(x) .

n-»o n-»o0

Man schreibt auch kurz lim f(x) = f(x) . Die Funktion heil3t stetig, wenn sie in jedem

X=X

X € [a;b] stetigist.

Satz
Gegeben sei eine Funktion f : [a; b] ---------- > IR . Dann sind folgende Aussagen
aquivalent:

(1)  fiststetigin x.
(2) Zujedem €>0 gibtesein 6>0 , sodassgilt:

y — x| <6 = fly) — f(x)| <e

Beweis: (2) = (1)
Sei X, eine Folge mit lim x, = x . Zujedem £€>0 gibtesein 6> 0, so dass gilt:

y — x| <& = fly) = f(x)| <e
Danngibtesein n, € N ,sodass |x, — x| <& firalle n > n, . Daraus folgt:

If(x,) — f(x)] <€ furalle n >=n, ,und lim f(x,) = f(x) .

n->c

Beweis: (1) = (2)
Angenommen es gabe ein &,>0 , sodass zu jedem &>0 ein x(d) existiert mit

[x(®)-x1 < &, aber 1f(x(d))- f(x)I > & . Fallsnun lim x, = x ist, gibtes ein

n-=>o0

nn €N mit |x, — x| <& furalle n > n, , aber If(x,)- f(x)I > & .

Das heiBt aber, lim f(x,) # f(x) ,im Widerspruch zur Stetigkeit von f.

n-=>o0

g.e.d.

Konvergenztheorie 24



Satz
Sei f: [a;b] - > |R stetig. Dannist f sogar gleichmaRig stetig. Das heil3t:

Zujedem €>0 gibtesein >0 , sodassfiralle x,y € [a;b] gilt

ly — x| <& = If(y) — f(x)| <€ .

Beweis:
Angenommen, f ware nicht gleichmafig stetig. Dann gabe ein & >0 , so dass zu jedem
0>0 Werte x(d), y(0) existierten, mit

Ix@)-y(3) | < &, aber [f(x(3)- f(y(d)| = ¢ .

Speziell wirden fur o = :T Folgen x», y» existieren mit |y, — x| < :T , aber
|f(yn) - f(xn)| = & .

Nach dem Satz von Bolzano — WeierstraB gabe es eine konvergente Teilfolge x, mit

. 1 . .
lim x, = x .Wegen |y, — x| < - gitauch lim y, = x und
k k k k-)OO k

koo
|f(ynk> - f(XnK)| > & .

Wegen der Stetigkeit von fist aber lim f(x,) = lim f(y,) = f(x) ,

k= k2w

also lim f(y,) — f(x,) = 0 im Widerspruchzu |f(y,) — f(x,)| = & .

k=
g.e.d.

Satz

Sei f: [a;b] -------- > IR stetigund f(x,) > a

Dann gibt es eine Umgebung U(x,) , so dass fiur alle x € U(x,) N [a;b] gilt
f(x) > a .

Entsprechendes gilt im Fall f(x,) < a .

Beweis:
Ware ein solches U(xo) nicht vorhanden, gabe es es zu jedem Uin (Xo) ein X, mit
f(x,) < a . Dann ware lim x, = X, , aber lim f(x,) = f(x) < a im

X, X X, X,

Widerspruch zur Voraussetzung.

g.e.d.
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Folgen von Funktionen

Definition

Eine Funktionenfolge f, : [a;b] ---—--- > IR heil’t punktweise konvergent , wenn fur
jedes x € [a;b] die Folge f,(x) konvergiert.

Die Grenzfunktion f = lim f, istdie durch f(x) = lim f,(x) definierte Funktion.
Eine Funktionenfolge f, : [a;b] ---—--- > |R konvergiert gleichmaBig gegen eine

Grenzfunktion f, wenneszujedem € > 0 ein n, gibt, sodassfuralle n > n, und
alle x e [a;b] gilt:

Ifo(x)=f(x)| < e .

2¢ ‘
Satz
Konvergiert die Folge f, : [a;b] ----- > |IR gleichmaBig gegen eine Grenzfunktion
f: [a;b] --—-—-- > IR undsind alle f, stetig, so istauch f stetig.
Beweis:

Es sei e > 0 gegeben. Nach Voraussetzung gibt es ein n, , so dass fur alle
n>n, undalle x € [a;b] gilt:

()= < §

Da f, stetigist, gibtesein § > 0 ,sodassgilt:

€

y —xl<d = Ifo(y) = fo(x)I < 3
Es folgt dann fiir |y — x| < & :
fly) = Ol = [f(y) = foly) + foly) = fo(x) + fo(x) = f(x)]
fly) = f(x)I = If(y) = f(y)l + [f,(y) = f, ()1 + [f, (x) = f(x]]
If(y) — f(x)| < % + % + % = ¢ . Alsoist f stetig .
q.ed.
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Cauchysches Kriterium fur gleichmaRige Konvergenz von

Folgen von Funktionen

Fur eine Folge f, von Funktionen f, : [ab] ------ > IR sind folgende Aussagen
aquivalent:

(1) f, konvergiert gleichmalig gegen f.

(2) Zujedem € > 0 gibtesein n, ,sodassflralle n > n, und fur alle
X € [a;b] gilt:

) — fu )l < € .

Beweis: (1) = (2)

Sei f, gleichmaRig konvergent gegenf.Sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein n, ,
sodassfiralle n > n, undfiralle x € [a;b] gilt:

) = 0l < S

Dann folgt:

|fn(x> - fn0<X)| = |fn(X> - f(X) + f(X) - an(X>|
£, (x) = fo,(X)] < [f,(x) = £(x)] + [f(x) = f,(x)|

|fn(x) - fn0<x>| < ;_ + Z_

f.(x) — f,(x)| < e ,das heift, das Kriterium (2) ist erfilllt.

Beweis: (2) = (1)

Jetzt sei umgekehrt das Kriterium (2) erflllt. Die Reihe konvergiert dann punktweise gegen
eine Funktion f, da die Folge f,(x) das Cauchysche Konvergenzkriterium fiir Folgen

erfillen:  lim f, = f mit f(x) = lim f,(x)

Man muss jetzt nur noch die gleichmalige Konvergenz gegen f nachweisen:

Zu € > 0 gibt es nach Voraussetzung ein n, , sodass furalle n > n, und fur alle
x € [a;b] gilt:

0 - < S

Konvergenztheorie 27



Firalle n+ m > n, undfliralle x € [a;b] folgt dann:

[frm(X) = Fa(X)| = [foum(x) = fo(x) + fo(x) = fo(x]]

[foam(X) = Fo(X)] < [fn(x) = F (X)) + I, () = f,(x)]

Das heil3t aber:

—ge < f..(x)— f(x) < ;—e

3
fn(x)—i—e < f. (x) <f(x)+ ?%e
fn<x)—§—e < M ., (x) < T(x) + g—e
fn<x)—§_e < f(x) < f(x) + g—e
—%e < f(x) - f(x) < g—e
f(x) = f,(x)) < Ze

[f(x) — f.(x) < e , furalle n > n, undfiralle x € [a;b] .

Also ist die Funktionenfolge f, gleichmaRig konvergent gegen f .
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Reihen von Funktionen

Definition
Eine Reihe S, = Zfi von Funktionen f, : [a;b] ----- > |R heil’t punktweise
i=0
konvergent, wenn fir jedes x € [a;b] die Summenfolge S, (x) = Y. f,(x)
i=0
konvergiert.

Die durch S(x) = lim

n-=> o

im Y f(x) = S f(x) definierte Funktion ist die

2o j=0 i=

S.(x) =1
Grenzfunktion S = Iim S, = ifi .

n->o0 i=0
Eine Reihe S, = > f, von Funktionen f, : [a}b] -—— > IR konvergiert
i=0
gleichmaBig gegen eine Grenzfunktion S = Zfi , wenn es zu jedem € > 0 ein
i=0

n, gibt,sodassfiralle n > n, undalle x € [a;b] gilt:

0 n

Z fi(X)—Z fi(x)

i=0 i=0

i=0

S(x)=8,(x)] = ‘s@)—iﬂ(x)

Aufgrund der Uberlegungen fiir die gleichmaRige Konvergenz von Folgen von Funktionen
ergeben sich sofort die folgenden Satze:

Satz
Konvergiert die Reihe S, = Zfi von Funktionen f;, : [a;b] ------ > |R gleichmaRig

i=0

und sind alle f, stetig, soistauch die Grenzfunktion S = Zfi stetig.
i=0

Cauchysches Kriterium fiur gleichmaRige Konvergenz von

Reihen von Funktionen

Fiir eine Reihe S, = Y f, von Funktionen f, :[a;b] - > IR sind folgende Aussagen
i=0

aquivalent:

(1) S, = Zfi konvergiert gleichmalig gegen S = Zfi .
i=0

i=0

(2) Zujedem € > 0 gibtesein n, ,sodassflralle n > n, und furalle
x € [a;b] gilt:

Ny

> (x) = 2 H(x

i=0

1Sa(x) — S, (x])] =
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Definition und Satz ( absolute / absolute und gleichmaRige

Konvergenz von Reihen von Funktionen)

Eine Reihe S, = Zfi von Funktionen f, :[a;b] ------ > IR heil’t absolut konvergent,

i=0

wenn die Reihe Y |f| konvergent ist.
i=0

Eine Reihe S, = Zfi von Funktionen f. : [ab] ------ > IR heilt absolut und

i=0
gleichmaBig konvergent, wenn die Reihe Z If| gleichmaRig konvergent ist.

i=0

Jede absolut (bzw. absolut und gleichmalRig) konvergente Reihe konvergiert (bzw.
konvergiert gleichmafig).

Beweis:

Zn: fi(x)

i=ny+1

Kriterium fir fur die gleichmaBige Konvergenz von Reihen von Funktionen .

Das folgt sofort aus der Ungleichung < 2. |fi(x)| und dem Cauchy-

i=ny+1

g.e.d.

Satz (Majorantenkriterium fur gleichmaRige Konvergenz von

Reihen von Funktionen)

Sei Zai eine konvergente Reihe mit nichtnegativen Gliedern a, > 0 , und sei
i=0

z f. eine Reihe von Funktionen f, :[a;b] ------ >IR.

i=0
Wenn |f(x)] < a furalle x € [a;b] und fast alle i ist, dann konvergiert die Reihe

> f, absolut und gleichmaRig.

i=0
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Beweis:

Zu jedem € > 0 gibt es nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium fiur Reihen
ein n, , sodassfiralle n > n, gilt:

Aulerdem gilt firalle n > n, undalle x € [a;b] : |[f.(x)| < a,

Dann folgt furalle n > n, undalle x € [a;b] :

< Y If(x)] = D a < € istdas

i=ny+1 i=ny+1

Zn: fi(x)

i=ny+1

Wegen

Cauchy-Kriterium fur gleichmaRige Konvergenz fur die Reihen

f(x) und D If(x)] firalle x € [a;b] erfillt, dasheiRt > f(x) konvergiert
i=0 i=0 i=0

absolut und gleichmaRig.

g.e.d.
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Potenzreihen

Definition

Eine Potenzreihe ist einen Funktion P : K <« € ------ > C derForm

0
Za Z ZO ,
i=0

wobei die a; € C die Koeffizienten und z, der Entwicklungspunkt ist.

Satz

Die Potenzreihe Za (z— z0 konvergiere in einem Punkt z, # z, € C .
i=0

(1)
(2)

Dann gibtesein M € [0;0) mit |a|lz,—z,/ < M firalle i€ N .

P(z) konvergiert absolut in jedem Punkt z der offenen Kreisscheibe K, , . ,
und es giltfuralle n € IN die Abschatzung

00

n+1
1 122,
IP(z)-P,(z)] = a(z—z lallz,—z] < M
(z) (z) i:§1 { o) |§1 v 1- 12—z \|z,—2,|
12,2,
Z,
KZO,\Z1—ZO| = {Z € C: |Z_ZO| < |Z1_ZO| }
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Beweis:

Weil P(z) in z: konvergiert ist |a(z,—z,)| = |allz,~z, eine Nullfolge, und damit
beschrankt, das heil3t es gibt eine Zahl M € [0;00) mit

lallz,—z,/ < M firalle ieN .

Sei z €K, , , =1{z€C:|z-z < |z1—2| }

Aus |z—2z)| < |z4—z, folgtzunachst:

1z—2zy| < [z41—20|

_ 1z—2,| 1
12,—2,|
, z—2z,|
q = :—0||| <1 firalle ielN.
21— 2%y

Dann folgt weiter fur die Abschatzung der Reihenglieder:

la(z-2,)| = |a]|z—z,| = |a|zi—2,| <Mgdg firale ieN.

Das bedeutet aber, dass die geometrische Reihe ZMqi eine konvergente Majorante
i=0

von Y alz—z,) bzw. D |a(z-z)| ist
i=0 i

Die Reihe Y a(z—z,) konvergiert also absolut und es existiert der Grenzwert
i=0

ga,z z,) = P(z) .
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Insgesamt erhalt man die behauptete Abschatzung:

N i N i 1 1—
P(z)-P,(z)] = X lallz;=2z < > Md =M ;— - M
i=n+1 i=n+1 1 q 1 q
— 1 _ n+1
=M 1_q(1 (1 q ))
1 n+1
=M ——
1-q g

g.e.d.

Satz vom Konvergenzradius
Zu jeder Potenzreihe P(z) = Y a(z—z,) gibt es genau ein p € [0;) , der
i=0
Konvergenzradius, mit folgender Eigenschaft:
| absolut konvergent fir z mit  |z—z)| < p .
P(z) ist -

| divergent fur z mit |z—2zo| > p .

Die offene Kreisscheibe K heit Konvergenzkreis .

Z, p

Beweis:

Die Eindeutigkeit ist klar: Sei p, ein anderer Konvergenzradius, etwa p, < p . Dann
ist P(z) absolut konvergent und divergent firalle z mit p, < |z—z, < p ,was einen
Widerspruch darstellt.

Zur Existenz: p := sup{ |z—z, : P(z) konvergiert |
Die Menge |{ |z—2z : P(z) konvergiert | # { } ,da P(z) in zo konvergiert.
Seinun z €e € mit |z—2z] < p

Dann gibt es ein z, € C mit |z—2z| < |z—z| < p , so dass P(z) in z
konvergiert. Nach dem vorigen Satz konvergiert P(z) absolutin z .

Seinun |z—z)| > p ,dann divergiert die Reihe nach Voraussetzung .

g.e.d.
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Satz von Hadamard

Es sei Z a(z— zO eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p . Dann gilt:
i=0

1

(1)  Wenn [im {|a| existiert und positiv ist, dannist p = ———
lim ||

(2)  Wenn lim Vla] = 0 ist,ist p =

(3) Wenn lim {]a| nichtexistiert,ist p = 0 .

Beweis: (1)

Sei |z—z) <

fim la] -

Dann folgt:

) Jz—zdl < 1

im (Val lz-zl) < 1

im ({la) [z—z) < 1
Esgibtein q < 1 mit (\i/|ai| |z—zo|‘) < q firfastalle i € N .

Dann folgt |a| |z—z,/ < d firfastalle i € IN . Das heilt, die Reihe Y a,(z-z,)
i=0
hat eine konvergente geometrische Reihe als Majorante und konvergiertin z , also ist
|z—2zo| < p .

Ist umgekehrt z ein Punkt mit |z—z)| > folgt:

1
im +[af

lim (x'/|?,|) |z—2z, > 1

[Vial |z-zol) >
im (Vial 1z-zf) > 1
(M) > 1 fdrunendlichviele i € N .
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Die Reihe Zai(z—zo)i divergiert also, da ihre Glieder keine Nullfolge bilden.

i=0

Beweis: (2)

Wenn lim v|]a] = 0 ist, strebt fiir jedes z € C die Folge (\i/|ai| |z—zo|i) gegen Null.
Istdann 0 < q < 1 ,sofolgt |a| |z—z, < q fiirfastalle i € N ,und die Reihe

P(z) = ) a(z—z,) istkonvergentin z .
i=0

Beweis: (3)

lim y]a| existiert genau dann nicht, wenn die Folge +[a| nicht beschrankt ist. Fiir
z+#z, ist dann auch (\i/|ai| |z—zo|‘) und |a| |z-z,/ nicht beschrénkt. Die Reihe

Y a(z-z,) muss also divergieren.
i=0

g.e.d.
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Satz

Jede Potenzreihe P(z) = ). a(z—z,) mit Konvergenzradius p > 0 konvergiert auf

jeder kompakten Kreisscheibe K, , ¢ K, , absolut und gleichmaRig .

Beweis:
Wegen r < p gibt es ein rr mt r<r,< p, und es gibt ein z, mit
1Z1=2| = 14
Firalle z € K, . ist [z—z| <r < r; = |z—Zz( , und nach dem vorletzten Satz gilt
folgende Abschatzung:
. i - z—z| —
|ai(z—zo)" = la||z-z,| = |a|zi—2,| | °|i <M |Z| firale ieN .
e

Die geometrische Reihe ZM( ) ist wegen :— < 1 konvergent und eine
i=0 1

Majorante von D a,(z—z,)
i=0

Es existiertalso P(z) = lim Y a(z-z,) = Y. a(z—z,)
i=0

m-=o00 j=Q

Zu gegebenem ¢ > 0 gibt es nun ein n, , so dass fur alle n > n, qilt:

|§1M( )<e.

Dannfolgtfuralle z € K, . undalle n > n, :

Y alz-z,)

i=n+1

2|azz0 <

i=n+1

P(z)-P,(z)| =

iai(z_zo)i_g a,(z-2,)

i=0

IA

> M(%)i < e

Alsoist P(z) auf K, . absolut gleichméBig konvergent.

g.e.d.
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Satz

Jede Potenzreihe Za, (z—z,) mit Konvergenzradius p > 0 ist auf dem
i=0

Konvergenzkreis stetig.

Beweis:

Sei z € K, , gegeben. Dann gibt es einr mit r < p mit z € K, , . Da alle

P.(z) = > alz-z) auf K, , stetig sind und P.(z) absolut und gleichméaRig

i=0

konvergiert, ist die Grenzfunktion P(z z a(z—z,) stetiginz.
i=0

g.e.d.
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Vertauschung von Grenzprozessen
Differentiation von Grenzfunktionen

Satz

Konvergiert die Folge f, : [a;b] ----- > |IR gleichmaBig gegen eine Grenzfunktion
f: [a;b] ----—-- > IR undsind alle f, stetig, so ist auch f stetig.

Beweis:

Es sei € > 0 gegeben. Nach Voraussetzung gibt es ein n, , so dass fur alle
n>n, undalle x € [a;b] gilt:

If.(x)=f(x]) <

Da f, stetigist, gibtesein 5 > 0 , sodassgilt:

y-xl<s = 0y - fxi<§

Esfolgtdannfir |y — x| < & :
|f(y> - f(X)| = |f(y) - fno(y) + fno(y) - fno(x) + fno(x) - f(X)|
fly) = f(x)l = [f(y) = f(y)l + [f,(y) = f, ()1 + [f, (x) — f(x]]

fy) = f(x)] < g— + g— + % = ¢ . Alsoist f stetig .

g.e.d.
Satz
Die Funktionenfolge f, : [a;b] ---—-- > |IR seistetigin x € [a;b] und konvergiere
gleichmaBig gegen eine Grenzfunktion f. Dann gibt es zu jedem e >0 eine
Umgebung U,(X) < [a;b] und ein n, , so dass fir alle x € Uy (x) und alle

n>n, undalle x € [a;b] gilt:

If.(x) — f(X) < € .

Beweis:

Wegen der gleichmaRigen Konvergenz der f, in der Stetigkeit in x ist auch die
Grenzfunktion f stetig in X . Es gibt daher zu jedem € > 0 eine Umgebung
Uy,(X) = [a;b] , sodassfiralle x € Uy(x) gilt:
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fx) = 18] < S

Wegen der gleichmalligen Konvergenz der f, gibt es ein n, , so dass fur alle
X € [a;b] undalle n > n, gilt:

If (x) — f(x)] < g— .

Dann folgt fir alle alle x € Uy(X) undalle n > n, :

Ifa(x) = F(X)] = [fa(x) = f(x) + f(x) = f(x]

f0x) - f(x)< &+ §
Ifo(x) = f(X)| < €
g.e.d.
Satz
Die Funktionenfolge f, : [aib] ------ > |R sei differenzierbar und die Folge der
Ableitungen f.' : [a;b] ---—--- > |IR sei stetig. Wenn dann die Folgen f, und f '

gleichmiBig gegen f und f konvergieren, ist auch f differenzierbar und es gilt
fr=f

Andere Schreibweise: (Iim fn(x))' = lim f ' .
Beweis:
Sei X € [a;b] . Wir missen zeigen, dass lim i(x_);—f(x) = f(x) ist.

Fir x # x ist lim fulx) — fol%) _ f(x) _ f(x)
o X — X X — X

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es zu jedem n ein
E, € (x;x) oder &, € (x;X) mit

) = M0 - pg)

f
X

x| |

Sei nun e > 0 vorgegeben. Da die Folge f,' gleichmaRig gegen f konvergiert ,
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gibt es nach dem vorigen Satz gibt es eine Umgebung U,(X) < [a;b] und ein n, ,
sodassfliralle x € Uy (X) undalle n > n, gilt:

)~ TRl < S

Zufestem x € Uy(X) , x # X gibtesein n, > n, ,sodassfiralle n > n, gilt:

f(x) = f(x) _ falx) = f(®)] _ ¢
X — X X — X 2
Dann folgt:
fx) = (0 | 2 0= F0R0) R0 = %) 00 = B0
o [f = &) falx) = KX fax) = folX)

IA
|
+

>
|
x| |
>
|
X

€ 4, € —
< 2 + 2 €
Also ist dass  lim L(X—) - f(x) £(x)

g.e.d.
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Satz

Sei P(x) = Y a(x—x,) eine reelle Potenzreihe mit Koeffizienten a, € R und dem
Konvergenzradius p > 0 .Dannist Pim Intervall (x,—p;x,+p) differenzierbar und es
gilt

i—1

M

P'(x) = 21 a(x=x,)

1

Andere Schreibweise: P'(x) = (i ai(x—xo)i)' = i(ai(x—xo)i)' = Zi a,(x—x,)"

Beweis:
Wir betrachten die Reihe P'(x) = D)i a(x—x,)”' . Nach dem Satz vom

Konvergenzradius hat sieeinen p > 0 .

Es ist klar, dass p < p ist, da die Potenzreihe P’(x) héchstens auf dem Intervall
(Xo—p;Xo+p) erklart ist.

Wir zeigen nun, dass p = p ist:

Sei  |x—Xq| < p , das heilt x € (xo—p;Xo+p) , und sei x #x, . Fir die

Potenzreihne P(x Za (x—x,)" gilt folgendes:

Es gibtein x, mit |x—X,| < |X;—Xc| < p ,so dass die Reihe P(x) = D a(x—x,)
i=0

in  x, konvergiert und die bekannte Abschatzung

la(x—x,)| = [a][x=x | = |a||x;—x,| X Xo‘i <Mgqg firale ieN .
\x1—x0\
gilt, wobei M eine Schranke der Nulifolge  |a(x,—X,)| = |a|jx,—x,  und
XXl g
X=X .

™

Zur Abschatzung der Folgenglieder der Reihe P'(x) = Y.i a(x—x,) ' folgt nun

1

weiter:
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M i
‘x—xo‘

IA

[a(x—x,) | = [ajx—xo|

lai(x—x,) | = |afjx—x,| " M ('X_X°||)

<
|x=xo| \IX1=Xq
i—1 M X=X/ |
i-1| _ ol 0
lai(x=x,) | = [afjx—x] " = x=x] (|x1—xo|)
. _ -1 _ R iM |X_Xo| .
|| a,(x—x,) ‘ =i |afjx—x,| " = x=x] (|x1—x0|)
|i ai(x—xo)M‘ = | ‘ain—xo|F1 < M g firalle ieNN .
[xi= %
Die Reihe Z|x ” g~ ' konvergiert nach dem Quotientenkriterium , denn es ist
1720
i+1)M i+1—
I(X—)X\q11 i+1 1 :
0 = q:(1+_—)qsq < 1 furfastalle i € N .
iM q- [ [
]
Demnach konvergiert auch die Reihe P'( ZI a(x—x,) " fir |x—xo < p nach

dem Majorantenkriterium . Wir haben damit gezelgt, dass p = p ist.

Nach dem vorigen Satz erfullen die Reihen

a(x—x,) und P(x) = ii a(x—x,) "

4

1]
o
1]
-

P(x) =
bzw. die Folgen der Partialsummen

= Y a(x—x,) und P, Z (x—x,)""
i=0 i=1

die (absolute und) gleichmaBige Konvergenz auf jedem abgeschlossenen Intervall
[Xo=F;Xo+r] € (Xg—p;Xo+p) -

Darumgilt P'(x) = P(x) ,also P'(x) = (Z ai(x—xo)i)' = Zi a(x—x,) " .

g.e.d.
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Vertauschung von Grenzprozessen
Integration von Grenzfunktionen

Satz

Die Funktionenfolge

f, : [a;b] -—-—--- > IR sei stetig und damit integrierbar.

Wenn dann

die Folge f, gleichmaBig gegen f konvergiert , ist auch f integrierbar und es
b

git [ f(x) dx = lim j‘fn(x) dx

n->c 4

Andere Schreibweise:

Beweis:

Wegen der gleichmaRigen Konvergenz und der Stetigkeit der
Grenzfunktion f stetig und damit integrierbar.

Sei € > 0 gegeben.
X € [a;b] gilt:

Dann gibt es ein n, , so dass fur alle

Fx)-f,(x) < E—

Dann folgt:

b

Jf(x)

a

b
dx — ffn(x) dx

b
< ff)—a dx
= E_ (b—a) = ¢

Das heifdt aber Ilim

n-=>o0

bfn(x) dx = jf(x) dx .
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Satz

Sei P(x) = Y a(x—x,) eine reelle Potenzreihe mit Koeffizienten a, € R und dem
i=0

Konvergenzradius p > 0 . Dann ist P im in jedem abgeschlossenen Intervall
[a;b] = (Xo—p;Xe+p) integrierbar, und es gilt :

P(x) dx = lim jtliai(x—x())i dx .

n->o a i=0

m’—,c‘

Beweis:

Es gibt ein r >0 mit [a;b] c [x,—r;X+r] © (Xo—p;X,+p) - Dann ist die

Potenzreihe  P(x) auf dem abgeschlossenen Intervall [x,—r;x,+r] absolut und

gleichmalig konvergent.

Da die Partialsummen P, (x) = > a/(x—x,) stetig auf [x,—r;x+r] sind, und die
i=0

P, gleichmaRig gegen P konvergieren, ist die Grenzfunktion P(x) =

v

1
o

a,(x—x,)

ebenfalls stetig.

Nach dem vorigen Satz gilt dann:

}P(x) dx = lim [P,(x) dx = li }iai(x—xo)‘ dx .

n->ow a n->oo

g.ed
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