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Intervallschachtelungsaxiom

Eine Intervallschachtelung ist eine Folge von Intervallen [An,Bn]n cn © R mit

[Anit,Bo] € [A,,B,] firalle ne N und lim B,—A, = 0

n-=>w

[IA]  Jede Intervallschachtelung [A,,B,] c R hatgenau ein Zentrum z .

n € IN

Satz von Bolzano und WeierstraR

(1) Jede beschrankte Folge (an)n . n © R hateinen groften und einen kleinsten
Haufungspunkt H und H.

(2) Der Punkt H ist Haufungspunkt der Folge (an)n .~ © R genaudann,
wenn eseinegegen H konvergente Teilfolge (ank)k oy 9ibt.

Beweis (1):

Man zeigt zunéchst die Existenz des gréften Haufungspunktes H’
Esgeltefiralle ne N : A, < a, < B, .Setze |, :=[A,B] .
Sei M die Mitte von [A,,B,] . Es gibt nur 3 mdgliche Konstellationen :

I Sowohl [A;,M] und [M,B;] enthalten unendlich viele Folgenglieder von

@)y e n -

I Nur [M,B,] enthalt unendlich viele Folgenglieder .

1 Nur [A;,M]| enthalt unendlich viele Folgenglieder .

Inden Fallen |, ll setze : I, = [A,B,] := [M,By] .
Ansonsten setze : l, = [A;By] := [AM] .

Fahrt man in dieser Weise fort, erhalt man eine Intervallschachtelung (In)n < n »dienach
dem Intervallschachtelungsaxiom das Zentrum H hat.

Nach Konstruktion der Intervallschachtelung liegen also oberhalb jedes Intervalls
I, hochstens endlich viele Folgenglieder !
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Seinun e > 0 vorgegeben. Danngibtes ein n, € N mit | € UG(H*) . Dann

n

enthalt 1, und damit U.(H] unendlich viele a, . Also ist H ein
Haufungspunkt .
Jetzt zeigt man noch, dass H  der groRte Haufungspunkt ist :

Sei H mit H < H ein noch gréRerer Haufungspunkt der Folge (an)n N

H-— H

Setze: ¢, (= 2

Dann sind die Umgebungen UEO(H*) , U_(H] disjunkt mit UeO(H*) < U.(H

Wegen limB, — A, =0 gibt es ein n, mit = UGO(H*) und

No
n->o0
I

Lo< UJH) < u(H)

Da nun oberhalb des Intervalls I, hochstens endlich viele Folgenglieder liegen, kann
H kein Haufungspunkt sein .

Alsoist H der gréBte Haufungspunkt der Folge (an)n .n SR

Mit einer entsprechenden Konstruktion einer Intervallschachtelung zeigt man, die Existenz
des kleinsten Haufungspunktes H.

Beweis (2):

Sei (ank)kEIN eine konvergente Teilfolge der Folge (a,| _, = R , welche gegen

H konvergiere .

€N

Sei e > 0 gegeben.Danngibtesein n, ,sodassfiralle n, > n gilt:

ak—H|<e

n

Da also fast alle Teilfolgenglieder a, in UE(H) liegen, ist H ein Haufungspunkt
der Folgen (ank)kelN und (an)nelN

Sei nun umgekehrt H ein Haufungspunkt der Folge (an)n .n - Dann heillt dies,
dass jede Umgebung U_H| unendlich viele Folgenglieder a, enthélt.

Man wahle nun zu  U,(H] ein a, € (a,) mit a, € U,(H| und dann ein

neiN
a, € Ul(H) mit n, >n, , ...usw. .
2
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Fir die so konstruierte Teilfolge (ank)kGIN giit dann  |a, — H| < % fur alle

k € IN .Also konvergiert die Folge (ank)ke n 9egen H

Satz
Jede beschrankte monotone Folge a, € R ist konvergent.

Beweis:
Sei die Folge a, monoton wachsend. Nach dem Satz von Bolzano-WeierstraBl gibt es

eine Teilfolge a, mit Im a, = z .

k= —w

Zu vorgegebenen € >0 gibtesein n, ,sodass gilt:
@, —2 < e furalle n, > n, .
Wegen der Monotonie gilt dann :

la,—z| <& firalle n>n .
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Beschrankte Mengen

Satz und Definition
Sei A c R und A # {} .Dann heif’t eine Zahl

s € R untere Schranke von A, falls furalle a € A gilt: s < a .

S € R obere Schranke von A, falls firalle a € A gqilt: a < S .

Das Infimum von A, inf A, ist die groRte untere Schranke .

Das Supremum von A, sup A, ist die kleinste obere Schranke .

Gehdren Infimum und Supremum zur Menge A hei3en sie Minimum bzw. Maximum.

Jede nicht leere beschrankte Menge A < IR hat ein Infimum und ein Supremum.

Beweis:

Sei x, € A und Sy eine obere Schranke von A. Nun halbiert man das Intervall

S
lo, = [X0;So] - Die Mitteist m = )2(°+—° . Es kdnnen zwei Félle auftreten:
1.Fall: An (m;S;] = &
Dann ist m eine obere Schranke und wir definieren x, :=x, , S; := m und
li = [X4;S]
]
X, =X, =S, J S,
X, J s, S,
2. Fall: An (m;S,] # &
Dann gibt es einen Punkt x; € A mit x, > m . Dann definieren wir S, := S, und

li = [x4;S4]
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X X, S
0 m|_ ;

Diese Konstruktion kann man fortsetzen, so dass man eine Intervallschachtelung

= [x,;S,] bekommt , wobei die S, obere Schranken vom A , die x, € A und

I,
Sn_Xn = Sr?_—xo
2
Die Folge der oberen Schranken S, ist monoton fallend und ist nach dem Satz von

Bolzano und WeierstraB fir monotone Folgen konvergent gegen eine Zahl S.

Jetzt zeigt man, dass S die kleinste obere Schranke ist:

Fir x € A gilt x < S, firalle n e IN ,also x< lim S, = S .DamitistS eine

obere Schranke.
Angenommen es gabe eine obere Schranke S < S. Wegen S-S' > 0 gibt es ein

n € IN mit

S —x <SO_7XO

n n — n

<S-S' < S -8

S,—x, < S,—-S'
-X, < —=S'

X, > S'

Die letzte Ungleichung steht im Widerspruch dazu, dass S eine obere Schranke von A ist.

Das heil’t, dass S die kleinste obere Schranke , also das Supremum von A ist.

Die Existenz des Infimums von A zeigt man analog.
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Nullstellensatz fiir stetige Funktionen :

Eine stetige Funktion f : [a,b] —— R , die an den Intervallgrenzen unterschiedliche

Vorzeichen hat, besitzt mindestens eine Nullstelle  x, € (a,b] .

Beweis :

Es sei zum Beispiel f(a) < 0 < f(b)

Setze I, = [a,b,] := [a,b] .Esgilt f(a) <0 < f(b,) .

Fir die Intervallmitte m, von |, istdann f(m;) = 0 oder f(m,) # 0 .
Falls f(m,) > 0 setze |, = [a,b,| := [a; m|]

Falls f(m,) < 0 setze I, = [ayb,| := [mb,] .

Fur 1, = [a,b,] gilt f(a,) < 0 < f(b,) .
Setzt man dieses Verfahren der Intervallhalbierung fort, so kommt man entweder zu einer
Nullstelle von f oder man erhalt eine Intervallschachtelung |, = [a,b,].cn Mit
f(a,) < 0 < f(b,) unddem Zentrum x, .

Wegen der Stetigkeit von f gilt
lim f(a,) = f(x,) < 0 wund Iim f(b,) = f(x,) = 0 ,also f(x,) = 0

n->cw n->o0

Der Fall, dass f(b) < 0 < f(a) istwird entsprechend abgehandelt .

Zwischenwertsatz fir stetige Funktionen :

Eine stetige Funktion f: la,b] — R nimmt jeden Wert z mit
f(a) < z < f(b) ,falls f(a) < f(b) ist, oder jeden Wert z mit f(b) < z < f(a)
,falls f(b) < f(a) ist, an.

Beweis :
Sei zum Beispiel f(a) < f(b) und sei z mit f(a) < z < f(b) gegeben. Betrachte
die  Funktion F=f-2z, dann st F(a) = f(a)-z < 0 und
F(b) = f(b)-z > 0 , das heilt, die stetige Funktion F hat an den Intervallgrenzen
unterschiedliche Vorzeichen. Nach dem Nullstellensatz gibt es ein  x, € (a,b) mit
F(xo) = f(Xo¢)—z = 0 ,also f(xo) = z .

Der Fall f(b) < f(a) wird entsprechend abgehandelt .
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Schrankensatz fir stetige Funktionen :

Eine stetige Funktion f : [a,b] —— R ist beschrankt .

Beweis :

Angenommen , die Funktion f st im Intervall |, = la,b] nicht beschrankt. Dann gibt
es mindestens eine Intervallhdlfte 1, von |, ,in der f nicht beschrankt ist. Ebenso

gibt es eine Intervallhdlfte 1, von |, ,inder f nicht beschranktist. Die Fortsetzung
dieser Argumentation liefert eine Intervallschachtelung |, .., mitdem Zentrum x, , so

dass f injedem Intervall unbeschrankt ist .

Da f stetigist, gilt lim f(x) = f(x,) ,und es gibt zu der Umgebung U1(f(x0)) ein

Intervall I, mit f(l,) = U (f(xq)) .Esfolgt f(x,)—1 < f(l,) < f(xo)+1 ,alsoist f
auf dem Intervall |, doch beschrankt , was einen Widerspruch darstellt . Also ist f

beschrankt .

Satz vom Maximum und Minimum fur stetige Funktionen :

Eine stetige Funktion f : [a,b] —— IR nimmt das Maximum und das Minimum an .

Beweis :
Da f beschrankt ist, existieren die kleinste obere Schranke M und die grofite untere
Schranke m .

Setzt man I, = [a,b;] := [ab] und halbiert das Intervall, so ist M fiir mindestens

eine Intervallhalfte |, = [azbz] kleinste obere Schranke .
Setzt man die Argumentation fort, so erhalt man eine Intervallschachtelung

l, = [a,by),.y Mitdem Zentrum xy .

neiN

Da f stetigist, ist lim f(a,) = f(xy) < M . Man zeigt nun, dass f(xy,) = M ist.

n->w

M—f
Ware namlich f(x,) < M ,dannsetze € = 2—(XM) . Dann gibt es ein Intervall |,
mit f(l,) = U(f(xy)) -
M—f f M
Es folgt f(l ) < f(x,)+e = f(x,) + 5 (Xu) = 2(XM)+ < M . Also kénnte M fiir
f(Xy)+M

I, nicht die kleinste obere Schranke sein , da eine noch kleinere ware.

2

Deshalb muss f(x,) = M sein . Analog zeigt man, dass es ein X, gibt mit
f(Xm) = m
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Definition relativer Extrempunkte :

Sei f : (a,b)j —> R eine Funktion.

Falls eine Umgebung Ue(xo) existiert mit

flx|] < f(x) firalle x € Ug(x) ., x # x, ,heit x, relative Maximalstelle
und der Punkt HP(xO|f(x0)) relativer Hochpunkt .

Falls eine Umgebung U, [x,| existiert mit

flx|] > f(x,) firalle x € Ugfx) , x # x, ,heift x, relative Minimalstelle
und der Punkt HP(xO|f(x0)) relativer Tiefpunktpunkt .

Man spricht in diesem Zusammenhang auch von relativen Extremstellen bzw. relativen

Extrempunkten.

Notwendige Bedingung fiir Extremstellen von differenzierbaren Funktionen :

Sei f : (a,b) —> R eine differenzierbare Funktion und x, eine relative

Extremstelle. Dann gilt f'(xo) =0

Beweis :

Sei x, eine relative Maximalstelle. Dann giltfir Ax > 0 :

f(x0+Ax) — f(xo) . 0

AX

f'(xo) ~ im f(xo+Ax) — f(xo)
Ax»0 AX

f'(xo) >0

f(xo—Ax — f(xo) <0

—AX

f'(xo) ~ im f(xo—Ax) — f(xo)
Ax»0 —AX

f'(xo) <0
Also folgt f'(x,] =0 .

Der Beweis flur eine relative Minimalstelle geht analog.

Kurvendiskussion 9



Satz von Rolle :

Sei f: [a,b] —> R stetg, f : (a,b) —> R differenzierbar und

fla] = f(b) . Dann existiertein x, € (a,b] mit f'(xo] = 0

y=f(x)

Beweis :

Da die Funktion f stetig auf [a,b| ist, nimmt sie Minimum und Maximum an, das

heiRt, es existieren X, , xy € [a,b] mit  f(x,] < flx] < f(x, fir alle
x € [a,b] .
Wenn f konstantist, setztman x, = ng € [a,b) ,undesist f‘(xo) =0

Wenn f nicht konstant ist, dann muss wegen fla) = f(b] fiir mindestens eine der
Stellen x, , Xy imlIntervall (a,b] liegen. Diese Stelle setzt man gleich x, ,und

es ist f'(xo) =0 .
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Erster Mittelwertsatz der Differentialrechnung :

Sei f: [a,b]j — R stetig, f : l(a,b] —= R differenzierbar. Dann
e 1 f(b)—f(a)
existiertein x, € (a,b] mit f'(x,) = e
v A y=104
(b)-f(a)
Eb-a
: —>
X, " «

Beweis :

Betrachte die Sehne mit der Gleichung y = f(a) + (x—a) und die

Differenzfunktion F(x) := f(x) — (f(a) + M(x—a)

Dann git F(a) = F(b) und F'(x) = f('x) — , und es gibt nach dem

SatzvonRolle ein X, € (a,b] mit F'(x) = 0

Dann folgt :

F'(xo) =0

f'(x,) — ‘;(E;—f(a) -0
f'(x,) = ‘;(E;—f(a)
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Hinreichendes Kriterium fiir relative Extrema differenzierbarer Funktionen :

Sei f : (a,b) —> R differenzierbar.

(1) Falls f'(xo) = 0 und eine Umgebung Ue(xo) existiert mit
f'ix] >0 fir x e Ufx) ., x < x
f'ix] <0 fir x e Ufx) , x> x5

dannist x, eine relative Maximalstelle .

y A

y=f(x)

y, >
b X

(2) Falls f‘(xo) = 0 und eine Umgebung Ue(xo) existiert mit
flx] <0 fir x € Ufxo , x < x
f'ix] >0 fir x e Ufx) ., x> x

dannist x, eine relative Minimalstelle .

y A

™

0

N Y
< >
b

U.(x,)

Kurvendiskussion 12



Beweis (1) :
Sei Xx,—AX < X, € U/(x,) . Dann gibt es nach dem Ersten Mittelwertsatz der
Differentialrechnung ein g, € (xO—Ax , Xo| mit

f(Xo—AX)—f(X,)

f(&) = Ty >0 ,
also

f(xo—AX)—f(X,) 0

—AX

f(xo—AX)—f(X,) < O
f(xo—AX) < f(xo)

Sei X, < Xo*+Ax € U/(x,) . Dann gibt es nach dem Ersten Mittelwertsatz der
Differentialrechnung ein &, (xo , Xo+AX]| mit

f(xo+Ax)—f(X,)

f(&) = 1% <0 ,
also

f(Xo+AX)—F(Xo) <0

A X

f(xo+AX)—f(xo) < O
f(Xo+AX) < f(Xo)

Das bedeutet, dass x, eine relative Maximalstelle ist.

Der Beweis fur (2) geht analog .

Kurzversion des Kriteriums :

(1) Ist f'(xo) = 0 undhat f' ineiner Umgebung Ue(xo) an der Stelle x,
einen Vorzeichenwechsel von + nach -, dannist x, eine relative

Maximalstelle .

(2) Ist f'(xo) = 0 wundhat f' ineiner Umgebung Ue(xo) an der Stelle x,
einen Vorzeichenwechsel von - nach +, dannist x, eine relative

Minimalstelle .
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Definition der Monotonie :

Sei f : [a,bj] —= R eine Funktion.

Die Funktion f heilt monoton wachsend, falls firalle x;x, € [a,b] gilt:

X1 < X = f(x,) < f(xy)

Die Funktion f heiRlt streng monoton wachsend, falls firalle x, x, € [a,b] gilt:

X1 < X3 = f(xi) < f(xy)

Die Funktion f heilt monoton fallend, falls fiiralle x, x, € [a,b] gilt:

Xy < X3 = f(xi) = f(x,)

Die Funktion f heiRt streng monoton fallend, falls fiiralle x,x, € [a,b] gilt:

Xy < X3 = f(x1) > f(x,)

Monotoniekriterium fiir differenzierbare Funktionen :

Sei f : [a,b] —= R eine differenzierbare Funktion. Dann gilt :
f'>0 = f ist streng monoton wachsend .
f'<0 = f ist streng monoton fallend .
Beweis :
Sei f'>0 , unssei X; < X,
Angenommen es ist f(x,) > f(x,) , also f(x,) — f(x;) < 0 . Dann gibt es nach
f(xz)—f(x4)

dem Ersten Mittelwertsatz ein &, e (x1,x2) mit f'(§1) = <0 ,im

X=X,
Widerspruchzu f' > 0

Also gilt f(x;) < f(x,) und f iststreng monoton wachsend .

Der Beweis fir f' < 0 gehtanalog .
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Hinreichende Bedingungen fiir relative Extrema 2-mal stetig-differenzierbarer

Funktionen :

Sei f : [a,b] —= R eine 2-mal stetig-differenzierbare Funktion. Dann gilt :
f'(xo) = 0 und f'"(x) <O = X, ist relative Maximalstelle .
f'(xo) = 0 und f'"(x,) >0 = X, ist relative Minimalstelle .

Beweis :

Sei f'(xo) =0 und f''(x) < 0 . Da f'" stetig ist, gibt es eine Umgebung

Ue(xo) mit f''(x) < 0 furalle x € Ue(xo) .

Nach dem Monotoniekriterium ist f' streng monoton fallend auf Ue(xo)
Fir x € (xo—e , x| ist f'(x) > f'(x,) = 0

Fir x € (xO , x0+e) ist 0 = f'(xo) > f'(x)

Alsoist x, istrelative Maximalstelle .

Der Beweis fiir den Fall, dass f'(x,) = 0 und f'(x,) > O ist, gehtanalog .
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Definition der Konvexitiat und Konkavitat differenzierbarer Funktionen :

Eine differenzierbare Funktion f : (a,b) ——> R heilt konvex , wenn die

Ableitungsfunktion f' monoton steigt .

y A

N
~
a b X

Eine differenzierbare Funktion f : (a,b) ——> R heilt konkav , wenn die

Ableitungsfunktion f' monoton fallt .

y=f(x)
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Definition der Wendestelle bzw. des Wendepunkts :

Sei f : (a,b) ——> R differenzierbar. Es existiere eine Umgebung U€(xo) , SO

dass entweder

(1) f auf (x,—e€,X,) konvexundauf (x,,X,+€) konkav ist
oder
(2) f auf (x,—e,X,) konkavundauf (x,,X,+€) konvexist .

Dann heit x, Wendestelle und der Punkt WP (xo|f(x0)) Wendepunkt .

Analoge Formulierung :

Sei f : (a,b) ——> R differenzierbar. Es existiere eine Umgebung Ue(xo) , SO

dass entweder

(1) f' istauf (x,—e,x,) monoton steigend und auf (x,,X,+€¢) monoton
fallend

oder

(2) f' istauf (x,—e,x,) monoton fallend und auf (x,,X,+e) monoton
steigend

ist .

Dann heiRt x, Wendestelle und der Punkt WP (xo|f(x0)) Wendepunkt .
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Notwendige Bedingung fiir Wendestellen 2-mal stetig differenzierbarer Funktionen :

Sei f : (a,b)] —> R 2-mal stetig differenzierbar und x, Wendestelle .

Dann ist f"(xo) =0 .

Beweis :

Angenommen es ware f"(xo) # 0 , etwa f"(xo) > 0 , dann gabe es eine
Umgebung U, (x,) = U,(xo] mit f'" > 0 auf Uy(x,) ,was sowohl im Widerspruch zu
f" <0 auf (x—9,%) aus (1) als auch zu f'" < 0 auf (x,,X+d| aus (2)

stiinde .

Hinreichendes Kriterium fiur Wendestellen 2-mal stetig differenzierbarer

Funktionen :

Sei f : (a,b) ——> R 2-mal stetig differenzierbar.

Falls f"(xo) =0 und Ue(xo) existiert mit eine Umgebung Ue(xo) existiert mit

(1) f'' < 0 auf (xo—e,xo) und f'" > 0 auf (xo,xo+e)
oder
(2) f" >0 auf (x—e,Xo] und " < 0 auf (xo,Xo+e| ,

dannist x, Wendestelle .

Beweis :

Da f'" stetig ist, ist notwendiger Weise f"(xo) = 0 . Denn angenommen es ware
f'(x) # 0, zum Beispiel f"(x,] > 0 , dann gébe es eine Umgebung
Ué(xo) c Ue(xo) mit f'' > 0 auf Ué(xo) , was sowohl im Widerspruch zu ' < 0

auf (x,—8,%,) aus (1) alsauchzu f" < 0 auf (x,,X,+d| aus(2) stinde .

Also muss f"(xo) = 0 sein . Die Bedingungen des vorigen Kriteriums sind also erfullt
und x, ist Wendestelle .

Fir den Fall, dass f"'(xo) < 0 ergibt sich eine analoge Begrundung .
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Kurzversion des Kriteriums :

Sei f : (a,b)j —> R 2-mal stetig differenzierbar.

Ist f"(xo) = 0 wund hat f" in einer Umgebung Ue(xo) an der Stelle x, einen

Vorzeichenwechsel von - nach + odervon + nach -, dannist x, eine Wendestelle .

Hinreichendes Kriterium fiir Wendestellen 3-mal stetig differenzierbarer

Funktionen :

Sei f : (a,b)] —> R 3-mal stetig differenzierbar.

Ist f"(xo) = 0 und f"'(xo) # 0 ,dannist x, Wendestelle .

Beweis :
Sei f"'(xo) # 0 , etwa f"'(xo) >0 .Da f"" stetig ist, gibt es eine Umgebung
Ue(xo) mit f''' > 0 auf Ue(xo) :

Nach dem Monotoniekriterium ist f'' streng monoton wachsend auf Ue(xo) .
Firalle x € (xo—e,X,| istdann f"(x) < f'"(x,) = 0 und
fiiralle x € (xo,X+€| istdann f"(x) > f''(x,) = 0

f''" macht also auf Ue(xo) bei x, eine Vorzeichenwechsel von — nach + , und
deshalb ist x, Wendestelle .

Fir den Fall, dass f"'(xo) < 0 ergibt sich eine analoge Begrindung .
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