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Die Stirlingsche Formel

Es gilt die Formel: n! ~ +2xn (2—) Vn

Gemeint ist die Asymptotische Gleichheit, d. h. Iim — . =
n-=>o0 m (n_) \/ﬁ

Speziell ist :
1

. noo 1 — .
V2x (g) n e™ < nl < V2n (g) Vn e firalle n e N

Beweis :
Statt der vorgegebenen vorgegebenen Formel, kann man zu &quivalenten Formeln

Ubergehen :

nl ~ V2x (g—)n Vn

In(nt] ~ |n(¢_n (g) Jﬁ)
Inn!] ~ Inl
|

In(n!) ~ In

In(n!) ~ In(V2x) + In

In(n!) ~ In(\/Z—n) + (n+;—) In(n) - n

In(n!) — (n+1§) In(n) + n ~ InWZ—n)

Setze d, := In(n!) — (n+;—) In(n) + n
Es genlgt zu zeigen, dass lim d, = In(\/ﬂ) ist .

n->w
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Jetzt betrachtet man die Differenzenfolge

d

n

d

n+1

- dn+1

n+1

n+1

dn+1

dn+1

dn+1

dn+1 =

dn+1

dn+1

dn+1

n+1

= In(n!) — (n+;—) nfn) + n - (ln((n+1)!) - (n+;—+1) n(n+1) + n+1)

= In(n!) - (n+;—) Inn) + n — In((n+1)1) + (n+;—+1) In(n+1) — n—1

= In(n!| —(n+%)lnh)4—n — In{(n+1])1) +(n+%)ldn+1)+ldn+1)—-n—1

= |n((”n!+1)!) " (n+1§) In(2+—1) + In(n+1] —1

= In(:m) + (n+;—) |n(2+—1) + In(n+1] —1

= inlnet) + (n;—) |n(2+_1) + nlnet) —1

_ 10+t
= (2n+1) 5 In(n ) 1
3 1 2(n+1]
= (2n+1) 5 |n(2n ) —1
_ 1 2n+1+1 )
= (2n+1] 5 In(2n+1_1) 1
1+1
= (2n+1) L | 20¥1 ) 4
2 71,1
2n+1
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Jetzt verwendet man die die Taylorreihe fiir den Logarithmus :

IN%x) = In(x)

Inm(x) =+ x

InN?(x) = — x72

In%(x) = + 2x7°

In“(x) = - 3.2 x*

IN®(x] = + 432 x° , usw.

Esist n%1) =0 und 1) = (=1 (i-=1)! , so dass fiir die Taylorentwiklung
folgt :

nf+x] = 3 :r'f”(ﬂ g

n(1+x] = 25'1) =1
In(1+x] = 25—1) .
nf+x = 3 :?('1(1) g

nf1-x) = Z §|—1)i” =1t
nf1-x) = 3 ) I

1l
-

(—1)* _ 0 , falls i gerade

-x/' = i Iso folgt :
i [=x] 2 IX— , falls i ungerade , &S0 10
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1+X 0 X2i+1
I 2
(1—x) Zo: 2i+1
1+X 0 X2i+1
| (1—x) =2 ; 2i+1
Setzt man nun ;nT’I = x in der Gleichung der Differenzenfolge , so folgt :
1
1 | "2n+1
d — d., = (2n+1) 5 | K ~1
2n+1

d, — d,, = % L m(1+x) 1

2 1-x
B 1 1 0 X2i+1
G = Gy = 5 5 2 Z% it
1 © X2i+1
— - -1
dn dn+1 X g.; 2|+1
1 0 X2|+1
— - -1
dn = o = 5 (X ¥ 2; 2L+1)
o X2i
dn - dn+1 = 1 + ; 2|+1 _1
0 2i
_ X
dn - dn+‘1 - = 2i+1
Die Rucksubstitution x = (. ergibt :
2n+1
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S01
~ d,, = , .
o ; 2i+1 (2n+1f"

Jetzt folgen die Abschatzungen nach oben und unten fur die Differenzenfolge :

- 1 1
d — d < —
n n+1 ; 3 (2n+1)2|
1 < 1
d, - d., < .
oo™ 3 Z‘ (2n+1)

>

|

o

]

X

AN
W=
e
—
o —_
-}
+
—_

N
~—

1 (% (1 |
d, - d < o
o3 (Z; ((2n+1)2))
1 (% (1 |
d —d., < = - 1
o3 (Zo ((2n+1)) )
Die Reihe i L > | ist eine Geometrische Reihe mit dem Faktor 5
= |[2n+1) (2n+1)

1
(2n+1)
Dann folgt :
1 |1
dn - dn+1 < 3_ B 1 - 1
(2n+1f
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1 ((2n+1)
dy — dpy < o [ —— 1
" o3 ((2n+1)2 — 1 )

n+1

1 (1
dn - dn+ < o T 2
'3 ((2n+1)2 - 1)

n+1

Insgesamt erhalt man die Ungleichungskette

1 1
i < dn - dn+
2n+1[" 1

1
3

—
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Jetzt folgen Abschatzungen fur die untere und obere Schranke :

1_ 1 2i < dn - dn+1 < 1 2
3 (2n+1) 3((2n+1)? — 1]
11 _ 11

3 (2n+1)" 3 (4n’+4n+1]

11 O

3 (2n+1f 3 4n(n+1)+1

11 R

3 (2n+1f 12n(n+1)+3

11 _ 12

3 (2n+1f 12-12n(n+1)+36

11 _ 12

3 (2n+1f" 12-12n° + 12-12n + 36
11 . - , da 24n + 13 > 36
3 (2n+1] 12-12n°+12-12n+24n+13
11 . 12

3 (2n+1f' 12-12n° + 12-14n + 13
11 S 12

3 (2n+1f (12n + 1](12n + 13

11 o 1 1

3 (2n+1) 12n + 1 12n + 13

1 1 1 1

3 (2n+1f 12n + 1 12(n+1) + 1
1 _ 1

3((2n+1)2 - 1) 3(4n2 +4n +1 — 1

1 _ 1

3((2n+1f — 1] 3[4n® + 4n

1 _ 1

3((2n+1)2 _ 1) 12n(n + 1

1 _ 1 1

3((2n+1F — 1) 12n 12(n + 1)
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Insgesamt erhalt man die Ungleichungskette
1 1 < 11 1 1

1

Tr 12(n+1)+1 3 (2n+1)2i < d, —dyy < 3((2n+1)2_1) = 12n

, speziell also
12n+1 - 12m+1h4 O = Gt < 12” - 12m+1)
Jetzt folgen weitere Umformungen :
12n+1 B ?12(n+1)+1 < G G < 12” - 12(”"‘1)
- 12n+1 ¥ :IIZ(n+1)+1 > TGt G > - 12n ' 12(n+1)
B :IIZn ¥ 12(n+1) S Tt < - 12n+1 ¥ 12(n+1)+1

12(n+1)

1 1 1 1
(d“_ ﬁ) B (d"” B 12(n+1)) <0< (d” B 12n+1) - (d”” T 12[n+1)+1

Wegen
1 1 . 1 1
— | — — st - - -
(d” 12n) (d”” 12(n+1)) < 0 ISt di= oy < G 12(n+1)
die Folge (dn— 12—n) also monoton wachsend .
neiN
Wegen

1 1 : 1
— — — | e — —
0 < (d” 12n+1) (d”” 12(n+1 +1) st doy 12(n+1]+1 < 4~ 20

1
12n+1

die Folge (dn— ) also monoton fallend .
neiN

1 1

AuRerdem gilt d,— 17n < d,— 2]

und

. 1 1 . 1 1
lim (d — - |d— —| = Ilim — +
s 1 12n+1 " 12n N0 12n+1 12n

1 q 1

Di Fol r Intervall d— — ; d-— ist
e olge de ervalle " 12m T rved i S

Intervallschachtelung mit dem Zentrum C
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Die Folge (d,) ., konvergiertgegen C

neiN
lim d :Iimd—1—+1—:limd—1—+lim1—:C+0
N nss ©12n 12n me 12N ase 12n
Aus der rechten Ungleichung von d,— T < C < d,— LI folgt
12n 12n+1
C+ T < d, ,ausderlinkenfolgt d, < C + T ,
12n+1 12n
insgesamt also die Ungleichungsketten
C + T < d, < C+ 1
12n+1 12n
C o+ omet d C+ o
e n+ < e n < e n
1 .
Wegen d, := In(n!) - n+2— In(n) + n folgt weiter
1 1 \ 1
C+-—— In(n!] — (n+f) Infn] + n C +
e 12n+1 < e 2 < e 12n
U In(n!) 1
C + e C +
e 12n+1 < 1 en < e 12n
N+ In(n)
e
1 In(n!) 1
C + e C +
e 12n+1 < en < e 12n
In(n) [n+=
e
1 In(n!) 1
C+ e C +
e 12n+1 < en < e 12n
n+—
(eln(n)) 2
1 1
C+  — n! C LA
e 12n+1 < en < e 12n
n+—
n
1 1
C+ — n! C LI
e 12n+1 < - en < e 12n
n" n
1 1 1
C+ - - = C —
e 2% - qlpn"n?2e < e 12n
1 -n 1 1
C+ —F n - = C+ —
e 12n+1 < n| — n 2 < e 12n
e
1 -n 1 1
C+ —— n - = C+ —
e 12n+1 < n! (_) n 2 < e 12n
e
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n I n 1
e (n_) Vn e’ < n! < ¢° (E) Vn e™n
Jetzt muss man noch zeigen, dass e° = 2z ist!
Hilfsrechnungen :
2 2 .
b, = [ sin’(xjdx = [ 1dx = x B = I
0 0 2
2 :
l, = [ sin'(xJdx = -cos[x] 12 = 1
0
%
I, = [ sin"(xjJdx , n = 2
0
%
l, = f sin""(x) - sin(x) dx
0
Produktintegration
b b
l, = f ulx) - v'(x) dx = wulx)-v(x 11 - f u'(x) - v(x) dx
%
l, = f sin""(x) - sin(x) dx
0
ulx) = sin""(x] . V'[x] := sin(x]
u'(x] = [(n=1)sin"?*x) - cos(x] ,  v[x] = —cos(x]

= 2{sin'”(x) - sin(x) dx = —sin""(x) - cos(x] 12 — [[n—1]sin"?(x) - cos(x) - (~cos(x]| dx

0
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sin" '(x) - sin(x] dx = —sin""'(x) - cos(x| |§ + j:(n—ﬂsin”‘z(x) - cos?(x) dx

[SYSe—— NTE]

sin"(x) - sin(x) dx = 0 + [n—1)|sin"?(x] - cos®(x] dx

[l
o N
O Sy N |2

sin"'(x) - sin(x) dx = (n—1)isin”2(x) - cos’(x) dx

Il
Y Y

sin"'(x) - sin(x) dx = (n—1)zsin”2(x) : (1—sin2(x)) dx

Il
o N

sin""(x) - sin(x) dx = (n—1)zsin”2(x) — sin"(x) dx

I
oY — Y

O N

sin"'(x) - sin(x) dx = (n—1)2{sin"2(x) dx — (n—1][ sin"(x) dx

Il
o N

[l
>
I
—_—

sin"'(x) - sin(x) dx

[l
o N

= (=1l = =1,
+ o=ty = (n-1l,
= e
_ sty
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Speziell :

| _ 2n—-1 |

2n T 2n 2n-2

| _ 2n—-1 2n-3 |

2n 7 2n 2n-2

| = 2n-1 2n-3 NI

2n 2n 2n—2 4 2 0

L - 2n=1 2n-3 3 1 g

2n 2n 2n-2 4 2 2
(2n—1)11

Hier bedeutet (2n—1)!! das Produkt (ber alle ungeraden Zahlen bis 2n—-1  und

(2n)!! das Produkt iiber alle ungeraden Zahlen bis 2n

Analog folgt :
| _[2n)n W
S T TY
(2n 11

e e TR

\%

Wegen der Monotonie der Sinusfunktion im Intervall [0 ; 72—‘] folgt far

0<x<Z

2

sin(0] < sin(x) < sin(%)

0 < sin(x) < 1

sin?(x) < sin(x) < 1

sin’(x) < sin®(x] < sin(x]
sin*(x) < sin®(x] < sin®*(x|

sin®™"(x) < sin®"(x] < sin®""(x]
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Daraus ergeben sich Ungleichungen fur die Integrale :

T T
2 2 2
[ sin®™'(xJdx < [ sin®(xJdx < [ sin®""(x)dx
0 0 0
lnet < lon < lang
1 < I2n < I2n—1
I2n+1 I2n+1
(2n—1)11 (2n)1!

Wegen L. = oo 2 0 B T oo

(2n—1]11
be _ [2nt 5 _ (20—t 20+t 4
Lyt (2n)11 2 (2n)11? 2
(2n+1]1!
(2n-2)1
oy _ [2n=1)1t  _ (2n=2)11  [2n+1)11 _ 2n+1
et (2n)1 ~ [2n=1j1r  (2n]1! ~ 2n
(2n+1)11
und weiter
1 < I2n < I2n—1
I2n+1 I2n+1
| < 2n=1)11% - [2n+1) & . 2n+1
(2n)11? 2 2n
. 2n+1
Wegen LIEQ o = 1 folgt
o (2n=1)117 - (2n+1] 5
P (2n)11 2 2 =
_(2njn? T
| -
ﬁg(zn 1112 . (2n+1] 2
_[2n)n? 1 n
m (2n- 1p|2 2n+l 2
2
nvs (20— 1M|2 (2n)!!2 2n+1 2
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jm (2012 L -
e ((2n—1)1! (Zn)”)z 2n+1 2
im (20010 1 -z
e ((2n—1)11 (Qn)!!)z 2n+1 2
im ((2njn)* 4 x
n-o ((2n)|)2 2n+1 2
jm (201 -z
n-o ((2n)|)2 2n+1 2
im 20 (] _
N ((zn)!)z 2n+1 2
im 20 Ut _x
N (2n)!)2 2n+1 2
im 2¢ . (00 ST -
neo ((2n)!)2 ' 2n+1 2
n\" ~ o n\" ~ =
Wegen e° (g) Vn e < n! < ¢ (E) Vn e kann n! wie
folgt dargestellt werden :
noo 1
nl = e° (—) Vn e " mit lim a, = O
n n — 17+ a,
nl = e° (g) vn ™ 7 e mit lima, = 0
nl = e° ﬂn\/ﬁ e* mt a = 1 + «a lim a, = 0
e " 12n+1 " e
(n1P = &*° n )" n e mt a = . + lim a, = 0
e n 12n+1 " e
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Entsprechend kann dann (2n)! dargestellt werden als

2n -
(2n)! = €° (2—”) V2n €™  mit lim b, = 0

e n->w

) n! )
Der Quotient ist :
(2n)!

e (n—)n Jn €°
n! _ e
[2n]! e’ (2_n)” V2n e*
e

n! _ 1 n " 1_ e P
2n)t 22" le V2

(n1)? _ 1 (Q)Z” 1 2
((Zn)')Z 24n e 2

Einsetzen der Ergebnisse in

im 2 . M e 8
N ((Qn)!)z 2n+1 2

1 n* 1 a-s n\* 1
lim 2" - (—) > e a=b) . g2C (E) n e*® .
e

n-=>o0 24n
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. 1 4a —2b 2c 1 T
im - e™ " - e . = =
n-w 2 2n+1 2
. 1 4a —2b 2C n T
im -~ e™ ™ - e - = =
n-w 2 2n+1 2
im ** 2% . g .0 _ =&
e 2(2n+1) 2
. . 212n+1 _
im ¢ = Im & . M gt
n->w n-=>o 2
2C T
e = —=-4-1
2
2€ = 21
2
(ec) = 2n
e = V27
Dies war zu zeigen !
Es folgt nun weiter :
n n - 1 n n - 1
e |=| vn e < n! < e [=| Vn ™
e e

- noo 1 - n 1
V2n (g) Vn o e™ < nl < V2gx (n_) Vn e™n

el2n+t n! _ N eﬁ
7 (_) /n
|
lim - _ = 1
n->w \/ﬂ (2_) \/ﬁ
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Die Approximation der Binomialverteilung durch die
GauBfunktion

Bei einem Zufallsexperiment sei die Wahrscheinlichkeit fur ,Treffer* gegeben durch p

und die Wahrscheinlichkeit fur ,Nichttreffer* dementsprechend durch 1—p

Wiederholt man das Experiment n -mal so ergibt sich die Wahrscheinlichkeit fur k

.Jreffer, 0 < k < n , durch
_ n k Ak
ol = (1] o (19

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung heil3t Binomialverteilung vom Umfang n zur
Wahrscheinlichkeit p und wirmit B, . (k) bezeichnet.

Man schreibt fir die Wahrscheinlichkeiten auch entsprechend
n n—k
bn ;p(k) = (k) pk (1_p)

Erwartungswert und Standardabweichungsind E = np , o = vnp(1-p)

Asymptotische Darstellung der Binomialverteilung mit Hilfe der Stirlingschen Formel

nl ~ V2x (rl)n Vn

b, . olk| = (Q) p* (1-p/"
o, 5lk = mmr PR
by slK) - - ( ) i p* [1-p"™*
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P slk] - g Ek :k jg B o e vk P [1-p/™
R o e Pl
R e = S

P oIk~ \/\/% E: :_: ﬁ V25 (n—k)'* Vn—k p* (1—p/"
ool = JJE B o Tk P

Prsslkl - bﬂ J@m—k Ek (n—k)" ot (1-pl

R =il e

S LR

P olk) - bﬁ k) E_E (,:__kk)nk p* [1-p/"*
=" (E—p) (zggp))n—k

Das Interesse gilt nun den Werten fir k , fur die E— ungeféahr p ist.

Falls lim k = np folgt Iim k_ _— Jalso k ~ np , n—k ~ n(1—p) .

k->np k->np np
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Einsetzen ergibt :

okl = e (P RS

N

b, . [kl ~ 12ﬁ 5 xlnkl mit x(nk) = (E_p)k (n—k

k n—k
Wie ist das Grenzverhalten von x/(n,k] = (rkﬁ) (n(1—p)) firgroRe n ?

Dazu ersetzt man k durch die kontinuierliche Variable nt und betrachtet die Funktion

e B

nt n—nt
p_ nt 1_p n(1-t)
t 1—t

Logarithmieren ergibt

x
=
—
Ko

I

~— —
2
+
5
—_—
— ] —
[ {1
i e}
~—
>
=
|
-

In %[t = In(
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—In %[t} = n gt mit

Betrachte g(t) und die Ableitungen g'(t] , g

o= o« ol

" _ 1_ 1_ o 1 _1
P —p
1, 1

"(t) :
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" _o1-t +

" _ 1
Es ist

1
=0 ! =0 " =

glp g'lp] g"(p] o1 p)
Die Taylorformel fir g(t) lautet

olt) = P rpp o 10y o S pp o iy
mit dem Restglied

R(t] = g"”r) (t—p)> und einemgewissen t = p + v(t—p] , v € (0;1]
Speziell folgt

olt = 5= [t=pf + Zr— lt=p]

Einsetzen ergibt
—In [t} = n glt]

ol = 0 [y e e S e

“In ylt) = D P Eot(]p_)p) ¢ 19T ft—pf
“In %[t) - % = g!g"'m (t—p)
‘—In 2l - ;ﬁj(—f_)p)\ 29T (epf

Unter der Annahme, dass t —— p , strebt die rechte Seite der Gleichung und damit
auch die linke Seite gegen Null :
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Wegen tz% und  x(t] = xln;k)

=+

In X(n,k)

=3
x
>
~
-+
5
®
o
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X(n,k) ~ ei
Weiter folgt :
1 1
bn ; p(k) ﬁ o X(n’k)
11 L (o)
bn p(k) ~ T \/:ﬂ: 92
1 -1 (ko]
Obn;p(k) ~ E e2
Die Funktion
1 5 X
_ 2
(l)(x) T V2n ©

heil’t GauBRfunktion oder GauBRsche Glockenkurve .

wxMaxima 13.04.2
wxplot2d([(1/sqrt(2*%pi))*exp(-0.5*x"2) ], [x,-2.5,2.5], [y,0,0.5], [gnuplot_preamble, "set size ratio 0.1" ] )$

Yoe-(0. 5" 2)/(sart(2)*sqrt(%pi))
(@ xx 1)
D
sty

Damit hat man die asymptotische Gleichheit der Binomialverteilung

b,k ~ & (k=m0
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Die GauBfunktion ¢(x) = T_ 2" istnormiert, das heilt f d(x) dx = 1

Beweis :

2
X

s 1 -
Man zeigt: f e? dx = V2x

wxMaxima 13.04.2
wxplot2d([exp(-0.5*x"2) 1, [x,-3,3], [y,0,1.5], [gnuplot_preamble, "set size ratio 0.25" ] )$

%e’(0.5%"2)
oooo
o] 0 N e TN N

Hierzu betrachtet man den Rotationskorper, der entsteht, wenn man den Graphen der

Umkehrfunktion von y = e ? um die y-Achse rotiert , und bestimmt man das

Volumen V .

Die Umkehrfunktionvon y = e ,I x € [0;0) ,erhdltman durch Umformung:

1 2
5 X

y =¢€

1 2
I = —=
ny 5 X
—2Ihy=x
V=2 1Iny = x

Die Umkehrfunktionist x = v=2 Iny , y € [0;1]
1
V = [ axdy = lim [ ax®dy
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1 1

f nx’ dy = f V=2 In y2 dy

1 1

[ ax*dy = [ a[-2Iny) dy

1 1

f x> dy = —2=xn f In y dy
Eine Stammfunktion von Iny ist ylny —vy
1

J ax*dy = —2nyIny -y

]

[ ax*dy = —2a[1In1 -1 - (el e~ ¢
]

f nx? dy = —2mn [—1 — len e~ e)]

]

frcxzdy = 275[1 +(e|n€—(—:ﬂ

Was ist der Grenzwert Iim € In €

= |
x

a
x

1
dy = lim f nx® dy
=0 €
dy = lim 2x[1 + (e ln e — ¢
>0

In €

lim

=0 =0

m|_;

Nach der Regel von de I‘Hospital erhalt man :

lim

>0

lim
>0

lim

€0
lim
€0

lim
>0

e In €

= l|lim

= l|lim

= l|lim

In ¢

>0

m|_;

5
m

=0

AA
m|_;
—

o

>0

mM|_;

= lim -—e

>0
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ax* dy = lim 2x[1 + [eIn e — ¢

=0

nx’ dy = 2n

Andererseits kann man das Volumen V des Rotationskdrper auch Uuber ein

Doppelintegral bestimmen :

Der Rotationskorper ist durch den Graphen der Funktion y = e ? e und die

Ebene z = 0 begrenzt.

Das Volumen ist :
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- ( ) 2" dx )2 ,
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