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Potenzsummen

_kk+1) _ 12 1

1+ +k—2 —2k +2k
124 +k2:k(k+1)(2k+1) Sl e, 1y
6 3 2 6

k(k+1)\* _ 1 1 1
1P+ .+ k= LI VI
+ + ( ) 4k +2k +4k

1yt = K(k#1)(2k+1)(3KP43k=1) _ 15 T, 1o
2 5 2 3
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Flacheninhalt unter der Kurve

y=f(x)=x* von 0 bis b
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A y = f(x) = x2

Die Zerlegung des Intervalls [0 ; b] in 2" Teilintervalle der Breite g—n liefert die Stellen

0:12—n ) e s 2“t2)—n:b und eine Uberdeckung der Flache durch 2" Rechtecke.

Anndherung von oben:
Die 2" - te Naherung von oben fir den Flacheninhalt erhalt man, indem man die
Flacheninhalte der Rechtecke aufsummiert:

2 2
A, =0 [4D )y Db
2| 2 2 \“ 2

2 2
E = b_ 1b_ + + nb_
2" 2" 2"
+— _ b |20 m2b’
A.=— |1
2 2n <2n)2 ( ) <2n)2]

+ _ b b’ 2, L (oM
— b 2 + (o"?2
Ay = (2n)3 [1 o (2 )]
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Setzt man voriibergehend k := 2" | so erhalt man:

A == [12 + ...+ kz]

Die in Klammer stehende Summe der ersten k Quadratzahlen kann man wie folgt
schreiben:

12 + ...+ kK = k(k+1)(2k+1) = 1_k3 + 1_k2 + 1—k

6 3 2 6

Nun erhalt man

— b1 1 1
Ak = k—3 (§k3 + 2—k2 + 6—k)

R R EEEE
_b(3+2k+6k2)

Hier sieht man schon, dass der Grenzwert fir k-« gleich

>

lim A, = 1§b3

k= o0

Die Folge A, ist monoton fallend, das heilt A,.. < A, istfiralle neN :

A y = f(x) = x?
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Betrachten wir fir i € {1,...,k=2"}
Rechteckflache:

in der k-ten Stufe der Naherung die entsprechende

V4
—/
. b b
i—1)— i—1— i—
( )2n 2i 12n+1 on
: b .
(2|_2)2n+1 2 I;)n+1

Jetzt folgt die Abschatzung gegenliber den beiden Rechteckflachen der k+1 -ten Stufe:
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Anndherung von unten:
Die 2" - te Naherung von unten flr den Flacheninhalt erhdlt man, indem man die
Flacheninhalte der entsprechenden Rechtecke aufsummiert:

A y = f(x) = x2

b b |’ n b
A, = — |[|1=]| + + (2 -1)=
_2_ 2n ( Zn) (( ) n) ]
b 2b? 0 42b?
A, = — |1 2"-1
2" 2n (2n)2 ( ) (2n)2]
A, = b b° > (12 + o+ (2"=17]
=272
A, = b’ S [12 e L+ (27-1)
- (27
Setzt man wieder voriibergehend k := 2" | so erhalt man:
3
A, = b—3 12 4 o+ (k=17

>~
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Die Summe der ersten k-1 Quadratzahlen kann man wie folgt schreiben:

(k=1)k(2(k=1)+1)

12 + ... k—1)7? =
ot (k=1 =

12+ ..+ (k=17 = (k'~k)(2k—1)

6
2k®—3k*+k
2 k—1)p} = &= >~ "~
1° + + ) 5
2 a1 12 1
1+....+(k1)—3 2k+6k

Nun erhalt man

b (1,5 1,2 1
=2 |2k - —K
ﬁ k3(3k 2k+6)

—pr (L1111
A'S‘b(3 2k+6k2)

Auch hier sieht man, dass der Grenzwert fir k- o gleich

lim A, = %b3 ist.

k-

Die Folge A, ist monoton steigend, das heillst A,.. < A,.. ist fur alle nelN , was
man analog zeigen kann, und es es gilt

A, < A, fir alle nelN .

Wir haben also fur den gesuchten Flacheninhalt A wunter der Kurve eine

Intervallschachtelung [A,; A,.] vorliegen, das heif3t

AZ<A< Azn

Der Flacheninhalt unter der Kurve y =1f(x) =x?* von 0 bis b ist:
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Flacheninhalt unter der Kurve y=f(x)=x* von a bis b

A y = f(x) = x?
A="?
=
0 a b
_1_3__3
A—3 a
Schreib- und Sprechweise:
b
> o _ 1 P _ 1.5 1.3
J;X dx = §X Ia = §b —ga

, Integral a b von x? deix “
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Flacheninhalt unter der Kurve y=f(x)=x> von a bis b

Entsprechende Uberlegungen zusammen mit der Formel firr die ersten k Kubikzahlen

3 s _ (KD 1 s s 10
1+....+k—(2 —4k +2k+4k
ergibt:
_1a 1 s
A—4b 4a
b
b
fx“°’dx:1—x4 Ia = 1—4——a4
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Flacheninhalt unter der Kurve y=f(x)=x* von a bis b

Entsprechende Uberlegungen zusammen mit der Formel

N (1 3) 1S | S PR TR PR I
2 5 2 3 30

QL
o=
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Vorlaufiges Ergebnis und Vermutung

Fiari=2,3,4 qilt

Vermutung:

Halt man die obere Integrationsgrenze variabel, etwa durch xo, so ergibt sich

und es leuchtet ein Zusammenhang zwischen der Integrandenfunktion f und der
Flachenfunktion heraus, dass namlich die Ableitung der Flachenfunktion an der Stelle
Xo gleich der Integrandenfunktion an der Stelle x; ist.

Allgemein:

Jflx)dx = F(x) Iy = Flx) - Fla = Fl(x) = f(xo)

Der Beweis, dass die Vermutung richtig ist, folgt spater.
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Stetige Funktionen

Bevor wir den Zusammenhang zwischen Integranden- und Flachenfunktion naher
untersuchen, betrachten wir stetige Funktionen und erinnern an die

Definition
Eine Funktion f : [a;b] ---------- > IR heil3t stetigin x € [a;b] , wenn gilt:

Fir alle Folgen x, mit lim x, = x folgt lim f(x,) = f(x) .

n->w n->w

Man schreibt auch kurz lim f(X) = f(x) . Die Funktion heilt stetig, wenn sie in jedem

X € [a;b] stetig ist.

Satz

Gegeben sei eine Funktion f : [a; b] -------—--- > IR . Dann sind folgende Aussagen
aquivalent:

(1) fist stetigin x.

(2) Zujedem ¢€>0 gibtesein d>0 , sodass gilt:

y — x| <6 = fly) — f(x)| <e

Beweis: (2) = (1)

Sei X, eine Folge mit lim x, = x . Zujedem £€>0 gibtesein 6> 0, so dass gilt:

y — x| <& = fly) = f(x)| <e
Danngibtesein n, € N ,sodass |x, — x| <& firalle n > n, . Daraus folgt:

If(x,) — f(x)] <€ furalle n >=n, ,und lim f(x,) = f(x) .

Beweis: (1) = (2)
Angenommen es gabe ein &,>0 , sodass zu jedem &>0 ein x(d) existiert mit

Ix(d)-x1 < &, aber [f(x(d))- f(x)| > & . Fallsnun Ilim x, = x ist, gibtes ein

n-=>ow

nn € N mit |x, — x <& fiuralle n > n, , aber If(x,)- f(x)I > & .

Das heiBt aber, lim f(x,) # f(x) ,im Widerspruch zur Stetigkeit von f.

n-=>o0

g.e.d.
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Satz
Sei f: [a;b] - > |R stetig. Dannist f sogar gleichmaRig stetig. Das heil3t:
Zujedem €>0 gibtesein >0 , sodassfiralle x,y € [a;b] gilt:

y —xl <6 = fly) — f(x)] <e .

Beweis:

Angenommen, f ware nicht gleichmafig stetig. Dann gabe ein & >0 , so dass zu jedem
0>0 Werte x(d), y(0) existierten, mit

Ix(8)-y@®) | <3, aber 1f(x(3)- f(y(d)l > e .

Speziell wirden fur o = r11_ Folgen x», y» existieren mit |y, — x| < ;— , aber
|f<yn) - f(xn)| = & .
Nach dem Satz von Bolzano — WeierstraB gabe es eine konvergente Teilfolge x, mit

lim x, = x .Wegen |y, — x| < :T giltauch lim y, = x und

|
k= k=0

|f(Ynk> - f(XnK)| > g .

Wegen der Stetigkeit von fist aber lim f(x,) = lim f(y,) = f(x) ,

k= k2w
also lim f(y,) — f(x,) = 0 im Widerspruchzu [f(y,) — f(x,)| = & .

k=

g.e.d.
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Integrierbarkeit stetiger (positiver) Funktionen

Sei f:[a;b] ------ >IR stetigund f > 0 . Dann existiert fir jedes x, € [a;b]

das Integral [ f(x) dx , und damit

die Flacheninhaltsfunktion (Integralfunktion) F : [a; b] --—----- > IR mit

F(x,) = ff(x) dx .

Beweis:

Die Vorgehensweise ist analog zu der bei den Polynomfunktionen x? , x® , x*
durchgefuhrten. Die Ober- und Untersummen der 2" — ten Naherung des Flacheninhalts
legt man wie folgt fest:

2" 2"

. ., X,—a Xo—a
Ay = 2 f(x) =—, Ay =2 flx) =
j=1 2 j=1 2
Hierbei bedeuten die Stellen X; , x; Maximal- bzw. Minimalstelle im Intervall
I, = (j—1);2_a ; j;g_a , welche von der stetigen Funktion auch angenommen

werden.

Wir zeigen zuerst, dass die Obersummen E eine monoton fallende Folge darstellt.
Die Begrindung daflr, dass die Untersummen A,. eine monoton steigende Folge
darstellt 1auft analog.

Fir jedes Intervall |, = (j_»])xg_a : J.Xg—a "
2 2
—\ Xp—a _ _\ Xp—a . X,—a
f( J) 2n - f(XJ) 2n+1 f(XJ) 2n+1
. X,—a  x.—a  —a
f(x;) 2(“) > f(x;) 22+1 + £(%) 22”

Hierbei bedeuten X, , x; die Maximalstellen von f in der linken bzw. rechten

Intervallhalfte von |, .
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Fir die Obersummen der 2" — ten bzw. der 2™ — ten Naherung ergibt sich die
Abschatzung

Z, x,—a . X,—a . X,—a
Zf(xj) 0 > Zf(le) 0 + f(%;) 22+1

Das heift, dass die Folge A,. monoton fallen ist.

Wir zeigen nun, dass die Intervalle Ay s A_z] eine Intervallschachtelung
darstellen, dessen Zentrum dann das Integral ff(x) dx und damit die

Flacheninhaltsfunktion F definiert.

Sei €¢>0 gegeben. Wegen der gleichmaligen Stetigkeit von f gibt es ein 8> 0 , so
dassfiralle x,y € [a;b] gilt:

y - x| <6 = f(y) = f(x)| <€/ (xo-a) .

Es gibt weiterein n, € IN , so dass <9 furalle n = n, .

n

Da x , x € [(j-1)22 ; 2078 ist, folgt
2 2
—a
X - x| =22 <5 L also (%) -, f(x) < el (o-a) .
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Far die Abschatzung der Differenz der Ober- und Untersummen ergibt sich:

. 2 1 X,—a
Ay — & - Z[f( J) o f(XJ>] n
=1 2

A, - A, < ie alila

2" T2 = Xo_a 2n
__ c Xo—a
A.— A, <2n=—— 20
A, — A, <g firalle n = n,

Damit ist A,, — A, eine Nullfolge und | A,.. ; A, | eine Intervallschachtelung
mit dem Zentrum z.

Wir definieren nun das Integral durch ff(x) dx = z

und die Flacheninhaltsfunktion F : [a; b] ------- > IR durch F(x,) = ff(x) dx fir

alle x, € [a;b] .

g.e.d.
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Eigenschaften der Integralfunktion

Das Integral einer stetigen Funktion f : [a; b] ---—---- > IR mit f> 0 hat aufgrund des
Zusammenhangs mit dem Flacheninhalt folgende Eigenschaften:

b
f(x) dx + [f(x) dx firale a < c <b

m’—;c‘
—h
X
o
x
I
O Sy O

b b
fvf(x) dx = vff(x) dx furalle v = 0 .
Ist g: [a;b] --—--—-- > IR mit g= 0 ebenfalls stetig, so gilt:

if(x)+g(x) dx = ff(x) dx + }g(x) dx .

a
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Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Sei f:[a; b] ---—---- >R stetigund f > 0 .

Xo

Dann gilt fir die Flacheninhaltsfunktion (Integralfunktion) F(x,) = [f(x) dx :

a

F'<X0> = f(xo) fur alle Xo € [a;b]

Beweis:

In jedem Intervall [xo ; x0+h] hat die Funktion f eine Minimal- und eine Maximalstelle
X und X ,sodass gilt:

f(x)h < F(x,+h) — F(x,) < f(X)h

F(x,+h) — F(x,)

f(x) < . < f(x)
F h) — F
Wegen lim f(x) = lim f(X) = f(x,) folgt lim (Xo*h) ) _ f(x,) .
h-=0 h-0 h-0 h
g.e.d.
Definition:
Eine Funktion F :[a; b] ------ > IR heild3t Stammfunktion der stetigen Funktion
f :[a;b] ------- >IR mit f > 0 ,falls F'(x) = f(x) furalle x € [a;b] .
Folgerung 1:

Falls F Stammfunktion von f ist, sind auch alle Funktionen F+c mit einer beliebigen
Konstanten c aus IR Stammfunktionen.

Sind umgekehrt F1 und F, Stammfunktionen von f, so gilt (F1-F.) = Fy-F,*=f-f=0,
das heil’t Fi-F,=konstant=c und F;=F;+c .
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Folgerung 2:

Will man nun fur eine stetige Funktion f das Integral ff(x) dx bestimmen, braucht

man nicht unbedingt die Flacheninhaltsfunktion F zu kennen, sondern es genugt,

irgendeine Stammfunktion F von f zu kennen. Dann gilt nAdmlich F = F + ¢ und es folgt :

X3

Xff(x) dx = [f(x) dx — Tf<x> dx

a

= |_:(X2)—F(X1)
= Flx) b
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Integrierbarkeit stetiger Funktionen

Sei f:[a;b] ------ > IR stetigund f < 0 . Dann definiert man fiirjedes x, € [a;b]

das Integral [ f(x) dx durch:

Xo

ff(x) dx = —j(f(—f)(x) dx

a

Hat f im Intervall [a; b] eine Nullstelle xy , also f(xy) = 0 und ist
f(x) > 0 fir x € [a;xy]

f(x) < 0 fir x € [xy;b]

wird definiert:
[f(x) dx = Xfo(x) dx — [(=f)(x) dx

Entsprechendes wird definiert, wenn
f(x) < 0 fir x € [a;xy]

f(x) > 0 fir x € [xy;b]

m‘—,c‘

f(x) dx = —}N(—f)(x) dx + }f(x) dx .
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Folgerung 2 aus dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung gilt auch fur allgemeine stetige Funktionen

Die stetige Funktion f: [a; b] ------- >|R habe im Intervall [a; b] eine Nullstelle xny und es
gelte

f(x) > 0 fir x € [a;xy]
f(x) < 0 fir x € [xy;b] .

b
_ _ b _
Dann ist ff(x) dx = F(b) — F(a) = F(x) Ia , fir F ist Stammfunktion von f.

Beweis:
ff(x) dx := Xfo(x) dx — f(—f)(x) dx

[(x) dx = Fulx) = Fula) = [Falb) — Fa(xy)

Hierbei sind F. und Fg die jeweiligen Flacheninhaltsfunktionen von f auf [a;x,]
und -f auf [xy;b] mitden bekannten Eigenschaften.

Man kann diese Funktionen nehmen und sie stetig und differenzierbar zu einer
Stammfunktion F vonf auf [a;b] zusammensetzen:

FL(x) far X € [a;xy]

—Fr(x)+F (xy) far X € [xy;b]

F ist stetig:
Der linksseitige Grenzwert an der Stelle x, ist F (xy) .

Der rechtsseitige Grenzwert an der Stelle x, ist F (x,) ,da. Fg(xy) = 0 Ist.
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F ist differenzierbar mit F'(x) = f(x) :
Fir x # xy ist F'(x) = F'(x) = f(x) bzw. F'(x) = —=Fg'(x) = f(x)
Der linksseitige Grenzwert bei  x, ist F'(xy) = f(xy) = 0 .

Der rechtsseitige Grenzwert bei  x, ist F'(xy) = —Fg'(xy) = f(xy) = 0 .

Die Funktion F ist eine Stammfunktion von f auf [a;b], und das Integral kann jetzt
geschrieben werden als

Jx) dx = Fulx) = Fu(a) = [Felbl—Felx)
Zf(x) dx = F/(xy) — F.(a) — Fg(b) + Fg(xy)
Jt) 0x = Flx) = Fla) ~ Falo) + Falx)
zf(x) dx = F(b) — F(a)

Die letzte Gleichung folgt wegen F(b) = —Fg(b) + F.(xy) = —Fg(b) + F(xy) und
Fr(xn) = 0 .

Ist nun F irgend eine Stammfunktion von f, unterscheidet sich diese von F nur durch
eine Konstante ¢ und es folgt:

}f(x) dx = F(b) — F(a)
}f(x) dx = F(b)+c — F(a)-c

ff(x) dx = F(b)+c — (F(a)+c)

g.e.d.
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Folgerung:

Die Eigenschaften der Integralfunktion bleiben durch die allgemein Definition des Integrals
erhalten:

}f(x) dx = jf(x) dx + }f(x) dx fluralle a < c <b
Zusatz:
0 = ff(x) dx = ff(x) dx + ff(x) dx = ff(x) dx = —ff(x) dx

b b
fvf(x) dx = vff(x) dx furalle v > 0 .

a
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Beweis einiger Eigenschaften des Integrals

Behauptung:
Die stetige Funktion f : [a; b]
gelte

------- >|R habe im Intervall [a; b] eine Nullstelle xny und es

f(x) > 0 fir x € [a;xy]

f(x) < 0 fir x € [xy;

(o]

Dann ist }f(x) dx = [ f(

[f0x) dx = [F(x) dx +
2. Fall: xy <c¢c <b
ff(x) dx = Xff(x) dx —

b] .

b
x) dx + [f(x) dx firalle a <c <b .
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Behauptung:
Seien f,g :[a;b] - > |R stetige Funktionen. Dann gilt:

m’—,c‘

f(x)+g(x) dx = jf(x) dx + }g(x) dx .

Beweis:

jf(x)+g(x) dx = (F+G)(b) — (F+G)(a)

}f(x)+g(x) dx = F(b) + G(b) — F(a) — G(a)
[f(x)+g(x) dx = F(b) — F(a) + G(b)-G(a)
ff(x)+g(x) dx = ff(x) dx = fg(x) dx
Behauptung:
Seien f,g :[a; b] - > |R stetige Funktionenund f < g . Dann gilt:

mf—;c'

f(x) dx < }g(x) dx .

Beweis:
Seien x; < Xy die Nullstellen von f und g und zum Beispiel der Vorzeichenwechsel jeweils
+/- . Dann gilt auf den Intervallen Folgendes:

[a; %] . }f(x) dx < }g(x) dx
xixg ¢ [f(x)dx = [(-f)x) dx = [g(x) dx

ol L) ax = ~f (-g)(x) o
ng(x) dx < ng(x) dx
Also folgt: }f(x) dx < Tg(x) dx
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Mittelwertsatz der Integralrechnung

Sei f:[a;b] ---—--- > IR stetig. Dann gibtesein & € [a;b] , sodass

f(x) dx = f(g)(b-a)

m’—,c‘

Beweis:

Da f auf dem kompakten Intervall stetig ist, werden Minimum m und Maximum M

angenommen, und es folgt wegen der Monotonie des Integrals

b b b
fmdxsff(x)dxsfde

m(b—a) < }f(x) dx < M(b-a)

b
ff(x) dx
m Sab_a—)SM

Nach dem Zwischenwertsatz gibt es ein £ € [a;b] mit

—— = f(§)

[f(x) dx = f(g)(b—a)
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Produktregel

Seien f,g :[a;b] -—-—-- > |IR stetige und differenzierbare Funktionen. Dann gilt:

b b

[F(xg0x) dx = fix)glx) I3 = [1(x)g'(x) dx

Substitutionsregel

Sei f :[A Bl - >|R stetig und T :[a; b] --—-—-- > [A; B] eine bijektive
differenzierbare Abbildung mit T' > 0 . Dann gilt:

B(:weis:
Aff(y) dy = F(b) — F(A)
}Mdy=HHW—an>
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