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Volumen eines Rotationskorpers

Die Kurve mit der stetigen Funktionsgleichung vy = f(x) auf dem Intervall [a ; b]
sei monoton wachsend, verlaufe oberhalb der x-Achse und werde um die x-Achse
gedreht, so dass ein Rotationskorper entsteht.

Es soll das Volumen V des Korpers bestimmt werden!

y A
) y = f(x)
f(x)
Ax
a=x,| X X; Xiq b=x >
X
Fir ne |2 4,8, ... 2 .. | teilt man das Intervall [a ; b] und den Kérper in
gleiche Intervalle der Breite AX = 2;3 und betrachtet die Volumina der

entsprechenden Zylinder.

Als n-te Naherung von oben bzw. von unten des Volumens erhalt man

N T f(xi)2 A X
i=0 i

-

M:an(xi)zAx , V, =

1

Die Folgen (Mn)new : (Vn)new sind monoton wachsend bzw. monoton fallend, es gilt

V, <V, furalle n € IN ,und die Differenzenfolge ist eine Nullfolge :

n—1

V, -V, = Zn: n f(xi)2 AX — D> m f(xi)2 AX
i=1 i=0
V, -V, = n( f(xn)2 - f(x0)2 ) AX
V, -V, =l b = flaf | ax
V. -V, = n( flb]* — fla) ) 2_—3 ,also Iim [V, -V, | =0
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Damit liegt eine Intervallschachtelung vor , und man definiert das Volumen des

Rotationskorpers zu

n—1 n

Voi=lim V, = lim Y, « f(x] Ax bzw. V :=lim V, = lim X = f(x)" ax ,

n-=>o n-=w =0 n->w n->ow =1

b
also |V = [ x f[x)" dx
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Mantel eines Rotationskorpers

Die differenzierbare Kurve mit der Funktionsgleichung y = f(x) auf dem Intervall
[a ; b] sei monoton wachsend, verlaufe oberhalb der x-Achse. Die Ableitung f'

existiere auf dem Intervall [a ; b] und sei stetig.

Die Kurve wird um die x-Achse gedreht, so dass ein Rotationskorper entsteht.

Es soll der Mantel M des Korpers bestimmt werden!

y A
— Y =f(x)
fx,) ~T |
f(x) 4
/
T L.
a=x, [ X X; Xiq b=x >
X
\\
\\\
Fir ne |2 4,8, ... 2 .. | teilt man das Intervall [a ; b] und den Kérper in

gleiche Intervalle der Breite Ax = 2;3 und betrachtet die Mantel der entsprechenden

Kegelstimpfe :

Far alle ie|0 .., n-1 st der Mantel des i-ten Kegelstumpfes gleich

! AX

T (f(xi) + f(xi+1)) s, mit s = \/(Ax)2 + (f(xm) _ f(xi))Z _ \/1 N ((f(xm) - f(xi)))ZAx

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es zu jedem

i€ (0 ..,n-1 ein g € (x; X.| mi &fixi”) _ f(xi)) = f'(g

Fir die Seitenlange bzw. den Mantel des i-ten Kegelstumpfes erhalt man

s =V1 + fEF Ax , = (f(xi) + f(xm)) J1 o+ f'(& Ax
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Die Summe Uber alle Mantel kann man als n-te Naherung des Mantels des

Rotationskdorpers betrachten :

M, =2 = (f(xi) + f(xm)) J1 o+ frg) Ax

Wegen der Monotonie gilt f(xi) < f(xM) und

|
-

n

201 2n f(x) V1 + fEf Ax < M, < 20 fx,,) V1 + F(E] Ax

Il
o

n—-1 S
Subtrahiert man jetzt den Term |, = Y. 2= f(&] \/1 + f'(zi)2 AX
i=0

so erhalt man zunachst

?_chzn(f(xi)—f(%)) W PEf ax < M-l < X 2n(f(x)—f(g]) V1 + F(EP Ax .

Die rechte Seite der Ungleichungskette kann man wie folgt abschatzen :
n—1 n-1
;2n(f(xi+1) — flg)1 + f(gfax < ;2n(f(xi+1) — f(g)|max

wobei m das Maximum der auf dem Intervall [a ; b] stetigen Funktion f' ist.

Es folgt weiter

1

(f(xi+1) - f(%i))AX

n

A
N
Q

3l

5 2l - 11T TR ax =

?Z:zn(f(xm) — fg)V1 + F'(5fAx

T
o

2nm n 1f(xM)Ax - nif(EiJAx
i=0

IA
I

n—1 n-1
Wegen Iim Y f(x,)JAx = lim > f(g]ax =

nsw =0 nsw =0

f(x) dx strebt die rechte Seite gegen

© S— T

Null, das heift, lim ni2n(f(xi+1) — f(E]V1 + FgfAax = 0

naw =0
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Die linke Seite der Ungleichungskette kann man wie folgt abschatzen :
n—1 n—1
0 = Y o2a(flx] - fg)) 1+ FIEF ax = Y 2x(f(x) - f(g]] m Ax
i=0 i=0

wobei m das Minimum der auf dem Intervall [a ; b] stetigen Funktion f' ist.

0 = Faalilx) - 1le)) Te FE Ax = 2amila) - 1)) Ax
0 = Faalilx) - fl&l) THTEF ax = 2am|Srfx) ax - e ax

n-1 n—-1
Wegen lim Y f(x|ax = lim Y f(g|ax =

n-w i=0 n>w =0

©

f(x) dx strebt die rechte Seite gegen Null,

das heil3t, lim niZ:rc(f(xi) - f(gi))m + f'lEfAax = 0

nsw =0

Dann strebt aber der mittlere Term M _—1_ der Gleichungskette

n n

gzn(f(xi)—f(%)) Ve Plef ax < M=l < X 2n(f(x)-f(g) 1+ £5] ax .
ebenfalls gegen Null, und wegen

n—1 b
lim 1, = lim Y 2x f(g) V1 + £(&f ax = [ 2x f(x) V1 + £(x] dx
n>w nsw j=0 a
folgt

b
lim M, = [ 2x f(x] V1 + f'(x)* dx

n->o

Der Mantel des Rotationskorpers ist somit | M 2n f(x) V1 + £(xf dx

[l
mb;c'
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Bogenlange einer Kurve

Die differenzierbare Kurve mit der Funktionsgleichung y = f(x) auf dem Intervall
[a ; b] sei monoton wachsend . Die Ableitung f' existiere auf dem Intervall
la ; b] und sei stetig.

Es soll die Bogenlage L der Kurve bestimmt werden!

y A o

a=x, X, X X1 b=x >
X
Fir ne |2 4,8, ..2 .. | teilt man das Intervall [a ; b] in gleiche Intervalle
der Breite AX = 2—6 und betrachtet hierzu die Punkte Pi(xi I f(xi)) ,
i =1, .., n ,aufderKurve sowie den Streckenzug P, ... P, .

Die Lange des Streckenzugs ist

n—1

S, = Z s = :Z; \/Ax2 + (f(xm) — f(xi))2

i=0

=% (1 [l 1l

i=0

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es zu jedem

i€ 0., n-1 ein g e (x; x, mi &fix‘”) ~ ) f'(g)

Fir die n-te Naherung der Bogenlange bzw. fir die Bogenlange der Kurve erhalt man

= i J1 o+ f'lgfAax , L = lim J1 + f'(gPAx ,also

n=>cw j= 0

_ } V1 + £(x]° dx
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Allgemeinere Betrachtungen zu Rotationskorpern :

Linien-, Flachen-, Volumenschwerpunkt, Guldinsche Regeln

Gegeben sei der oberhalb der x-Achse verlaufende Graph einer stetig differenzierbaren

Funktion y = f(x) auf demIntervall [a ; b]

y A

) = o
Rk L= vV1+y?dx

. . fo
a b >x L:f¢1+x'2dy

f(a)

Rotation um die x-Achse

Yy A X
/ y =) M, = [ 2xy V1 + y'? dx
b
aRb g Ve=[ ny?® dx

Rotation um die y-Achse

vy A My:f(f) 2nx V1 + x'? dy
) x=fy) T s Y ]
\I/i My:onx 1+()7) y' dx
f(a)| a
a b )x (b)
M, = [ 2ax V1 + y'? dx
f(a)
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Gegeben sei das Flachenstuck A , welches durch die stetig differenzierbaren

Funktionen y = f(x) , y = g(x] aufdem Intervall [a ; b] begrenzt wird.

y A

y =f(x)

Denkt man sich das Gebilde als Massenstick m mit der homogenen (Flachen)dichte

p ,sogilt: m = pA

Das Drehmoment des Gebildes bei Drehung um die x-Achse sei D, .
Zerlegt man das Gebilde in n lauter gleich breite Streifen, kann man D,

naherungsweise bestimmen :

O
x
X
[l
M-
N =
e
X
+
Q@
X
3

1l
-

O
x
ol
Il
M-
N =
=
X
+
«Q
X
g
>
X
|
(o]
X
B>
P

1
-
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Die Grenzwertbildung n —— oo liefert fur das Drehmoment

D, = p } ;—(fZ(X) — ¢*x)] dx
D, = p 1 f x (f2(x) = g?lx]) dx
D, =p m V,

Wenn die Masse des Gebildes im Flachenschwerpunkt S(xs\ys) konzentriert sein soll,

gilt bei Drehung um die x-Achse :
Dy = ys - m
Dy = ys - pA
Kombiniert man die beiden Gleichungen fir das Drehmoment, so folgt :
1

V. = - 0A
Poo Yx =Y P

V, = 2rny, - A 2. Guldinsche Regel [ Paul Guldin ; 1577 — 1643 ]

Das Rotationsvolumen ist gleich dem Weg des Flachenschwerpunktes multipliziert

mit der Querschnittsflache .

Man kann jetzt auRerdem die Ordinate yg des Flachenschwerpunktes S(xs‘ys)

definieren :
V, = 2ny, - A
1
2
yS - A
1 b
2 2
. ! 7 (f (x)—g (x)) dx
Ys = b
f f(x)—g(x) dx
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Das Drehmoment D, des Gebildes bei Drehung um die y-Achse erhalt man in analoger

Weise :

D), = X x - o [flx] - glx])ax

(Dy)n =9 Z X; - (f(xi) - g(xi))Ax
Die Grenzwertbildung n —— oo liefert flir das Drehmoment
b
D, =p f X (f(x) - g(x)) dx

Andererseits erhalt man das Drehmoment D, uber

D, = xs-m

D, = x; - pA

y

Die Kombination der Gleichungen liefert die Abszisse xg des Flachenschwerpunktes :

X - pPA = p z x-(f(x)— g(x)) dx

X
[l
D ) T O —y T

Die Symmetrie verlangt, dass die 2. Guldinsche Regel auch bei Rotation um die y-Achse

gilt :

V, = 2aXx

y S

- A
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Gegeben sei der oberhalb der x-Achse verlaufende Graph einer stetig differenzierbaren

Funktion y = f(x) auf demIntervall [a ; b]

b
L=/ vV1+y?dx

f(b

Rotation um die x-Achse

)
J’I + x'? dy
)

I_
Il
D —

f

a

yA/
R

Rotation um die y-Achse

y A

f(b)

f(a)| ;
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Denkt man sich die Linie als Massenstick m mit der homogenen (Linien)dichte p ,
sogilt: m = pL

Das Drehmoment des Gebildes bei Drehung um die x-Achse sei D, .

Zerlegt man das Intervall [a ; b] in n gleich breite Intervalle der Breite Ax und
addiert man die Drehmomente der Strecken s; des entsprechenden Streckenzugs, so

erhalt man zunachst die Naherung

(f(xi)+f(xi+1)) - m,

1

-MD
N| =

Dy =

o
x
=
I
M-
N|=

1l
-

(f(xi)+f(xi+1)) - pAsS,

ixfotlx] - pras + (T

it o+ [T

(f(xi)+f(xi)) \/1 + (f'(&i))zAx
Die Grenzwertbildung n —— oo liefert flir das Drehmoment

D, =p i f(x] \/1 + (f'(x))2 dx

X

o
x
=
I
M-
N| =

1

O
x
—
[l
ke

n

N|—

2

i=1

1

O
x
=
[l
e)
N|—=

D, = 2nf(x) V1 + (F(x)] dx

X

mf—,c'

<

Dx: X

N N
S

Wenn die Masse des Gebildes im Linienschwerpunkt S(xs\ys) konzentriert sein soll,
gilt bei Drehung um die x-Achse :

Dy =y, -m

Dy = ys - pL
Kombiniert man die beiden Gleichungen fir das Drehmoment, ergibt sich

P M =y -plL
anysp

M, = 2ny, - L 1. Guldinsche Regel [ Paul Guldin ; 1577 — 1643 ]

Der Mantel des Rotationskorpers ist gleich dem Weg des Linienschwerpunktes

multipliziert mit der Lange .
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Damit kann man die Ordinate y, des Linienschwerpunktes S(xs\ys) definieren :

1
_ 2z
s L
1 f VY
ﬁb!Zny\/1+y'2dx
ys:b
f\/1+y'2dx
b
[y 1+ y?dx
Ys 1= %

[ W1+ y? dx

a

Das Drehmoment D, der Linie bei Drehung um die y-Achse erhalt man in analoger

y

Weise :

(Dy)n — Zn: )2(i+Xi+1 . m,

(Dy)n = Zn: )2(i+Xi+1 © PAS,
i=1

(Dy)n = Zn: )2(i+Xi+1 : p\/Ay2 + (Xi+1_xi)2

O
<
55—
[l
e
ﬁM;
N[ X
+
X
B
_
—
+
—_
b
ol =
|
;/
>
<

Dy = o Z % 1+ (< fay

Die Grenzwertbildung n —— oo liefert fiir das Drehmoment
f(b) —
D, =p f x\/1 + [x'Ay
f(a)
f(b) -
X \/’I + (x')sz
f(a)
f

O
[l
g

T

27X \/1 + (x')sz

f

a)

N N
A
<

y
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Andererseits gilt

D, = x;-m
D, = x5 - pL ,
und es folgt die Abszisse x, des Linienschwerpunktes S(x/]y,| :
. - P
Xs - pL P M,
1
_ 2n M,
S L
1 f(b)
o f 27nx V1 + x'? dy
T a
Xs = o) =

Aus Symmetriegrinden gilt die 1. Guldinsche Regel auch bei Rotation um die y-Achse :

M, = 2xx, - L

y
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Torricellis Trompete [ Torricelli 1608 — 1647, ital. Mathematiker ]

Rotation um die x-Achse
b>wx

V:frcyzdx

X

b

M, = [ 2xy V1 + y'? dx
b0 )\ 2
M, = [ 2:;1—\/1+(—1—) dx
a X X
b= 1 1 2
M, > f 2n;dx wegen 1+(—;) > 1

M, > 27 In(x] £°”

Rotationskérper 18



Zissoide [gr. kioool = kissos = Efeu , 0€1dno = dhnlich ]

Konstruktion :

Gegeben seien Mittelpunkt M(r|0) , Kreis K, , ,Tangente t || y
Sei g irgend eine Gerade durch 0(0[0) , gnK,,, = [P| , gnt = [Q| . Dannist
derPunkt Z € g mit |0Z| = |PQ| ein Punkt der Zissoide .

y A

Z Der vom Kreis und der Zissoide begrenzte
Teil erinnert an ein Efeublatt

Gleichung :

P(XP|yP)

(x—rf + (mx]* = r
X> —2rx + 1P+ +mx =1

X2 —2rx + + mx> =0
(1 +m2)x2—2rx:0
1 +mix —2r=0

X_2r - _2rm
P P
1 + m? 1 + m?

’ P(xp‘yp) _ P(Zr ‘ 2rm 2)

1+m?> |1 +m
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Q(XQ|yQ) : Q(XQ|yQ) = P(2r | 2rm)

2
PQ| = 4|2r - 2r7) + (Zrm _ 2m

2
1+ mi12 1 + m12)

Pal = 2r(1 + m?) — 2r )2 .\ (2rm(1 + m? — 2m )2

1 + m? 1 + m?

1 + m? 1 + m?

2rm? ? N 2rm?® ?
1 + m? 2

PQ =

PQ =

PQ| = \/Zr + 2rm? — 2r )2 N (Zrm + 2rm> — 2rm )2

om? | om?
2 + m 2
1T+ m 1T+ m

Z eg mit |0Z =|PQ|

2
Z(x|mx| = Z{x = 2rm mx
1 + m?
2rm? _
X = 1 + m? y = mx
x(1 + m? = 2m?
X + xm? = 2rm?
X + xm® = 2rm?
X = 2rm*> — xm?
x = (2r — x)m?
)2(r_x_m2 y2:m2x2
2 _ X 2
Y = o = x
3
2 X
Y = o T x
Gleichung der Zissoide y = =+ \/X3
2r — X
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3

_ L _ X
Die halbe Zissoide y = \/2r X
lim \/x3 S
X2r 2r — X X 2r 2_r -1 .
X

s
Y =2 = x
A
2r >
X
Flacheninhalt :
b->2r
A = f y dx
0
b->2r 3
A = z dx
) 2r — X
b-2r 4
A= [ JF— A
0 2rx — X
b->2r X2
A = —— dx
{ V2rx — x2
b->2r X2
A = dx
"or\/rz—r+2rx—x2
b]?r X2
A = dx
o r® = [r — x)

Rotationskérper
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Hierzu bedient man sich wesentlich der Tabelle unbestimmter Integrale aus dem

Teubner-Taschenbuch der Mathematik .

2

X
dx = ?
F e r - x’
Z . =r-x = X=r-2 x''= —1
f X’ dx f (r—z) x' dz
P = = xP Vrt — 22

\/rz _ Z2 r,2 _ Z2

—(r—zf 4z = [ =T q 2rz d z d
f\/rz_zz Z_I 2 _ 2 Z+I\/r2 #2 _f rz_zzz
f_(r;)zdz:—rzf;dz+2rf27dz—fzzidz

VP — 22 V2 — 22 > — 72 V2 — 22

2 1 _ 2 .| Z
_rf fzz dz = -r [ arcsm(r—) ]

2r | 22— dz = 2r] —\r-2% |

2

2
~ [ Z— 1z = —l -2 -2+ L arcsin(f—) ]

2 2

| J(r_—z)z dz = 3 arcsin(i) + (—Zr + g)\/rz_zz

r

dx:f%dz

2
dx = s arcsin(f—) + (—2r + 5) rr — 7
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o

o

o

arcsin(:_—x) + (—2r + ﬂ)\/rz——(r—x)2

arcsin(r_—x) + (—2r + r—_x)\/rz — [r—xJ | Z

r 2
2
arcsin(—1) — (—:;L arcsin(1))
_ _:ﬁ T
2) 2 2
R 4
2 2
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2
Volumen V  bei Rotation der Flache A = SL n zwischen Zissoide, x-Achse und

Asymptote um die y- Achse :

y A

Hierzu kann man die 2. Guldinsche Regel V, = 2xx, - A verwenden, wobei X,

y

die x-Koordinate des Flachenschwerpunktes  S(xy,| ist.

2r

f Xy dx

0

Sie ist definiertals x5 = A

Hierzu bedient man sich wesentlich der Tabelle unbestimmter Integrale aus dem

Teubner-Taschenbuch der Mathematik .

fx-ydx:?
f— ‘X3
fx-ydx—fx o — x
fx-ydx—fx 2rx—x2dx
2
v dx = X 4
Joxy = Jox-Tommg o
fx-ydx:fx-x2 dx

Jr2 — 12 + 2rx — x2
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fx-ydx:fx-X = dx

[
—
X
o
X

f X'y dx

fx'deZI%dz

—r + 3r%z — 3rz? + Z°

Xy dx = dz
f y -f \/rz _ 2
—r? 3r’z - 3rz° z°
fx.ydx:fmdz+fmdz+fmdz+f\/77r2_zzdz
1 2 3
f xy dx = —rsf N dz + 3r2f Zr2 — dz - 3rf Zr2 — dz + f Zr2 — dz
3 1 _ 3 . |Z
—r*f N dz = —rl arcsm(r—) ]

3r’ [ 22— dz = 32 —Vr’-2 |
~3r | zZ___ dz = —3r[ —% Vri-z% + ;—2 arcsin(f—) ]
[l S RN

3 (2 _op
f xy dx = (—r3 - SL) arcsin(rz—) + (—3r2 + gﬂ — r2) r’—z% + g(riz)

r 3
f Xy dx = (—;) arcsin(:_—x) + (_4rz+zr(r—X)) rz—(r—x)z . ?@
Feron [ ) sl [t i T
Zr xy dx = _g_re’ arcsin(—1) — (—gi arcsin(1))
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Xy dx = —=—

o——r
N |On
g
w

N [a

|

|
I\)‘U‘I
<)
w

I\)|Z:l
—_

2r 3
{x~ydx:%n+ijn
2r 3
_ 5
{xydx—2 T
2r
x-y dx
X:.! A:ﬁﬂ?
S A ’ 2
5’
x:2
2
_5 .-
X = 3T ,XS—62r
V, = 2ax, - A
5r 3r’
Vy:23'l?3—'2—3'l7
Vy:5r3ﬂjz = vy:oo
y A
%
y 2r — x
V=
Vy=5r3n2
2r >
X
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Bemerkung :

In einem Brief vom 12. April 1658 an Ch. Huygens beschrieb R. F. de Sluse den
Rotationskorper der Kissoide als

Levi opera deducitur mensura vasculi, pondere non magni, quod interim helluo nullus
ebibat®, als ,leichtgewichtiges Trinkgefal}, das nicht einmal der harteste Trinker leeren
konnte® .

[ Vgl.: Societe Hollandaise des Sciences : Oeuvres Completes de Christian Huygens,
Tome deuxieme . La Haye: Martinus Nijhoff 1889, S. 168 ]
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