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Schrag abgeschnittenes Prisma

Das Volumen eines schrag abgeschnittenen Prismas ist gegeben durch
V=A" hg ,

wobei A die Grundflache und hg der Abstand des Schwerpunkts der Deckflache von
der Grundflache sind .

Zum Beweis dieser Aussage sind einige Vorbereitungen notwendig !
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Das Konzept des Schwerpunktes

Gegeben sei ein Korper der Masse m , welche in kleine Teile der Masse Am,

unterteilt ist.
Das Drehmoment M, der Masse Am, ist gegeben durch

wobei r; der Hebelarmund g die Fallbeschleunigung sind .

Am,

VAmig

Das Drehmoment des Korpers ergibt sich naherungsweise durch
M=>r -Am - g .

Bei einem homogenen Korper der Dichte p und Am, = p-AV,; ergibt sich

M:Zri-pAVi-g.

Die Grenzwertbetrachtung |im z r.- prAV, - g liefert M = f r-p-g dv

i i v

Denkt man sich nun die gesamte Masse des Koérpers im Schwerpunkt S mit dem
zugehorigen Hebelarm rg vereinigt, erhalt man

M:fr-p~ng = rg-p-V-g

\
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Entsprechend definiert man fur einen Korper im Koordinatensystem
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Schwerpunkt einer homogenen Flache A

z A

x #

xS:%fdi yS:%fydA
A A

Schwerpunkt einer Fliche unter der Kurve y = f(x] von a bis b

y A y A

»
a X b X a X b
1
XS:K{XdA
1 7 1 %y
xszxgx-ydx ys:K{EdA
1b
YS:KJ'%de
17y
yS:KJ'y?dX
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Der Schwerpunkt als Summe gewichteter Schwerpunkte
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Schwerpunkt des Dreiecks
C

Denkt man sich das Dreieck wie oben in in lauter Rechtecke zerlegt, so liegen die
Schwerpunkte der Rechtecke auf der Seitenhalbierenden, und damit liegt auch der
Schwerpunkt des Dreiecks auf der Seitenhalbierenden von BC

Entsprechend liegt der Schwerpunkt auf der Seitenhalbierenden von AC .

AS = £AM,

WIN
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M XgtXc | YetYc | ZgtZc
a 2 2 2
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Flacheninhalt des Dreiecks

y A

Flacheninhalts des Dreiecks A ABC nach der GauBRschen Trapezmethode :

X

A

w
X

A(XA ‘ YA)

B(xs | Vel

A = %(yA"-yB)(XA_XB) + %(y8+yc)(XB_XC) + %(yC+yA)(XC_xA)

y A

C 00

1 1 1
Aosc = §(0+yB)(O_XB) + E(yB'I'yC)(XB_XC) + 2
A :—1xy+lxy—lxy+1xy
OBC 2 BJB 2 BJB 2 CcCJB 2 BJC
_ 1 1
Aoge = — EXCyB + EXByC
1 1
Aocec = §Xsyc - EXCyB
1
Aoec = 5 XgYc — XcYe
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Da die Vektoren OA , OC linear unabhangig sind, gibt es eindeutig bestimmte
Zahlen Ap , ug ,sodassgil :

—_—

B = 3,0A + u.0OC
Xg = AhgXa *+ UsXc
Y = AgYa * UsYe
ZB = 7\.80 + MCO
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1
Acre = E(XAyB XByA)
1
Aons = E(X AgYa + MByc) ()\‘BXA + MBXC)YA)
1
Aors = 5(7‘ Xa¥a + UgXa¥Ye = AgXaYa — MBXCYA)
1
Aons = E( BXaYcUgX CyA)
1
Acrs = MBE(XAyC_XCyA)
Aons = WsAonc
Analog folgt

Aocsc = MgAoac

und damit
Aons — MBAOAC
AOBC 7\BAOAC
Aoas _ U8
AOBC 7‘8
Aons * Aosc = Ug 1 g

Analoge Betrachtungen liefern folgende Flachenverhaltnisse :

A OAB

Ug
UgUc
UgUc Up

AOAB
UgUcUp

Aosc Aosc : Aoco
Mg Uc : Ag
Aglig Aglig : hghe
Agliclp Agliclp = Aghclp
Aosc Aoco
Aglichp : Aghcltp

Wenn A = Agp + Agge + Agep + Agpe ist, folgt :

Aons _ UgUclp

A UgUclp + Agliclp + Aghclp + Aghchp
AOBC — AgUclp

A UglcUp + Aglcly + Aghcup + Aghchy
Aoco _ Mg hclp

A WglcUp + Agliclp + AghcUp + Aghchp
Aooe _ Aghchp

A UgUcUp + AglicUp + Aghcup + Aghchg
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Falls man noch das Dreieck ACDF anhangen wurde, folgte :
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OF = A.0OC + u0OD
Xg = AgXa + UpXg
Ys = Ag¥Ya + UgYc
ZB = }\.BO + MCO

Aocr = WrAoop
Aorp = M Aoco

Acep = Aocr + Aoep — Aocop
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Jetzt betrachtet man die Flachenverhaltnisse der Deckflache :

o)
= ) o
.
.
s hE
~
AR ~a y

x Y

O'(0[0|ho] A'fxy|yalh Blxs[¥s|hs] Clxc|vel|h] Dlxo|yp]hol
E'(XE ’ Ye ’ hE)

Die Ebene O'A'B'C'D'E' seifolgendermalien parametrisiert :

X 0 X,—0 Xc.—0
y| = {0+ 8| ya=0 |+ t] y.—0
z ho h,—hg he—h,
X 0 XA Xc
Y| =0 *+s| ya [+ Yo
z ho ha—ho he—ho

Wegen B'(x, |y, | h) € Ebene O'A'B'C'D'E' folgt:

Xg = SX, + tX¢

Ys = Sya + tyc
hs = ho + s(ha—ho) + t(ha—ho)

Wegen der linearen Unabhangigkeit der Vektoren OA , OC sind die Koeffizienten
eindeutig bestimmt , das heil3t

S = )\.B Und t = Ug
Damit gelten fur die Flacheninhalte der Dreiecke AO'A'B' und AQO'B'C'

AO‘A'B' = MBAO'A'C‘

Aogc = hsAoac

Aoap U Aoac
AO'B'C' )\‘BAO'A'C‘
AO'A'B' Us
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Weiter ergeben sich die gleichen Flachenverhaltnisse wie fur die Grundflache :

Aoae : Aoec : Aoco: : Aope
UgUcUp : Agliclp : Agholip : hghe by

Ist A' = Agps + Agge + Aggp + Agpe - SO folgt :

Ao e _ UgUclUp

A’ UgUclp + Agliclp + Aghcliy + Aghchy
Aosc: _ AglcUp

A’ Uglclp + Agliclp + Aghclp + Aghchp
Ao _ Aghclp

A’ MglcWp + Aglclp + Aghcly + Aghchp
Aope _ Mghchp

A’ UgUclp + Aglclp + Aghclp + Aghchp

Falls man noch das Dreieck bzw. das dreiseitige Prisma P, c.rp angehangt hatte,
ergabe sich

Acro = (Ue + M — 1]Aoco

SchlieBlich erhalt man fur die Teilflachen der Grundflache und die entsprechenden
Teilflachen der Deckflache folgende Verhaltnisgleichungen :

Ao ns: _ Aons
A’ A
Aosg: _ Aosc
A' A
Aocor _ Aoco
A’ A
Aope _ Aope
A’ A
Acrop: _ Acrp
A' A

Schrag abgeschnittenes Prisma 14



Das Volumen des schrag abgeschnittenen dreiseitigen Prismas erhalt man wie folgt durch
Zerlegung in ein Prisma und eine Pyramide:

z A

x M A~y

O00]0]0] Alxy|vya]0 Blxs|vys]O0)
O'(0[0|ho] A'xy|yalha Blxs|ys]hy

ho—hg + hya—hg

V = Agghy + % . OA| h
V = |Opé| h hB + % hO_hB -'2- hA_hB |OA| h
OA| h ho—hg + hy—h
v = A (hB+ ohs * b )
v _ loAI h (3hs + ho—hs + h,—h,
2 3

h,+h,+h

V = Aous ( — B)
3

hO+hA+hB . . . .

Der Term — 3 ist die z-Koordinate des Flachenschwerpunkts S der

Deckflache AQO'A'B' und damit der Abstand des Schwerpunktes von der Grundflache
AOAB . Die Volumenformel des schrag abgeschnittenen dreiseitigen Prismas ist also

V = Aogss hs
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Dass diese Formel allgemeingultig ist, beweist man durch vollstandige Induktion :

Es sei bereits gezeigt, dass die Formel fur ein n-seitiges, schrag abgeschnittenes Prisma

Posscoe oascoe  Jilt.

O‘

Wird jetzt noch das dreiseitige Prisma P, .o angehangt, so ergibt sich das Volumen
Zu

V. = Aomscoe v + Acep Oy

wobei h, die z-Koordinate des Deckflachenschwerpunkts S, des Prismas
Posscoe oascpe UNd  h, die z-Koordinate des Deckflachenschwerpunkts S, des
Prismas P cpp ISt

V' = Aoascroe |

AOABCDE h  + ACFD h )

AOABCFDE AOABCFDE

Wegen der Gleichheit der Verhaltnisse der Teilflachen von Grundflache und Deckflache
erhalt man

V' = Aoascroe

AO‘A'B'C‘D'E' h + AC'F'D' h )
| r

AO'AB'C'F'D'E' AO'A'B'C'F'D'E'

Der Ausdruck in Klammern ist die gewichtete Summe der z-Koordinaten des linken und
rechten Schwerpunktes und damit gleich der z-Koordinate des Schwerpunktes der
Deckflache des Prismas  Pguacoe oascroe - Also folgt :

V = AOABCFDE hs
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