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Schräg abgeschnittenes Prisma

Das Volumen eines schräg abgeschnittenen Prismas ist gegeben durch

V = A ⋅ hS  ,  

wobei A die Grundfläche und hS der Abstand des Schwerpunkts der Deckfläche von 
der Grundfläche sind .

Zum Beweis dieser Aussage sind einige Vorbereitungen notwendig !
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Das  Konzept des Schwerpunktes

Gegeben  sei  ein  Körper  der  Masse  m ,  welche  in  kleine  Teile  der  Masse  Δmi

unterteilt ist.
Das Drehmoment Mi der Masse Δmi ist gegeben durch 

Mi = r i ⋅ Δmi⋅g , 

wobei r i der Hebelarm und g die Fallbeschleunigung  sind .

Das  Drehmoment  des  Körpers  ergibt  sich  näherungsweise  durch 
M = ∑

i

r i ⋅ Δmi ⋅ g .

Bei einem homogenen Körper der Dichte ρ und Δmi = ρ⋅ΔV i ergibt sich 

M = ∑
i

r i ⋅ ρΔ Vi ⋅ g .

Die Grenzwertbetrachtung lim
i→∞

∑
i

r i ⋅ ρ⋅Δ Vi ⋅ g  liefert    M = ∫
V

r ⋅ ρ ⋅ g dV   .  

Denkt  man  sich  nun  die  gesamte  Masse  des  Körpers  im  Schwerpunkt  S mit  dem 
zugehörigen Hebelarm rS vereinigt, erhält man  

M = ∫
V

r ⋅ ρ ⋅ g dV =: rS ⋅ ρ ⋅ V ⋅ g   

∫
V

r dV =: rS ⋅ V   

1
V

∫
V

r dV =: rS   
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Entsprechend definiert man  für einen Körper im Koordinatensystem

xS :=
1
V

∫
V

x dV yS :=
1
V

∫
V

y dV zS :=
1
V

∫
V

z dV

Schwerpunkt einer Scheibe der Grundfläche A Dicke h  

xS =
1
V

∫
V

x dV   zS =
1
V

∫
V

z dV

xS =
1

A h
∫
A

x h dA zS =
1

Ah
∫
0

h

z A dz

xS =
1
A

∫
A

x dA yS =
1
A

∫
A

y dA zS =
1
h

∫
0

h

z dz

zS = ∣ 1
h

z2

2 ∣
0

h

 

zS =
h
2
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Schwerpunkt einer homogenen Fläche A

xS =
1
A

∫
A

x dA yS =
1
A

∫
A

y dA    

Schwerpunkt einer Fläche unter der Kurve y = f (x ) von a bis b

xS =
1
A

∫
A

x dA   

xS =
1
A

∫
a

b

x ⋅ y dx yS =
1
A

∫
a

b
y
2

dA   

yS =
1
A

∫
a

b
y
2

y dx   

yS =
1
A

∫
a

b
y2

2
dx    
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Der Schwerpunkt als Summe gewichteter Schwerpunkte

xS =
1
A

∫
A

x dA   

xS =
1
A

∫
A l

x dA +
1
A

∫
Ar

x dA   

xS =
Al

A
1
A l

∫
A l

x dA +
A r

A
1
Ar

∫
Ar

x dA   

xS =
Al

A
x l +

A r

A
x r

xS =
Al

A l + A r

xl +
Ar

A l + Ar

xr    analog    yS =
A l

Al + A r

y l +
Ar

Al + A r

y r
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Schwerpunkt des Dreiecks

Denkt  man  sich  das  Dreieck  wie  oben  in  in  lauter  Rechtecke  zerlegt,  so  liegen  die 
Schwerpunkte  der  Rechtecke  auf  der  Seitenhalbierenden,  und  damit  liegt  auch  der 
Schwerpunkt des Dreiecks auf der Seitenhalbierenden von BC  .
Entsprechend liegt der Schwerpunkt auf der Seitenhalbierenden von AC .

AS
SMa

=
c

MaMb

=
a
a
2

= 2 ⇒ AS = 2SMa ⇒ AS =
2
3

AMa
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Ma( xB+xC

2 ∣ yB+yC

2 ∣ zB+zC

2 )   

(
xS

yS

zs
) = (

xA

yA

zA
) +

2
3 (

xB+xC

2
− xA

yB+yC

2
− y A

zB+zC

2
− zA

)   

(
xS

yS

zs
) = (

xA

yA

zA
) + (

xB+xC

3
−

2
3

xA

yB+yC

3
−

2
3

y A

zB+zC

3
−

2
3

zA
)   

(
xS

yS

zs
) = (

xA

3
+

xB+xC

3
yA

3
+

yB+yC

3
zA

3
+

zB+zC

3
)   

(
xS

yS

zs
) = (

xA+xB+xC

3
yA+yB+yC

3
zA+zB+zC

3
)  

S( xA+xB+xC

3 ∣ yA+yB+yC

3 ∣ zA+zB+zC

3 )   
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Flächeninhalt des Dreiecks

Flächeninhalts des Dreiecks Δ ABC nach der Gaußschen Trapezmethode :

A =
1
2

(yA+yB)(x A−xB) +
1
2

(yB+yC)(xB−xC) +
1
2

(yC+yA )(xC−xA )   

AO BC =
1
2

(0+yB) (0−xB) +
1
2

(yB+yC) (xB−xC) +
1
2

(yC+0) (xC−0)

AO BC = −
1
2

xB yB +
1
2

xByB −
1
2

xC yB +
1
2

xB yC −
1
2

xC yC +
1
2

xC yC

AO BC = −
1
2

xC yB +
1
2

xB yC  

AO BC =
1
2

xB yC −
1
2

xC yB     

AO BC =
1
2

(xB yC − xC yB)     
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Schräg abgeschnittenen Prisma

O (0 ∣ 0 ∣ 0) A (xA ∣ yA ∣ 0) B (xB ∣ yB ∣ 0) C (xC ∣ yC ∣ 0) D (xD ∣ yD ∣ 0)
E(xE ∣ yE ∣ 0)  

Da  die  Vektoren   O⃗A ,  O⃗C linear  unabhängig  sind,  gibt  es  eindeutig  bestimmte 
Zahlen λB , μB , so dass gilt  :

O⃗B = λBO⃗A + μC O⃗C    

xB = λBx A + μBxC   
yB = λByA + μB yC  
zB = λB0 + μC 0
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AOAB =
1
2

(xA yB−xBy A)   

AOAB =
1
2

(xA (λByA + μB yC)−(λBx A + μBxC)yA )   

AOAB =
1
2

(λB xA yA + μB xA yC − λB xA yA − μB xC yA )    

AOAB =
1
2

(μBxA yC−μBxC yA )  

AOAB = μB
1
2

(xA yC−xC yA )

AOAB = μB AOAC

Analog folgt 

AOBC = λB AOAC  ,

und damit 

AOAB

AOBC

=
μBAOAC

λB AOAC

  

AOAB

AOBC

=
μB

λB

AOAB : AOBC = μB : λB    

Analoge Betrachtungen liefern folgende Flächenverhältnisse :

AOAB      :     AOBC AOBC     :    AOCD AOCD        :    AODE   

μB         :     λB μC          :    λC μD       :   λD

μBμC     :     λBμC λBμC      :    λB λC μD           :    λD

μBμCμD :     λBμCμD λBμCμD  :   λB λCμD λB λCμD    :   λB λC λD

AOAB :   AOBC  :    AOCD     : AODE   
μBμCμD :   λBμCμD         :    λB λCμD     : λB λC λD

Wenn A = AOAB + AOBC + AOBD + AODE ist, folgt :  

AOAB

A
=

μBμCμD

μBμCμD + λBμCμD + λB λCμD + λBλCλD

   

AOBC

A
=

λBμCμD

μBμCμD + λBμCμD + λBλCμD + λB λCλD

  

AOCD

A
=

λB λCμD

μBμCμD + λBμCμD + λB λCμD + λBλCλD

  

AODE

A
=

λB λC λD

μBμCμD + λBμCμD + λB λCμD + λB λC λD
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Falls man noch das Dreieck ΔCDF  anhängen würde, folgte : 

O⃗F = λF O⃗C + μFO⃗D    

xB = λB x A + μBxC   
yB = λByA + μB yC  
zB = λB0 + μC 0

AOCF = μF AOCD

AOFD = λF AOCD

ACFD = AOCF + AOFD − AOCD

ACFD = μF AOCD + λF AOCD − AOCD

ACFD = (μF + λF − 1)AOCD   
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Jetzt betrachtet man die Flächenverhältnisse der Deckfläche :

O' (0 ∣ 0 ∣ hO ) A ' (xA ∣ y A ∣ hA) B' (xB ∣ yB ∣ hB) C' (xC ∣ yC ∣ hC) D' (xD ∣ yD ∣ hD )
E' (xE ∣ yE ∣ hE)  

Die Ebene O' A 'B' C'D' E'  sei folgendermaßen parametrisiert :

(x
y
z) = (

0
0
hO

) + s(
xA−0
yA−0
hA−hO

) + t(
xC−0
yC−0
hC−hO

)    

(
x
y
z) = (

0
0
hO

) + s(
xA

yA

hA−hO
) + t(

xC

yC

hC−hO
)

Wegen B' (xB ∣ yB ∣ hB) ∈ Ebene O' A ' B'C 'D'E ' folgt :

xB = sx A + t xC

yB = syA + t yC

hB = hO + s(hA−hO) + t (hA−hO)   

Wegen der  linearen Unabhängigkeit  der  Vektoren  O⃗A ,  O⃗C sind die  Koeffizienten 
eindeutig bestimmt , das heißt 

s = λB   und t = μB  .
 
Damit gelten für die Flächeninhalte der Dreiecke ΔO' A 'B' und ΔO'B'C'  :

AO 'A 'B' = μB AO'A 'C '  
AO 'B 'C ' = λB AO' A'C '   

AO'A 'B'

AO'B 'C '

=
μB AO'A 'C '

λBAO' A 'C '

  

AO'A 'B'

AO'B 'C '

=
μB

λB
 

AO ' A ' B' : AO' B 'C ' = μB : λB   
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Weiter ergeben sich die gleichen Flächenverhältnisse wie für die Grundfläche :

AO ' A ' B' :   AO 'B ' C'  :    AO'C 'D '     : AO'D 'E '   
μBμCμD :   λBμCμD         :    λB λCμD     : λB λC λD

Ist A ' = AOAB + AOBC + AOBD + AODE , so folgt :  

AO' A ' B '

A '
=

μBμCμD

μBμCμD + λBμCμD + λB λCμD + λB λC λD

   

AO' B 'C '

A '
=

λBμCμD

μBμCμD + λBμCμD + λB λCμD + λBλCλD

AO' C' D'

A '
=

λBλCμD

μBμCμD + λBμCμD + λBλCμD + λB λCλD

AO' D' E'

A '
=

λBλCλD

μBμCμD + λBμCμD + λB λCμD + λBλCλD

 

  
Falls man noch das Dreieck bzw. das dreiseitige Prisma  PCFD C' F' D' angehängt hätte, 
ergäbe sich 

AC'F 'D' = (μF + λF − 1) AO 'C 'D'   .

Schließlich  erhält  man  für  die  Teilflächen  der  Grundfläche  und  die  entsprechenden 
Teilflächen der Deckfläche folgende Verhältnisgleichungen :

AO' A ' B '

A '
=

AOAB

A
 

AO' B 'C '

A '
=

AOBC

A
  

AO' C' D'

A '
=

AOCD

A
  

AO' D' E'

A '
=

AODE

A
 

AC 'F 'D '

A '
=

ACFD

A
  

Schräg abgeschnittenes Prisma                   14



Das Volumen des schräg abgeschnittenen dreiseitigen Prismas erhält man wie folgt durch 
Zerlegung   in ein Prisma und eine Pyramide:

O (0 ∣ 0 ∣ 0)  A (xA ∣ yA ∣ 0)  B(xB ∣ yB ∣ 0)        
O' (0 ∣ 0 ∣ hO ) A ' (xA ∣ y A ∣ hA) B' (xB ∣ yB ∣ hB)  

V = AOAB⋅hB +
1
3

hO−hB + hA−hB

2
∣OA∣ h   

V =
∣OA∣ h

2
hB +

1
3

hO−hB + hA−hB

2
∣OA∣ h

V =
∣OA∣ h

2 (hB +
hO−hB + hA−hB

3 )   

V =
∣OA∣ h

2 (3hB + hO−hB + hA−hB

3 )  

V = AOAB (hO+hA+hB

3 )   

Der  Term  
hO+hA+hB

3
 ist  die  z-Koordinate  des  Flächenschwerpunkts  S  der 

Deckfläche ΔO' A 'B'  und damit der Abstand des Schwerpunktes von der Grundfläche
ΔOAB . Die Volumenformel des schräg abgeschnittenen dreiseitigen Prismas ist also 

V = AOAB hS  .
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Dass diese Formel allgemeingültig ist, beweist man durch vollständige Induktion :

Es sei bereits gezeigt, dass die Formel für ein n-seitiges,  schräg abgeschnittenes Prisma 
POABCDE O' A 'B ' C' D' E'  gilt .

Wird jetzt noch das dreiseitige Prisma  PCFD C' F' D' angehängt, so ergibt sich das Volumen 
zu 

V = AOABCDE hl + ACFD hr  ,
 
wobei  hl die  z-Koordinate  des  Deckflächenschwerpunkts  Sl des  Prismas 

POABCDE O' A 'B ' C' D' E' und  hr die  z-Koordinate  des  Deckflächenschwerpunkts  Sr des 
Prismas PCFD C' F' D' ist.

V = AOABCFDE ( AOABCDE

AOABCFDE

hl +
ACFD

AOABCFDE

hr)   

Wegen der Gleichheit der Verhältnisse der Teilflächen von Grundfläche und Deckfläche 
erhält man 

V = AOABCFDE ( AO'A 'B'C 'D 'E'

AO' AB'C'F 'D 'E '

hl +
AC'F 'D '

AO 'A 'B'C'F'D'E'

hr)   

Der Ausdruck in Klammern ist die gewichtete Summe der z-Koordinaten des linken und 
rechten  Schwerpunktes  und  damit  gleich  der  z-Koordinate  des  Schwerpunktes  der 
Deckfläche des Prismas POABCDE O' A 'B ' C' F' D'E ' .   Also folgt :

V = AOABCFDE hS  
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