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Skalarprodukt

Gegeben sei ein Dreieck mit den Ecken A, B, C

a’ = h*>+ c?

w2 2

= h* + (c—c,)

_ . 2 2

= (bsina)” + (c—bcosa)

= b%sin“a. + ¢c’—2bccosa+b*cos’a
= b%sin“a+b’*cos’a + c®?—2bccosa

= b®(sin“a+cos’a) + c*—2bccosa

= b? + ¢® — 2bccosa

Kosinussatz:

(1) a’= b? + ¢c’~2bccosa
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In der Sprache der Vektorrechnung bzw. der Analytischen Geometrie heil’t das wie

folgt :

Gegeben sei ein Dreieck mit den Ecken

A=(A,1A,IA,)

A

Fir die Vektoren

. B=(B,IB,IB;) , C=(C,IC,IC,) .

b,| [C,—A, c,| [B,—A, a,| [B,—C,
b: b2 = C2_A2 ) 6: C2 = Bz_Az ) é: 82 Bz_Cz
b3 Cs_A3 Cs Bs_As as Bs_Cs
gilt dann
a =3d-b
und
a’ = (C1_b1)2 + (Cz_b2)2 + (03_b3)2
a’ = c’~2c,b,+b? + ci—2c,b,+b> + c;—2c,b,+b3
a’ = bi+b2+b; + ci+ci+ci — 2(b,c,+b,c,+bsCs)
a’ = b® + c® — 2(b,c,+b,c,+bsc,)
(2) a’ = b’> + ¢ — 2(b,c,+b,c,+b,c,)
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Vergleicht man die Gleichungen

(1) a®> = b®> + ¢®* — 2bccosa

2

2 a° =b*+c?

— 2(b,cy+b,Cy*bscy) |

kommt man zu folgender

Definition:
b, C,

Fir die Vektoren b= b2 , c= C, , die den Winkel o einschliel3en,
b3 Cs

-

ist das Skalarprodukt von b und ¢C

der Ausdruck be = b,c,+b,c,+b;c; = bccosa

Bemerkung

-

Die Vektoren b und C sind senkrecht zueinander oder orthogonal , genau dann
wenn das Skalarprodukt b¢ = 0 ist.

Ist einer der Vektoren ein Einheitsveltor, z. B. ¢ mit ¢ =1 , SO bedeutet

-

56 = bcosa die senkrechte Projektion des Vektors b in Richtung ¢C .

Das Skalarprodukt ist bilinear und symmetrisch , das heif3t es gilt:

bé = &b

(Ab)Eé = A(b3)
b(u) = u(bd)
(b+3)8 = bE+38
b(G+3) = bé+b3
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Kreuzprodukt

—

Gesucht ist ein Vektor N der auf den beiden Vektoren b und ¢ sind senkrecht
steht.

Die Bedingungen lauten:

=1}
I
o

bA=0 ud &

b,n, + b,n, + b;n; = 0
c,n, + Cc,n, + c3n; = 0

b,n, + by,n, = —b,n,
C1n1 + C2n2 = _C3n3
_bsns bz
_|=Csns ¢  —byn,c,+b,cin,  (b,ci—b,c,)n,
n1 —_ - -
b1 b2 b1C2_b2C1 b1C2_b2C1
C;y G
b1 _b3n3
n, = Ci —CsNy _ —b,Cyny+bynse,  (bycy—bycy)(—ny)
2 = = =
b1 b2 b102_b2C1 b1 CZ_bZC1
C, G,

Setze n; = 1 . dann folgt:

b,c;—bscC,
n, b102_b201
Ny| = b,c;—bsc,
n, b,c,—b,c,
1
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Aus Symmetriegriinden geht man zum Vektor (b, c,—b,c,){n

n,
diesen ebenfalls wieder mit n, und erhalt so:
Ny
n, b203_b302
n,| = |—(bycs—bscy)
n, b1 Cz_bzc1
Definition
b, C,
Fur die Vektoren b=|b,| , ¢=|c,
bs Cs
ist das Kreuzprodukt von 5 und C
-~ b203—b302
der Vektor bxc¢ = |—(b,c3—bsc,)
b102_b201

-

Nach Konstruktion ist dieser Vektor orthogonal zu b und
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Flacheninhalt eines Dreiecks AABC

Ist 50 der Einheitsvektor in Richtung C , so gilt:

+

AF = (b cosa)c, = (bCOSa)% = bgc:ﬂ C =
C

e}
Noy
oY’

=2 =52
— b2 _ 2(20) + (EC) C2
C C
_ w2 _ o(b8f _ (bEf
= b° — 2C2 + 2
— b2 _ (66)2
- 2
Cc
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4A° =

I
o
N
@)
N
I
o
ol
e

4A* = (bf+b§+b§)(cf+c§+c§) - (b1 (-"1"'b2(-"2"'b303)2

4A% = bl+b3+bl|c] + (bI+bj+b3|cs + [bi+b+b3)c]

— [b3ct+b3co+bics + 2b,cib,c, + 2bCibycy + 2b,C,b5C,

4A? = (bZ+bZlc? + (b2+b)c2 + b2+b?)c?
— 2b,c,b,c, — 2b,c,b,c, — 2b,c,b,c,

4A% = bic? + bic? + bics + bics + bici + bicl
— 2b,c,b,c, — 2b,c,b,c, — 2b,c,b,c,

4A* = Dbici + bici + bici + bict + bici + bics
- 2b201 b1 Cz - 2b1 C3b3C1 - 2b203b302

4N = (b2C1 — b, 02)2 + (b1C3 - bsC1)2 + (b203 - b301)2

4A* = (bycy — byc,)* + (_(b103 - b3C1))2 + (byc, — byc,)?

2A = |bx&

Flacheninhalt des Dreiecks AABC :

(@)
Ol

bxc|
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Geometrische Interpretation der Lange von |5><6| als Flacheninhalt des von den
Vektoren b und ¢ aufgespannten Parallelogramms.

Da der Flacheninhalt des Parallelogramms einerseits gleich  |[bXC| und andererseits
gleich ch = cb sina ist, kann man sagen

Ibx&| = besina

ist.

Bemerkung

Das Kreuzprodukt ist bilinear und antisymmetrisch , das heil3t es gilt:
bxé = —&xb

(Ab)x& = A(bx&)
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(Parameter-)Gleichung der Geraden

-

g X =3 + td |, c#0,teR

a ist ein Stiitzvektor, C ist Richtungsvektor

Parametergleichung der Ebene [P]

E: X =U0+7rV +sw |, V , W linear unabhingig, r,s € R

U ist ein Stiitzvektor, V , W sind Richtungsvektoren

Normalengleichung der Ebene [N]

Koordinatengleichung der Ebene [K]

E: ax, + bx, + cx; = d
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Wechsel der Ebenengleichungen

[P]
7\
/ \

[K] > IN]

Setze N = VXW . Mt X — U = rv + sw folgt:

E n(x —d)=20
Pl = [K]
E X =U+TrV + SwW

Setze N = VXW . Dann folgt

ol ol

XV
| |
ol

ct =
I I
o o

-1
x4
Il

o4
cl

E: NyX, + N,X, + N;X; = NU

Vektorrechnung und Analytische Geometrie



N] = [K]
E nx —d)=20
n(x —d) =0

nX —nd =0

AX = nu
E: n,X; + N,X, + NyX; = NU
IN] = [P]
E nx —d) =0
nx —d) =0

nX —nd =0

nX = nu

E: n

-

X, + NyX, + NyX; = NU

NyX, + N,X, + N3X; = NU

L _ A
3 n,
Wegen
Xy =
X, =
L _f
3 n,
X4
X3

o n

X,— —
N3 N3

0 + x,1 + x,0

0 + x,0 + x,1

n, n,
n n
3 3
1 0
+ X 0 + X 1
- 1 2
u Ny _ Ny
3 Ny n,
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E: ax, + bx, + cx; = d

ax, + bx, + cx; = d

* c 'c ’c
Wegen
X, =0+ x41 + x,0

X, = 0 + x,0 + x,1

X—Ci—xa——xtlfolgt'

¢ 'c ’c '

I EE

X, | = d + X, a + X, b

T Py s B s

K] = [N]
E: ax, + bx, + cx; = d

. _ _ d
Wahlez.B. u; = u, =0 ,woraus u; = c folgt.

ax1+bx2+cx3:d}
au, + bu, + cu; = d -

a(x;—u,) + b(Xz_Uz) + C(Xs_U3> =0
allX;—uy

b XZ_UZ = 0
C/1X3—Uj
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Schnittpunkt zweier Geraden

g X = a + s¢

h X = b + td
a C b, d,
a,| + 8|c,| = [by| * tfd,
a3 Cs b, d;
C, d, b, a,

slc,| — t{d,| = [by| — [a,
Cs d, b, a,

C1S - d»]t = b»]_a»]
c,s — d,t = b,—a,

C3S - d3t - b3_a3

Falls zum Beispiel die beiden ersten Gleichungen nach s, t aufgelést werden kénnen, setzt
man s, t in die dritte Gleichung ein.

Wird diese erflllt, gibt es einen Schnittpunkt S von g und h.
Wird diese nicht erfullt , gibt es keinen Schnittpunkt S von g und h.
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Wann sind 2 Geraden identisch ?

«Q
x4
I
Wi
+
7y
o

>0
x4
I
o
+
~
Q

Definition

-

Falls fiir die normierten Richtungsvektoren C = d gilt, sind die Geraden g und h
parallel.

Die Spitze des des Stutzvektors heildt Stlitzpunkt .

Falls C = a ist und einer der Stutzpunkte auf der anderen Geraden liegt, sind die
Geraden identisch.

Falls C # 8 ist und keiner der Stiitzpunkte auf der anderen Geraden liegt, heilen die
Geraden gund h windschief .
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Schittpunkt Ebene Gerade

E[Pl]: X =U+rV + sSw

g X = a + tcé

Ubergang zur Normalenform der Ebene

—

E . RAX-0G)=0 mt ©i=vVxw

Einsetzen der Geradengleichung in die Normalengleichung

nx —d)=0

n(a+téc —u) =0 (*)
n(a+téc —u =0

n(a —u +té) =0

n(a — d) + t(Ac) = 0

- _ na—u
Falls nc # 0 ist, folgt t = —Q und
nc
- - ﬁ é - [j -
p=a+ _ﬁ(E ))C ist der gesuchte Schnittpunkt P .

Falls N¢ = 0 ist,sind N und C orthogonal .

Falls auBerdem n(a — U) = O ist, istdie Gleichung
n(a — u) + t(Aic) = 0 istfiralle t € R wahr.
Dann ist aber Gleichung (*) fiuralle t € IR wahr:
n(a+té —u) =0 .

Das heiRlt , alle Punkte X = a + tC der Geraden g erfilllen die Ebenengleichung ,
und somit liegt g in E

) # 0 ist, ist die Gleichung

cl

Falls jedoch N(a—

n(a — 4) + t(Aic) = 0 fiur alle t € R falsch. Das heildt, ein Schittpunkt
existiert nicht.
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Schittpunkt Ebene Gerade

EINl: nA(X —d)=0

g X = a + té

A(X — G) = 0

A3+ t8 —U) =0 *)

(3 + 18 —0) =0

i3 -G+ td) =0

n(a — d) + t(ic) = 0

Falls nc # 0 ist, folgt t = —::M und

5 = a+ —2?—_6))6 ist der gesuchte Schnittpunkt P .

Falls NC = 0 ist,sind N und C orthogonal .
Falls auBerdem n(a—U) = 0 ist, ist die Gleichung
n(a — a) + t(Ac) = O istfiuralle t € R wahr.
Dann ist aber Gleichung (*) firalle t € R wahr:
n(a+téc —u) =0 .

Das heiflt , alle Punkte X = @ + tC der Geraden g erfilllen die Ebenengleichung ,
und somit liegt g in E

Fallsjedoch Nn(a—u) # 0 ist, ist die Gleichung

n(a — u) + t(Aic) = 0 fir alle t € R falsch. Das heildt, ein Schittpunkt
existiert nicht.
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Schittpunkt Ebene Gerade

E [K] : nyX, + N,X, + NyX; = d

-

Einsetzen der Geradengleichung in die Koordinatengleichung

Ny X, + NyX, + NyX; = d

n,(a, + tc,) + n,(a, + tc,) + ny(a; + tcy) = d (*)
ni(a; + tcy) + ny(a, + tc,) + ny(a; + tcy) = d

n,a, + n,a, + n;a, + t(n,c, + n,c, + n,c,) = d

Falls NG # 0 ist, folgt t = d —na 4
nc
p=a+ ﬁa— C ist der gesuchte Schnittpunkt P .

Falls nNnc¢ = 0 ist,sind N und C orthogonal.
Falls auRerdem na = d ist, ist die Gleichung

t(R€) = d — Aa firalle t € R wahr

Dann ist aber Gleichung (*) fiuralle t € IR wahr:
ni(a; + tcy) + ny(a, + tc,) + ny(a; + tcy) = d

Das heifit, alle Punkte X = @ + tC der Geraden g erfiillen die Ebenengleichung ,
und somit liegt g in E

Fallsjedoch na # d ist, ist die Gleichung

t(AR€) = d — Aa fir alle t € IR falsch. Das heift, ein Schittpunkt existiert
nicht .
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Abstand eines Punktes von einer Geraden

Definition

Der Abstand |P,g| eines Punktes P
zum Lotfullpunkt Q auf g .

von der Geraden g st der Abstand

t¢ + p—q = p-a p—a]¢ = |p—3||¢|cosa = [p—3|cosa
p—q = p—a — tc p—3)¢ = |p—3|cosa
p-3)¢ = |ic
p-ajc =t
P,gl = [p—g
= |(p-a) - tc|
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Abstand zweier paralleler Geraden

Man berechnet zuerst die den Abstand |B,g| des Stiitzpunktes P von h .

Dann zeigt man, dass alle anderen Punkte P der Geraden h den gleichen Abstand
haben:

Sei P irgendein Punktauf h mit X = b + t& .
P,gl = |(p—3a) — ((p—a)¢)

IP,gl = |(b + t&—3a) — ((b + té—3)8) ¢

c|

IP,g| = |(b—3) + t& — ((b—3 + tc)d) ¢
P.gl = |(b-3) + t& — ((b—3)¢ + (t&)8) &
P,g| = |(b—3) + t& — ((b—3)8 + t(38)) ¢
IP,g| = |(b—3) + t& — ((b—-3)¢ + t) &
IP,g| = |(b-3) + t& — ((b—3)¢) & — t &
P.gl = |(b-3) - ((b-3)3) &

IP,g| = [B,g]

Definition
Der Abstand |h,g| zweier Geraden g und h st der Abstand |B,g| des
Stitzpunktes B der Geraden h :

lh,g| = [B,g|
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Abstand eines Punktes von einer Ebene

Wir kbnnen annehmen, dass die Ebenengleichung in der Normalenform gegeben ist:

-

E: AX -4 =0 mit n=[A =1

Definition
Der Abstand |P,E| eines Punktes P von der Ebene E ist der Abstand zum
LotfuRpunkt Q auf E

Esist p —
Vektors P

<l

tn , wobei = (p —

= )i die orthogonale Projektion des
U inRichtung n ist.

G
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Abstand zweier Ebenen

Wir kbnnen annehmen, dass die Ebenengleichungen in der Normalenform gegeben sind:

E: AX -4 =0 mit n=[A =1
F: nX-Vv)=20

Man berechnet zuerst die den Abstand |V ,E| des Stiitzpunktes V von F .

Dann zeigt man, dass alle anderen Punkte P der Ebene F den gleichen Abstand
haben:

Sei P irgend ein Punkt der Ebene der Ebene F mit n(p — v) = 0 .
Dann gilt:

B-G=V-0 +p-7
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N

P.El = |(p—U)A|

P.El = |V -4 + P — V) Al
P.El = [V —TU) A+ (p — V) Al
IP.E| = |(V — G) A
IP.E| = |V,E|

Definition

Der Abstand |F,E| zweier Ebenen von der Ebenen E und P istder Abstand
des Stitzpunktes V derEbene F von E

F.E| = |(v—u)n|
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Abstand windschiefer Geraden

g X =a+sCc mt |[¢]="1
¢ #d ¢ # —d
h X =Db+td mt [d =
g‘
A
F
R
h
< g
ﬁ -Dn
E

Zuerst konstruiert man mit den beiden normierten Richtungsvektoren zwei parallele
Ebenen E und F mit g € E und h € F . Der normierte Normalenvektor
dieser Ebenensei n .

Der Abstand dieser Ebenen sei |F,E| = |(b—3)ii| =: D
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Dann betrachtet man die zu g parallele Gerade Q' mit g' < F mit der Gleichung

g Xx = a+Dn + sc

Die Geraden @' und h schneiden sich im Punkt R , da die Richtungsvektoren
nach Voraussetzung weder parallel noch antiparallel sind. Der zu R gehdrige Ortsvektor
sei T :

—
—

F =3 + Dn + s¢

-

Sei =7+ -Dn =3 +Dn+sc¢c+ -Dn =23 + sc .

Dann liegt der zugehorige Punkt Q auf g , Q € g , und es gilt:

——

QR Eé=0ud QR d =0 .

Mit anderen Worden:
Es gibt auf der Geraden g einen Punkt Q und auf der Geraden h eine Punkt

R , so dass der Verbindungsvektor 5§ jeweils senkrecht auf den
Richtungsvektoren der Geraden steht , und die Lage von QR st gleich dem Abstand
der beiden Ebenen E und F : |QR| = |E,F| = D .

Man konnte nun Folgendes definieren.

Definition
Der Abstand zweier windschiefer Geraden g und h st

lg.h| := QR

—_—

mt Qe€g, Rehud QR E =0, QR d = 0, und nach obiger
Uberlegung ist

-

l9.h[ = |(b=a)n| |

—

mit @ , b Stitzvektorenvon g , h ,und N Normaleneinheitsvektorder zu den
Richtungsvektoren wobei ¢ , d
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Bemerkung

Der Abstand |g,h| = |QR| ist der kiirzeste Abstand zwischen Punkten von ¢ und
h .

Dazu muss man zeigen, fur alle anderen Punktepaare Q' , R' von g , h gilt:
IQ'R'| > |QR| = D .

Mit Hilfe eines geeigneten Koordinatensystems , einer Zeichnung und einer
entsprechenden Abschatzung folgt:

Ri

Q' Q

Q'(0]0|0) , Q(ql0|0) , R(q|D|0) , R'(g+rcosq|D|rsing)

P'Q'| = V(q + rcosg)? + D2 + (rsing)?

= Vg + 2grcosg + r’cos’g + D? + rsin’g

= Jq® + 2gqrcosg + r’ + D?

> Vo? — 2qr + r? + D?

= y(q — r? + D?
> +/D?
=D
= |PQ
Hierbei wurden cosg > —1 und (q—r)* = 0 verwendet.
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Schnitt zweier Ebenen ([P] [P])

E: X=3a+rb+sé . b,d#0 . r,seR
F: X=d+té+uf , 8, f20 ., t. ueR

Gleichsetzung und Umformung ergibt ein Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 4
Variablen :

b,r + ¢;s — e,t=d, — a, + f,u
b,r + c,s — e,t=d, — a, + f,u
b,r + c,s — e;t=d, — a; + fou

— —

Da die Vektoren b , ¢, € # 0 sind , kann man ohne Beschriankung der
Allgemeinheit annehmen, dass b, # 0 ist.

Fir den Fall, dass b, = 0 und b; = 0 sind , erhalt man eine Gleichungssystem
der Form :

b,r + ¢;s — e,t=d, — a, + f,u
Czs - ezt: d2 - az + f2U
C,s — ezt=d, — a;, + f,u

Falls , ohne Beschrankung der Allgemeinheit, b, = 0 und b; # 0 sind, kann man

durch elementare Umformungen der 1. und 3. Gleichung eine Gleichung erhalten, in der
die Variable r eliminiert ist. Man erhalt ebenfalls ein Gleichungssystem der Form

b1r + C1S - e1t = d»] - a»] + f1U
Czs - ezt = d2 - a2 + f2U
25,8 + axpt = g;

Falls nun , ohne Beschrankung der Allgemeinheit , a,;, = O ist , erhdlt man ein
Gleichungssystem in Dreiecksgestalt :

b,r + ¢;s — et =d, — a, + fu
c,s — et =d, — a, + fou
At = g;

Fallsaber c, # 0 und a;, # 0 sind, kann man durch elementare Umformungen

der 2. und 3. Gleichung eine Gleichung erhalten, in der die Variable s eliminiert ist. Man
erhalt ebenfalls ein Gleichungssystem der Form :

b,r + c¢cs —et=4d, —a + fu
CQS - 921: = d2 - 32 + f2U
anpt = g;
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Fallsjetzt a;3; # 0 und c, # 0 sind , erhélt man t als lineare Funktion von u , und
Einsetzen in die 2. und die 1. Gleichung liefert s und t als lineare Funktion von u .

Insgesamt erhalt man also X als lineare Vektorfunktion von u :

-

X = ﬁ + Ui , was als Schnittmenge eine Gerade darstelit.
Falls jedoch as;; = 0 ist, kann man nicht nach t auflésen , so dass es keine
Losung gibt .

Falls jetzt a;; # 0 und C, = O sind, kann man zwar nach t auflésen , aber nicht
nach s , so dass keine Losung gibt.

Falls jetzt as;; # 0 und c, # 0 sind, ergeben sich die Variablen t, s, r als lineare

Funktionen von t und u . Als Schnittmenge ergibt sich dann eine Ebene . Da heil}t,
dass die Ebenen E und F identisch sind.
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Schnitt zweier Ebenen ([N] [N])

Fall1: m = n ,dasheit E || F .

Abstand des Punktes U(u1 I u, | us) von F :

U,F| = (G-V)A
Fall 1a: |U,F| = (G-V|A = 0
G-v|]A = 0
un — vn = 0
un = vn
E mX — 4) =0
(% — ) = 0
nX —nd =0
nX —nv =20
F: RX-v)=o0

Die Ebenengleichung fir F geht aus der von E hervor, die Ebenen sind also
identisch.

-

Fall 1b :  |U,F| = (G-V|A # 0

Gabe es einen Punkt F’(X1 | x, | X3) , der sowohl zu E als auch zu F gehort,
miikte einerseits  |P,E|=(X—V|A#0 und andererseits |P,E|=(X—V|A=0 sein.
Die Ebenen schneiden sich nicht.
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S
x4
[l

S
ci

o4
x4
Il
o4
<

myX, + MyX, + MyX; = MU

n,X, + NX, + N;X; = NV

Es qilt nun:
m,n,—m,n, .
mxn = |—(myn;—mzn,)| # O

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei m,n,—m,n, # 0

m1X1 + m2X2 — r-ﬁa - m3X3 :C

n,x, + n,x, = d
Die Lésungen sind:

. = C(m1n2_m2n1)_m2<m1d — n1C) B mz(m1 ns_m3n1)_m3(m1n2_m2n1)
b (myn,—myny) (myn,—m,n,)

. = (md — nic) B (mynz—msn,)
? (m;n,—m,n,) (m,n,—m,n,)

X3

X; € R

Die Ebenen schneiden sich in eine Geraden mit der Geradengleichung

c(m;n,—m,n,)—m,(m,d—n;c) _mz(m1 Nz— MmN, )—my(m,n,—m,n,)
x| [(m, nz m,n,) (m, nz_nzb)
X, |=|(m;d — n,c) +Xg| (m, n,)
X3 (m1n2 m,n,) (m nz m2n1)
1
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Schnitt zweier Ebenen ([K] [K])

E : a;X; + a,X, + a;X; = C

F: b,x, + b,x, + b;x; = d

a»]X»] + 82X2 = C - a3X3

b,x, + b,x, = d — b,Xx,

a»]X»] + 82X2 = C - a3X3

(a;b,—ab)x, = (a;d — by;c) — (a;bz—azb,)x,

_ (a,d — byc) B (a1b3_asb1)x
(a,;b,~a,b,) (a,;b,—a,b,) *

a1X1 + 82X2 = C - a3X3

B (a,d — b,c) (a,b,—a,b,)
e (a1b2_azb1) (a1b2_azb1)X3 %%

a,(a;d — b1C) a,(a;b;—aszb,)

d = e (a,b,—a,b,) ~ (a;b,—a,b,) o T &%

a. x :C(a1b2_azb1)_az(a1d — b,c) B a,(a,;b;—a,b,)—a,(a,b,—a,b,) x
B (31 b2_32b1) (31 b2_32b1) °
x _C(a1b2_azb1)_az(a1d - b1C) B 32(31b3_33b1)_as(a1b2_azb1) «

1 3

_31(31 b2_32b1) a1(31 b2_32b1)
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Also:

_ c(a;b,—a,b,)—a,(a;d — b,c) a,(a;bs;—azb,)—as(a,b,—a,b,)

Xy = — X
1 a,(a,b,—a,b,) a,(a,b,—a,b,) >
. — (a,d — b,c) B (a1b3_asb1)x
? (a,b,~a,b,) (a,;b,—a,b,)
X; € R
Die Ebenen schneiden sich in einer Geraden mit der Geradengleichung
c(a,b,~a,b,)—a,(a;d — b,c) _32(31b3_33b1)_33(a1b2_32b1)
X4 a1(a1b2_azb1) a1(a1b2_azb1)
X, |=|(a;d — b;c) +X3 _(a1b3_33b1)
x;| |(a,b,~a,b,) (a,b,~a,b,)
0 1
a,b, = a,b,
 _ 8 _
b, b,
a, = vb, , a, = vb,
Falls nun auch C — asX; = v(d — bsyxs) ist, sind die beiden

Ebenengleichungen identisch, das heil3t die 1. Gleichung entsteht aus der 2. durch
Multiplikation mit v .

Falls jedoch € — a;X; # v(d — byX,) ist, besteht ein Widerspruch, und es gibt
keine Losung und die Ebenen schneiden sich nicht.
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Schnitt zweier Ebenen ([P] [N])
E : X=3d+rb+sé , b,8#0 , r,seR
F: nAX-v)=0 , Ja =1

X, = a; + b,;r + c;s

E: X, = a, + b,r + c,s
X, = a; + b,r + c;s

F: N{X; + N,X, + NgX3 = NV, + NV, + N3V,
X, =a, +b;r+cs | -n

X, = a, + b,r +c,s | -n, +

X, = a; + br +c;s | n,g

Ny X4+ Ny X+ Ny X =N, @, +N,8,+ N85+ N, by +N,b,+n,b,)r+(n, ¢, +n,¢,+n,C5)s

n,v,+N,V,+N,v,=n, a1+n2a2+n3a3+(n1 b,+n,b,+n, b3)r+(n1c1+n202+n303)s

Fall 1. Ab =0 . A =0

-

Da der Normalenvektor N von F orthogonal zu den Richtungsverktoren b , ¢ von
E sind, sind die Ebenen E, F parallel .

Es folgt :
AV=na+(Ab)r+(Ac)s
nv=na

Fall 1.a nv#na

Die Punkte der Ebene E erfullen die Gleichung von F , das heil3t, die Ebenen sind
identisch .
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Fall 2. Zum Beispiel N¢ # 0 .

AV = Ra+(ib)r+(id)s
_ n(v-3a) Ab
S - —_ — - —_ — r
nc nc

Fari=1, 2,3 folgt :

X, = a + br + ci(

cin C
X, = a + br + == - =
nc n

Die Ebenen schneiden sich in einer Geraden mit der Geradengleichung

c,n(V-a) T
A T 5 " Ré
X = (> - -
o c,n(v-a) c,nb
« nc nc
3 0 c,n(v—a) 5 c,nb
° nc T

Schnitt zweier Ebenen ([P] [K])

-

E : X =a+rb +sc¢ |, . cC#0 , r,seR

o ol

F: a;X; + a,X, + a3X; =

Das Losungsverfahren lauft analog zum Schnitt zweier Ebenen ([P] [N]) .

Schnitt zweier Ebenen ([N] [K])

E: fX-v)=0 , A =1
F: a; X, + a,X, + a;x; = d
Das Losungsverfahren lauft analog zum Schnitt zweier Ebenen ([K] [K]) .
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