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Das Konzept des Schwerpunktes

Gegeben sei ein Korper der Masse m , welche in kleine Teile der Masse Am,

unterteilt ist.
Das Drehmoment M, der Masse Am, ist gegeben durch

wobei r; der Hebelarmund g die Fallbeschleunigung sind .

Am,

VAmig

Das Drehmoment des Korpers ergibt sich naherungsweise durch
M=>r -Am - g .

Bei einem homogenen Korper der Dichte p und Am, = p-AV,; ergibt sich

M:Zri-pAVi-g.

Die Grenzwertbetrachtung |im z r.- prAV, - g liefert M = f r-p-g dv

i i v

Denkt man sich nun die gesamte Masse des Koérpers im Schwerpunkt S mit dem
zugehorigen Hebelarm rg vereinigt, erhalt man

M:fr-p~ng = rg-p-V-g

\
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Entsprechend definiert man fur einen Korper im Koordinatensystem

z A

yslzg)
Lz,
: Ys
Z = »
D y
Xg A b
g
X —ifde y :1—fde z —1—fde
° V \% ° V \% ° V \%
Schwerpunkt einer Scheibe der Grundflache A Dicke h
z A
X
1 1
XS:VJXdV ZS:V\[ZdV
1 1 7
XS:HAIthA ZS=M_£ZAdZ
x:ifdi y:ifydA zzlizdz
S A A S A A ° h 0
L |12 ]
S |l h 2|,
_h
Zg = E
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Schwerpunkt einer homogenen Flache A

z A

x #

xS:%fdi yS:%fydA
A A

Schwerpunkt einer Fliche unter der Kurve y = f(x] von a bis b

y A y A
y =f(x)
A
/ °
(x) S
dx )
a X b X a X b
X :lfdi
S AA
1 7 1 %y
XS:K£X y dx ys:K{EdA
1by
YS:K‘IEEYCIX
1 7 y?
yS:KJ'y?dX
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Der Schwerpunkt als Summe gewichteter Schwerpunkte

(Summensatz)
)
y
A=A +A
x K
X :ifdi
S A
X :1fdi+ifdi
S A a A 3
AI1 Ar1
Xe = — — x dA + — — x dA
S AAl;[ AAF;|:
X —A'x+Arx
S_KI Kr
Xo = A Ar x | analo A d
S A|+Ar| A|+Arr g ys_A|+Ary| A|+Aryr
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Schwerpunkt des Dreiecks (1. Variante)
C

Denkt man sich das Dreieck wie oben in in lauter Rechtecke zerlegt, so liegen die
Schwerpunkte der Rechtecke auf der Seitenhalbierenden, und damit liegt auch der
Schwerpunkt des Dreiecks auf der Seitenhalbierenden von BC

Entsprechend liegt der Schwerpunkt auf der Seitenhalbierenden von AC .

WIN

wn

<

<

=
N |
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M XgtXc | YetYc | ZgtZc
a 2 2 2
Xg +X
52 c X,
X X
S _ A +_Z YetYc
Ys| = [Ya 3|72 Ya
Z Z
s A ZgtZo 2,
2
Xg +X 2
§ y 3 T 3%
s A
_ Yty 2
Ys| = |Yal * _Eg_g _"§YA
Zs ZA ZgtZ, ___gz
3 37A
Xa N Xg+Xc
3 3
Xs Ya YetYc
o
s Za . Zg+2z,
3 3
Xpt+Xg+Xc
3
Xs
_ | YatYetYc
yS - 3
Zs Z\+Zp+Z,
3

YatYstYe
3

Xp+Xg+X
S A B C
[

Zp +Zg+Z, )
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Schwerpunkt des Dreiecks (2. Variante)
y A

C(x. 1yeo)
y = f(x) f: y= i—zx
c: y = z—Fx
A »> ’
X
Y= olx) A = Yemvelxe
F(x.1Y.) AFC 2
Xg = L f x(f(x)—c(x)) dx
AAFC 0
1 F [Ye Ve
Xq = X|—x — —x/| dx
® A { (Xc c )
1 g Ye=Yr 2
Xe = x° dx
° Anrc { Xc
. — 2 ]? Ye=YF 2 dx
® (yC_yF)Xc 0o Xc
Xg = )2(—2 { x* dx
_2 (1]
s = Xi l 3X L
_ 2 1.3
Xs = g 3TXC
Xs = 2 Xe
3
y A
C(x. 1'yeo)
y =f(x)
A )
X
y =¢c(x)
F(XCI yF) B(XB I yB)
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AAFC

2
Apsc = Aarc + Aggc
Y= Yr | Xc
Apgc = (2
Ye—Yr)X
Apsc = (2 F) 2
(yC_yF)XC
Anrc _ 2
Apec (yC_yF)XB
2
2
X| = § XC
Summensatz :
A
Xg = AFC X,
Ansc
Xe = Xc 2 X~ +
S XB 3 C
Xe 2
Xg = i g Xc +
Xs = 3Xg
. = X5 + XgXg
S 3xg
. = XB(XB + xc)
S 3Xg
Xy = )3(B + Xc

Arge = 2
(yC_yF)(XB_XC)
2
(yC_yF)(XB_XC)
= X—C AFBC — 2 XB_XC
Xg Ansc (yC_yF)XB Xp
2
X, = X — = (xg—xq)
3
3Xg—2Xg+2 X¢
X, =
3
_ Xgt+2X¢
X =g
AFBC X
AABC
Xg—Xc Xg+2X¢
Xg 3
Xg—Xc Xg+2X¢
Xg 3

2 2 2
2Xg + Xg + XgXg — 2C¢
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Waagrechte Verschiebung des Dreiecks :

y A

C(x. 1Ye)
>
A(x,10) X
I | B(xg I'ys)
Xg = X,
= ]
Xo - X, '
XS — XA + XB_XA + XC_XA
3
3Xp + Xg—Xa + Xg—Xa
Xg =
3
_ Xa + Xg + Xc
Xg 3
Senkrechte Verschiebung des Dreiecks :
y A
C(x. 1Y,)

Ax,ly,)

N X’

B(x; 1yg)

Xa + Xg + X¢ Ya + ¥s *t Yc

Wegen Symmetrie: |yg =

3
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Schwerpunkt des Dreiecks (3. Variante)

y A

C(x; 1ye)
B(xg 'Yg)
F(x; 1Y)
Ax, 1y,)
) 8
X
Aprc = ;_(yc_yF)(XC_XA) Agrc = ;_(yc_yF)(XB_XC)
Apsc = ;_(yc_yF)(XC_XA) + ;_(yc_yF)(XB_XC)
Apsc = ;_(VC_YF)(XC_XA + XB_XC)
Apsc = ;_(yC_yF)(XB_XA)
Apec _ Xc—Xa Agrc _ X~ Xc
Apsc Xg—Xa A psc Xg—Xa

Berechnung der x- Koordinate des Schwerpunkts des Dreiecks A AFC :

o e ey (x—xA>—yA)x o
:IA‘AFC Xf 12:11 (X_XA)_iZ__ii (X—XA))X dx

jAAFC J (iz:ii _i:;ii) (xxA))x dx

e o

,16\ f Yool (x—x)x dx

AFC x, XcTXa
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1 Y-y
Ae ;([ XZ_X:(XZ—XAX) dx
1 Vo= Ve [ .2
R xexn | T
2 Yc—Yr I 2
- d
(Vo= Ve)[Xc—Xa) Xc—Xa Xf X“=X, X dx
2 2 f Xz—xAx dx
(XC_XA) Xa
2 2 f x> dx - f XaX dx
(XC_XA) X X4
el LIS |
C~ A
(ZXC—XA)Z ;T (XC - xi) - ;— XA (Xc — Xi) )
s A ERC RIS a—
c XA
(ZXC—XA)2 % (XC_XA)(X(Z:-'-XCXA"—X’Z*) B 15 Xa (XC—XA)(XC+XA))
(ZXC—XA) ( % (Xé+XCXA+X/2*) - ;_ XA (XC+XA) )
(ZXC_XA) % ( 2 (x§+xch+xi) — 3 X, [Xc+X,) )
(ZXC_XA) é_ ( 2x2 + 2X X, + 2X2 — 3X,X; — 3Xi )
2 1
ST e |2 -
(ZXC_XA) % ( 2x2 — 2X_X, + XgX, — Xi )
2 2l )
?— ;— ( 2Xs + X, )
2Xc + Xp
3

Die x-Koordinate des Schwerpunkts des Dreiecks A AFC ist also

2Xe + Xa

w

Analog ist die x-Koordinate des Dreiecks ABFC gleich

2Xe + Xg

w
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Nach dem Summensatz ist die x- Koordinate des Schwerpunkts von A ABC

Xc—Xa 2Xc+Xa N Xg—Xc 2Xg+Xg

X =
S Xg—X, 3 Xg—X, 3
(xc—xA((2x0+xA) + (xB—xC)(2x0+xB)
X =
S 3(XB—XA
2X2 + XoXp — 2XoXx — Xo 4 2XgXe + X5 — 2X2 — XgX
X _ c C A CA A B “*C B C B *C
-
3(xB—xA)
2 2
W = T XK T Xat XgXo + Xg
s =
S(XB_XA>
2 2
— XoXp t XgXg — Xa + Xp
Xo =
S
3(XB—XA)
XC(XB_XA) + (XB+XA)(XB_XA)
X =
S 3(xB—xA)
_ X¢ + (XB+XA)
Xa + Xg + X . + +
Xs = 3A B g Wegen Symmetrie . |ys = ;/A Yo * Yo
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Schwerpunkt des Allgemeinen Vierecks

D(x; 1'yy)

C(x.1'yeo)

B(x; 1yg)

Ax,ly,)

) 8

X
GauBsche Trapezformeln fiir den den Flacheninhalt von Polygonen

A, = %((yA+yB)(XA_xB) + (yB+yC)(XB_XC) + (yC+yA)(XC_xA))
A, = ;_((yA"'yC)(XA_XC) + (yC+yD)(XC_xD) + (yD+yA)(XD_XA))
A+Ay = ;_((yA"'yB)(XA_XB) + (yB+yC)(XB_XC) + (yC+yD)(XC_xD) + (yD+yA)(XD_xA))

Su(xu

_ XA+XB+XC yA+yB+yC
yu) - Su(s 3 )

b = ot | e

Summensatz:
ALI AO ALI AO
= + = +
Xs T OA+A, A +A, o ’ Ys = A A, Yo A+A, Yo
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Spezialfalle

(1) Aligemeines Viereck in spezieller Lage, A(0 | 0)

y A

D(x; 1'yp)

C(x; 1Y,)

B(x; 1y;)

A(010)

A, %((yA"'yB)(XA_XB) + (yB+yC)(XB_XC) + (yC+yA)(XC_xA))
A, 15((0+y8)(0—x5) + (yB+yC)(xB—xC) + (yc+0)(xc—0))
A, 15(_ YsXg + (yB+yC)(XB_XC) + yCXC)

1

A, E(— YeXg + ¥YgXg — YgXc *+ YcXg = YeXc * yCXC)
A, 15(_ YsXc + yCXB)

A, ;_((yA"'yC)(XA_XC) + (yc"'YD)(Xc_XD) + (yD+yA)(XD_XA))
A, ;_((O+YC)(O_XC) + (yC+yD)(XC_xD) + (yD+O)(XD_O))
A, ;_(_ YeXe + (yC+yD)(XC_xD) + yDXD)
A, ;_(_ YeXe + YeXe — YeXp t YoXe — YoXp * yDXD)
A, ;_(_ YeXp + yDXC)
A+A, = ;_(_ YeXc + YcXg — YcXp * ¥YpoXc

Su(xu‘yu) = Su()3(|3+xc §B+y0)

Sy = 8|28 | Yoo
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Summensatz:

— AU + AO
Xs = A +A, v T A +A, Ko
o = _ YeXc * YcXg Xgt+Xc — YcXp * YpXc Xc*Xp
S — YeXc *+ YcXg — YcXp + YpXc 3 — YeXc + YcXg — YcXp + YpXc 3
. = (_ YgXc + yCXB)(XB+XC) + (_ YeXp + yDXC)(XC+XD)
° 3(_ YeXc * YcXg = YcXp * yDXC)
Analog
. = (_ YpXc + yCXB)(yB+yC) + (_ YcXp + yDXC)(yC+yD)
s =
3(_ YeXc * YcXg = YcXp * yDXC)
(2) Fur D = C ergibtsich das Dreieck AABC und A, =0
_ Au Ao
Xs = A 4A, v T A+A, T
A, 0
Xs T A 40 v T A A, Yo
XS = Xu
X )+ Xg+ X +y.+
X = 3A st Xc , analog . = XA Yet¥e

(3) Die Punkte B ,

C sind gleich weit von der Diagonale AC entfernt.

AO = AU

AU AO
Xs = A +A, N T A +A, Ko
Xs = Tx + Lx

2 v 2 o
Xs = & [x, + x

2 u (o]

_ 1 XA+XB+XC XA+XC+XD
*s =5 |3 3
+

Xg = ;_ (§XA XB+2XC+XD) Lanalog | ys = ;_ (?/A"'VB"'ZYC"'VD)
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Alolo]

(4) Trapez B(alo] , Clp+clh] , Diplh) , p+c+q = a
y A
D C
c
h
p c q
) 8
A g B X
_ ah _ch _ [a+c)h
Au 2 y Ao - 2 y Au-*-'A\O - 2
Au _a Ao C
A+A, a+c = A+A, a+c
_ atp+c | h
Su(xu‘yu) - Su(3 3
_ 2p+c | 2h
So(xo‘yo) - Su(3 3
— AU AO —_ AU
Xs T A 4A, v T A+A, o Yo = A +A, Y
w. = @__atptc  c  2Zp+c _a h
S " a+c 3 a+c 3 Ys = 3+¢ 3
. = a’+ap+ac+2pc+c? a+2c h
° 3latc] Ys = a+c 3
_ a’—c*+ap+ac+2pc+2c?
Xs =
3(a+ )
a’—c?+al(p+c)+2c(p+c)
Xs =
3(a+c)
. - a? — ¢ + (a+2c)(p+c|
$ 7 3(a+c)
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Schwerpunkt des Trapezes

y A
(p1h) (p+c I h)
c
h
p (o] q
)
g (al0) X
_ ph _ qgh
A=D A, = ch A =3
a+c
A = 2*C
2
ph gh
A _ 2 _p Aw _ ch _ 2 A _ 2 _ 9
A a+c h ~a+c A a+c a+c A a+c ~ a+c
2 2 2
2 c 2p+cC 3p+3c+
X =5 P Xy = Pty = SO0 X, = prchgq = P
_h _h h
yl - 3 ym - 2 yr 3
Summensatz:
Xe = Ar X, + Am X+ A X
s - A | A m A r
XS = p— gp + 20_ zpi + q 3p+30+q
a+c 3 a+c 2 at+c 3
_p 2 C 5 q 3p+3c+q
Xs arc 30 1 arc “P*C a+c 3
_p 2 3c 2p+cC q 3p+3c+q
Xxg = B— Zp + —— =
a+c 3 a+c 3 a+c 3
« = 2p® + 6pc + 3c® + 3pq + 3qc + q°
S 3(a+c)
X, = p>+ c® + q° + 2pc + 2pq + 2cq + 2¢® + p° + 4pc + pg + cq

3(a+c)
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(p+c+q)® + 2¢® + p® + 4pc + pg + cq

Xs = 3(a+c)
. - (p+c+qf’ + p® + 2pc + ¢® + ¢® + 2pc + pg + cq
S 3la+c)
_a® + [p+cf + c® + 2pc + (p+c)q
Xs =
3(a+c)
_ & + [p+c)lp+c+q) + ¢ + 2pc
Xg =
3(a+c)
_a’ + |p+cja + ¢® + 2pc
Xg =
3(a+c)
_a’ — ¢® + [p+cja + 2¢° + 2pc
Xg =
3(a+c)
_a® — c¢® + [p+cja + 2[p+c)c
Xg =
3(a+c)
_a® — & + [p+clla+2c)
Xg =
3(a+c)
Summensatz:
_ AL A LA
yS - A yl A ym A yr
yo = P h ., 2c h g h
a+c 3 a+c 2 a+c 3
yo = P h .3 h g h
a+c 3 at+c 3 a+c 3
_ p+3c+qgh
Ys T avc 3
a+2c h
Ys a+c 3
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