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Die Lage- und Streuparameter einer Zufallsvariablen 

Sei X eine Zufallsvariable, welche die Werte x1 , ... , xk annehmen kann .

Erwartungswert  ( von X ) :

E (X ) := ∑
i=1

k

x i P (X=x i)   

 Man schreibt auch E (X ) = μX = μ .

Varianz ( von X ) :

V ( X ) := ∑
i=1

k

(x i−μ )
2

P (X=x i)   

Standardabweichung ( von X ) :

S (X ) := √V (X ) = √∑
i=1

k

(xi−μ)
2

P (X=xi)  

 Man schreibt auch S (X ) = √V (X ) = σX = σ . Damit ist V ( X ) = σ
2 .

Die Zufallsvariablen  X ,  Y  ,  welche die Werte  x1 , ... , xk ,  y1 , ... ,y l annehmen 
können, heißen unabhängig , falls gilt :

P (X=x i ,Y=y j) = P (X=xi)P (Y=y j)   für alle  Paare (xi , y j)   
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Eigenschaften :

1) E (aX+b) = aE ( X ) + b

2) E (X+Y ) = E (X ) + E (Y )  

3) E (X Y ) = E ( X ) E ( Y )  ,  falls X , Y  unabhängig .

4) E (X2) = σ
2

+ μ
2  ,   E (X2) = V (X ) + μ

2

5) V (a X+b) = a2 V (X )

6) V ( X+Y ) = V ( X ) + V ( Y ) + 2[E (XY ) − μXμY ]  

V ( X+Y ) = V (X ) + V ( Y )  genau dann , wenn X , Y  unabhängig .

Beweise :

1) E (aX+b) = ∑
i=1

k

(ax i+b) P (X=x i)   

E (aX+b) = ∑
i=1

k

ax i P (X=xi) + ∑
i=1

k

b P (X=x i)    

E (aX+b) = a∑
i=1

k

x i P (X=xi) + b∑
i=1

k

P (X=x i)   

E (aX+b) = aE ( X ) + b  

2) E (X+Y ) = ∑
i=1, j=1

k , l

(xi+y j) P (X=x i , Y=y j)   

  

E (X+Y ) = (x1+y1) P (X=x1 , Y=y1) +...+ (x1+y l) P (X=x1, Y=y l)
+
.
.
.
+
(xk+y1) P (X=xk , Y=y1) +...+ (xk+y l) P (X=xk , Y=yl)
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E (X+Y ) = x1 [P (X=x1 ,Y=y1) +...+ P (X=x1 ,Y=yl)]
+
.
.
.
+
xk [P(X=xk , Y=y1 ) + ...+ P (X=xk , Y=yl) ]
+
y1 [P(X=x1 , Y=y1 ) + ...+ P (X=xk , Y=yl) ]
+
.
.
.
+
y l [P (X=x1 ,Y=yl) +...+ P (X=xk , Y=y l)]

 

E (X+Y ) = x1 P (X=x1)
+
.
.
.
+
xk P (X=xk)
+
y1 P (Y=y1)
+
.
.
.
+
y l P (Y=y l)

E (X+Y ) = ∑
i=1

k

x i P (X=x i) + ∑
j=1

l

y j P (Y=y j)  

E (X+Y ) = E (X ) + E (Y )
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3) E (X Y ) = ∑
i=1, j=1

k , l

x i y j P (X=x i, Y=y j)   

E (X Y ) = x1y1 P (X=x1, Y=y1) +...+ x1y l P (X=x1 ,Y=yl)
+
.
.
.
+
xk y1 P (X=xk , Y=y1) +...+ xk y l P (X=xk , Y=y l)

 

E (X Y ) = x1y1 P (X=x1)P (Y=y1) +...+ x1y l P (X=x1)P(Y=y l)
+
.
.
.
+
xk y1 P (X=xk)P (Y=y1) +...+ xk y l P (X=xk)P (Y=y l)

 

E (X Y ) = x1P (X=x1) [y1 P (Y=y1) +...+ y l P(Y=yl)]
+
.
.
.
+
xk P (X=xk) [y1 P(Y=y1) +...+ yl P (Y=y l)]

  

E (X Y ) = x1P (X=x1)E ( Y )

+
.
.
.
+
xk P (X=xk)E ( Y )

  

E (X Y ) = E ( X ) E ( Y )
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4) E (X2) = E((X−μ+μ )
2)  

E (X2) = E((X−μ+μ )
2)

E (X2) = E((X−μ)
2

− 2 (X−μ )μ + μ
2)   

E (X2) = E((X−μ)
2) − E (2 (X−μ)μ ) + E (μ2)   

E (X2) = E((X−μ)
2) − 2μ E (X−μ) + E(μ2 )   

E (X2) = E((X−μ)
2) − 2μ (E (X )−E (μ )) + E (μ2)   

E (X2) = V (X ) − 2μ (μ−μ ) + μ
2

E (X2) = σ
2

+ μ
2   ,   E (X2) = V (X ) + μ

2

5) Wegen 1)  ist E (aX+b) = aE ( X ) + b = aμ+b , und es folgt 

V (a X+b) = ∑
i=1

k

(ax i+b − (aμ+b))
2

P (X=x i)   

V (a X+b) = ∑
i=1

k

(ax i − aμ)
2

P (X=xi)    

V (a X+b) = a2∑
i=1

k

(xi − μ )
2

P (X=x i)   

V (a X+b) = a2 V (X )  
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6) Wegen 4) ist E (X2) = σ
2

+ μ
2 , also σ

2
= E (X2) − μ

2  und damit  

V ( X ) = E (X2) − (E (X ) )
2

.

Wendet man dies auf die Variable X+Y  an, so folgt 

V ( X+Y ) = E(( X+Y )
2) − (E ( X+Y ) )

2
  .

Wegen 2) ist E (X+Y ) = E (X ) + E (Y ) = μX + μY , und es folgt 

V ( X+Y ) = E(( X+Y )
2) − (μX+μY )

2   

V ( X+Y ) = E(X2
+2XY+Y2) − μX

2
− 2μXμY − μY

2   

V ( X+Y ) = E (X2) + 2E (XY ) + E (Y2 ) − μX
2

− 2μXμY − μY
2   

V ( X+Y ) = E(X2) − μX
2 + E(Y2) − μY

2 + 2 [E (XY ) − μXμY ]    

V ( X+Y ) = V ( X ) + V ( Y ) + 2[E (XY ) − μXμY ]   .

Genau dann, wenn X , Y  unabhängig sind gilt nach 3)  

E (X Y ) = E ( X ) E ( Y ) = μXμY

und 

V ( X+Y ) = V ( X ) + V ( Y )  .
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Schätzfunktionen für die Parameter

Gegeben  sei  eine  Zufallsvariable  X mit  dem  Erwartungswert  μX und  der  Varianz 
σX und eine zugehörige Grundgesamtheit . 

Die Entnahme einer Stichprobe vom Umfang  n aus der Grundgesamtheit,  kann man 
sich vorstellen als Realisierung von  n unabhängigen Zufallsvariablen  X1 , ... , Xn , 
die alle identisch wie X verteilt sind .

Das Stichprobenmittel  X =
1
n

(X1 +...+ Xn )  ist nun ebenfalls eine Zufallsvariable für 

die man den Erwartungswert und Varianz  berechnen kann :

E (X ) = E(1
n

(X1 +...+ Xn))   

E (X ) =
1
n

E(X1 + ...+ Xn)

E (X ) =
1
n

(E (X1) +...+ E (Xn))   

E (X ) =
1
n

(μX +...+ μX )

E (X ) =
1
n

nμX   

E (X ) = μX      ,    μX = μX

  

V ( X ) = V(1
n

(X1 +...+ Xn))  

V ( X ) =
1
n2 V((X1 +...+ Xn ))   

V ( X ) =
1
n2 (V (X1) +...+ V (Xn))   

V ( X ) =
1
n2 (V ( X ) +...+ V (X ) )  

V ( X ) =
1
n2 nV (X )  

V ( X ) =
1
n

V (X )      ,     σX
2

=
1
n

σX
2      ,      σX =

1
√n

σX   

Die Varianzen unterscheiden sich, man sagt, die Varianz  V ( X ) des Stichprobenmittels 
ist keine erwartungstreue Schätzfunktion  für die Varianz V ( X )  . 
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Auffinden einer erwartungstreuen Schätzfunktion für die Varianz V ( X ) , 
die sogenannte empirische Varianz

Betrachte die Funktion S2 :=
1
n
∑
i=1

n

(Xi−X )
2

 .

S2 =
1
n
∑
i=1

n

(Xi
2 − 2X i X + X 2)     

S2 =
1
n (∑i=1

n

Xi
2 − 2X∑

i=1

n

Xi + n X 2)   

S2
=

1
n (∑i=1

n

Xi
2

− 2X nX + nX 2)    

S2 =
1
n (∑i=1

n

Xi
2 − 2nX 2 + nX 2)    

S2
=

1
n (∑i=1

n

Xi
2

− nX 2)   

S2
=

1
n
∑
i=1

n

Xi
2

− X 2   

E (S2) = E(1
n
∑
i=1

n

Xi
2 − X 2)   

E (S2) =
1
n
∑
i=1

n

E(Xi
2) − E (X 2)   

E (S2) =
1
n
∑
i=1

n

E (X2) − E (X 2)   

E (S2) =
1
n

nE (X2) − E (X 2)  

E (S2) = E (X2) − E (X 2)  

Wegen 4)  und μX = μX  ist

E (X2) = V (X ) + μX
2   ,   E (X 2) = V (X ) + μX

2
= V (X ) + μX

2  , und es folgt 

E (S2) = V (X ) + μX
2

− (V (X ) + μX
2)  

E (S2) = V (X ) − V (X )

Wegen V ( X ) =
1
n

V (X )  folgt 

E (S2) = V (X ) −
1
n

V ( X )  

E (S2) =
n−1
n

V ( X )   
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n
n−1

E (S2) = V ( X )

E(n
n−1

S2) = V ( X )   

Man kann also die Funktion  ̂S2 :=
n
n−1

S2  als erwartungstreue Schätzfunktion für 

die Varianz V ( X )  nehmen .

Es ist 

̂S2
=

n
n−1

1
n
∑
i=1

n

(X i−X )
2

Ŝ2 =
1
n−1

∑
i=1

n

(Xi−X )
2

  

Die Funktion ̂S2
=

1
n−1

∑
i=1

n

(Xi−X )
2

 heißt empirische Varianz ! 
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