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Die Lage- und Streuparameter einer Zufallsvariablen

Sei X eine Zufallsvariable, welche die Werte x,,...,x, annehmen kann .

Erwartungswert (von X ):

Man schreibt auch E(X] = u, = u .

Varianz (von X ):

VIX) = 3 (x;—u]” P(X=x)

=1

Standardabweichung (von X ):

) 1= VKT = |3 [ Plx=x

i=1

Man schreibt auch S(X) = VV(X] = o, = ¢ .Damitist V(X) = o° .

Die Zufallsvariablen X , Y , welche die Werte x,,...,%x. , VYy4,...,y, annehmen
koénnen, heillen unabhangig , falls gilt :

p X:xi,YZyJ) — P(X:xi)P(Y:yj) fur alle Paare (xi,yj)
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Eigenschaften :

1) E(aX+b) = aE(X) + b

2) E(X+Y) = E(X] + E(Y)

3) E(XY) = E(X] E[Y] , falls X , Y unabhangig.
4) EX?) = o® + u® , E(X] = V[X)+ 2

5) V({aX+b] = a*> V(X|

6) VIX+Y] = VIX) + VIY] + 2[EIXY) = uxuy]

V(X+Y] = V[X] + V[Y] genaudann,wenn X , Y unabhangig .

Beweise :

1) E(aX+b| = Z (ax+b] P(X=x)

ElaX+b] = X ax, P[X=x] + Z b P(X=x|

k
k
i= i= 1

ElaX+b| = az x; P(X=x] + bz P(X=x,

i=1 i=1

E(aX+b) = aE(X) + b

2) E(X+Y) = (x+y;] P(X=x,Y=y,

E(X+Y) = (x1+y1) P(X:x1,Y:y1) +...+ (x1+y,) P(X:x1,Y:yI
+

N
(xk+y1) P(X:xk,Y:y1) +...+ (xk+y|) P(X:xk,Y:y,
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E(X+Y] = x, [P(X=x,,Y=y,] +..+ P(X=x,,Y=y]

E(X+Y] =

E(X+Y) =

E(X+Y] =

+

4
X, [P(X=x,,Y=y,] +..+ P(X=x,,Y=y]]|
+
vy [P(X=x,.Y=y,] +..+ P(X=x,,Y=y|]
+

v, [P(X=x,,Y=y)) +..+ P(X=x,,Y=y]]

X4 P(X:x1)

Xy P(X=xk)

Y1 P(YZY1)

Y, P(Y:y,)

-

1]
-

x; P(X=x;) + g y, P(Y=y)

E(X] + E[Y]
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3)

XY1 P(X=x,Y=y,| +..+ xy, P[X=x,,Y=y,

E(XY)

11 P(X=x;P(Y=yy| +..+ x;y, P[X=x,|P(Y=y|
+

X Y: P(X=xJP(Y=y,| +..+ xy, P(X=x]P(Y=y|

E(XY) = x,P(X=x,) |y, P[Y=y,] +..+ y, P[Y=y)]

;kP(x:xk) ly, P(Y=y,) 4.y, PY=y]

E(XY) = x,P(X=x,)E[Y]
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4)

5)

EX?) = El(x-uP) - E[2(X-u)u) + E[)
E(X?) = E[(X-uf) - 2uE(X—-yu) + E[]
E(X) = E[(X—uf| ~ 2u(EX-Eq] + Elw?)
EX?) = VIX) - 2uu-u +u

E(X?) = o + u? E(X?) = V(X) + u?

Wegen 1) ist E[aX+b] = aE(X) + b = au+b ,und es folgt
k
V(aX+b] = Y (ax+b — [au+b|[ P(X=x,
i=1
k

VliaxX+b) = Y (ax; — auf P(X=x|

V({aX+b) = azi (X - u) (X:Xi)

V({aX+b) = a* V(X]
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6) Wegen 4)ist E(X?) = o® + u® ,also o = E[X?] — u® und damit
VIX] = EX] - [EIX)] .

Wendet man dies auf die Variable X+Y an, so folgt

VIX+Y] = El(x+YP) = (E(x+Y)]

Wegen 2)ist E(X+Y] = E(X] + E[Y] = u, + u, , und es folgt
VIX+Y) = E[(X+YP) = juetuyP
V(X+Y) = E[X2+2XY+Y?) — w2 — 2wy — w2
VIX+Y) = EIX?) + 2E(xY] + E[Y?] - w? - 2umy — u/
VIX+Y] = EX) = w? + EIYZ = w? + 2[EIXY) = weny

VIX+Y) = VIX) + VIY] + 2[E[XY) — uxuy]

Genau dann, wenn X , Y unabhangig sind gilt nach 3)
EIXY) = E[X] E[Y] = uxuy
und

V(X+Y] = V(X] + V(Y]
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Schatzfunktionen fur die Parameter

Gegeben sei eine Zufallsvariable X mit dem Erwartungswert u, und der Varianz
oy und eine zugehoérige Grundgesamtheit .

Die Entnahme einer Stichprobe vom Umfang n aus der Grundgesamtheit, kann man

sich vorstellen als Realisierung von n unabhangigen Zufallsvariablen X, ,..., X, ,
die alle identisch wie X verteilt sind .

Das Stichprobenmittel X = :T(X1 +...+ X,| ist nun ebenfalls eine Zufallsvariable fur

die man den Erwartungswert und Varianz berechnen kann :

E(X) = E(:]—(X1 +o+ xn))

E(X) = %E(x1 ot X
E(X) = LE[X,) +.+ E[X,)
Em:ﬂwt+w
EX) = 1 ny,

EIX) = u| » wx = nx

V(X) = :?V((X1 ot X

VIX] = V(X)) +or V(X,]

wm:%Mmhﬁwm

wm:%ww

V(X) = :T V(X) , ze = Hoxz , Ox = \/—ﬁox

Die Varianzen unterscheiden sich, man sagt, die Varianz V(X) des Stichprobenmittels
ist keine erwartungstreue Schatzfunktion fiir die Varianz V(X
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Auffinden einer erwartungstreuen Schatzfunktion fiir die Varianz V(X ,
die sogenannte empirische Varianz

n

Betrachte die Funktion S := :]—Z (X=X .

=

1< -
S? = n_Z (X2 - 2XX + X?|
s? = :T S x? — 2XY X + nX?
i=1 i=1
S? = :T Zn;xf — 2XnX + nX?
i=1
S? = :T ixf — 2nX?% + nX?
i=1
gt=1 ixf — nX?
n\iz
G- 1% 5 x:
n =
E(s? = E :Tixf -~ X
i=1
E(s? = ;—iE(xiz) - E(X?
i=1
els?) = L3Eld) - Elx?
i=1
E(s?) = :TnE(XZ) ~ E[x?
Els? = E[X?) - EIX?)

E(X? = V(X] + w? , EIX? = V(X +u? = V(X + u? ,undes folgt
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Man kann also die Funktion S? := ?ﬁ S® als erwartungstreue Schitzfunktion fiir
die Varianz V(X) nehmen .

Es ist
2 _n 1S (y_xP
8= — nz; (X—X]
~ 1 n _
82 = H Z (Xi—X)z

Die Funktion S = :ﬁ > (Xi—Y)2 heil3t empirische Varianz !

i=1
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