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Gegeben seien zwei Zufallsvariable x und y , denen man einen funktionalen
Zusammenhang unterstellt.

Die Variable x kdnnte zum Beispiel die Grole und die Variable y das Kérpergewicht eines
Erwachsenen darstellen.

Aus Erfahrung weild man, dass zu einer bestimmten GroRe nicht ein genau bestimmtes
Gewicht gehort, sondern dass es innerhalb eines gewissen Bereiches streut.

Eine entsprechende Erhebung vom Umfang n wirde in der graphischen Darstellung
eine ,Punktwolke® liefern .

y A y=mx+b

Die Aufgabe besteht darin, eine moglichst gut passende Gerade y = mx + b , die
sogenannte Regressionsgerade beziiglich der Variablen y , zu finden.

Als Bedingung soll die Summe der Abweichungsquadrate q(m,b] der Messwerte v,
vom theoretischen Wert y minimal sein :
gmbl =2 [y, -y = X |y, — mx, — b]°  minimal

i=1 1

Eine notwendige Bedingung ist, dass die Parteiellen Ableitungen gleich Null sind :

0 _ 0 _

om q(m,b) =0 abq(m,b) =0

y 2(yi—mxi—b)(—xi) =0 Zn: 2(yi—mxi—b)(—1i) =0

i=1 i=1

-2 Zn:xiyi—mznlxiz—bnxi =0 -2 Zn:yi—mzn:xi—nb =0
i=1 ; i=1 i=1

Lineare Regression und Korrelationskoeffizient 2



Jetzt formuliert man (vorubergehend) folgenden Mittelwerte
.15 o .15 22 . 2 o o 1N
X = _in , y = I‘T;yi , X = —in , Xy = n_;X‘y‘

mit den entsprechenden Umformungen

Xi = nx ’ Zy| = ny ’ inz = n;z ’ inyi = nX7y ’
= i=1 i

1

so dass folgt :

—2[> xy; — mY. x® - bY. x| =0 —-2|>yi = mY.,x, —nb| =0
i=1 i=1 i=1 - 4

—2(n7y—mn?—bni):0 —2(ny—mni— nb):O

~2n(xy — mx® — bx) = 0 —-2nly —mx —b) =0

Xy — mx2 — bx =0 Yy —mx —b =
b=y — mx

xy — mx2 — [y — mx)Jx = 0

Xy — mx> — Xy + mx2 = 0

Xy — Xy = mx? — mx’

xy — xy = mlx? - %

Jetzt hat man die gesuchten Parameter zur erforderlichen Geraden

_ Xy — Xy g _ XY — Xy o
m==—— b=y -="—"3 X
X — X X — X
Der Nenner von m , also x? — x* , ist gerade die Varianz v, der Variablen
denn :

Vy =
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=}

n

1 2 = S 2
vV, = — X© — 2X), X+ D, X
n\i=s i=1 i=1
1( = _ _2
vV, = n—(nx — 2XnX + nx)
1 N
v, = —(nx" — nX
n
v, = xX* = X°

Analog kann man zeigen, dass der Zahler Xy — xy von m gleich dem Ausdruck

~> (% — x|y, — y] ist,denn:

ni=
:1— (x — x|y, — y) = :TZ (xy, — xy — Xy, + Xy]
i=1 i=1
:]_ (X'_i)(yi_y)::szM—yZ X|_iz Yy, + nXy
=1 i=1 i=1 i=1
;— x — x|y, — y) = ;—(n—xy — ¥nX — Xny + nxy)
i=1
%M(x—ﬂw—w=%%w—nw)
%Z(K—WM—W=W—XV

Die Parameter fir die Regressionsgerade beziglich der Variablen y kann man also
auch wie folgt schreiben :

N %i(m—ﬂw—V) i %i(ﬁ—ﬂw—Y)
m= S < b=y -7, x
S W 72 - xf

Man koénnte jetzt auch flir den umgekehrten funktionalen Zusammenhang
X =m'y + b’ die Regressionsgerade beziiglich der Variablen x die
entsprechenden Gleichungen aufstellen :

1 < 1 < _ _
gk —yx Y- x Az eyl
m == 52 T 1 b* = Xx - 1 P y
R W A =2 v~
i=1 i=1
Bemerkung :

Beide Regressionsgeraden gehen durch den Punkt (X | 7) !
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Falls nun alle Punkte der Punktwolke auf einer Geraden lagen, falls also der lineare
Zusammenhang zwischen den Variablen x und vy vollstandig gegeben ware,
stimmten die beiden Regressionsgeraden Uberein, und es galte

m = 1
mm' r 1 "
N R
15 - o2 o
(%1 (x = X)ly; — V))

n 4 ) 1
A

|_\
M-
>

|
X
=<

[
<l

— | 5
S| =
M-
X
|
X
N .
_
S5|=
M-
X
|
|
N

Der Wert 1 wird genau dann erreicht, wenn der Ausdruck

2 [x = ®ly - 9]

n
i=

n = - = =1 st
G TR
Definition :
22 x - xy-
Der Ausdruck r = —= = heilt Korrelationskoeffizient .
MR R,

Die beiden Wurzelterme im Nenner sind die Standardabweichungen der Variablen x
und vy ,

o, = \/%é(xi_i)z Oy T \/

S|=
<
[
<
N

Schreibt man fiir den Zahler o,, := :]—Z (x, — x|ly; — y) .so erhalt man folgende
i=1

Schreibweise fur den Korrelationskoeffizienten :

| —_

> (x - xly - ]

i=1

D R

=1

RS
S
— |3
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Jetzt kann man mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (CSU) zeigen, dass der
Korrelationskoeffizient nur Werte zwischen -1 und +1 annehmen kann.

Z X;Yi ‘ = \/ Xi2 \/ yi2

(CSU) Firalle x , y € R" gilt:

i=1

M-
=

|
>

DM-=|~
=

|
I
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M:
=

|
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N

I
-
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1]
-
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-

[rl =
12 =% || (2 (o= %[
i=1 i=1
lr] < 1
Fir Werte |r| < 1 st der funktionale Zusammenhang schwéacher als flr
| r| = 1 .Die Werte streuen, anstatt auf einer Geraden zu liegen.
Ubereinkuntft :

|r| > 08 : starke Korrelation
| r| < 0,5 : schwache Korrelation

Fir r = 0 git mm' = r> =0 ,also m =0, m' =0

Bemerkung :

Aus einer starken Korrelation kann man nicht auf einen funktionalen Zusammenhang
schliel3en !

Paradebeispiel: Die Zunahme der Storche und die Steigung der Geburtenzahl sind nicht
funktional gegeben .
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Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung (CSU) :

(CSU)  Firalle X ,§ € R gilt: (Z Xy, )2 < (z x? ) . ( > yf)

Beweis :

(Sl <[5 (5]

i=1

- %y < _( X1Y1 )2 = ( X1Y1 )2 < Xy
‘ X1Y4 | < x - \/P [wahr]

i=1

K 2
\Y, Sei die Aussage fur k € IN wahr: (Z Xiyi) <

—
M=
X

N
~—

/.—\
M=
<

N

K
And XY
i=1

IS Man muss zeigen, dass dann die Aussage auch fur k+1 € IN wahrist:

k+1 2 k

2
Z XY, = Z XY X1 Yia )

i=1 i=1

k+1 2 k 2 k
z XiYi = z XY + 2 inyi (Xk+1yk+1 ) + Xk+12yk+‘|2

i=1 i=1
k
+ 2( inyi )( Xk+1yk+1 ) + Xk+12yk+12

IA
M-
X
N

-

Wegen ( Xir1Yi = Y X )2 = 0

1

-

1]
-

2.2 2,2
( Xiet Yi = 2Xea1YiViet Xi ¥ Vi Xi) = 0
K K

X|<+12Yi2 - Z 2% YiYier Xi + Z yk+12Xi2 > 0

1 i=1 i=1

-

k

k K
Xk+122 yi2 - 2Xk+1Yk+1Z YiX; + Yk+122 Xi2 > 0
i=1 i=1

i=1

K P K
2 2 2 2
Xy 41 Z Yi ot Y Z Xp = 2Xk+1yk+1z Yi X
i=1 i=1 i=1
K K k
2 2 2 2
2 Xy 41 YK+1Z YiXi = Xgu Z Yi Y X
i=1

i=1 i=1
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k+1 2
folgt Z X;Y;

I
-

k+1 2 k k
2 2 2 2
X|y| = Z X| z y| + yk+1 + Xk+1
i=1 i=1 i=1
k+1 2 k
2 2 2 2
XY = Z X+ Xy Z Vi + Yisn
i=1 i=1 i=1
k+1 2 k+1 k+1
2 2
lel = Xi z y|
i=1 i=1 i=1
k+1

Il
-
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