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Gegeben  seien  zwei  Zufallsvariable  x  und  y  ,  denen  man  einen  funktionalen 
Zusammenhang unterstellt.  

Die Variable x könnte zum Beispiel die Größe und die Variable y das Körpergewicht eines 
Erwachsenen darstellen.

Aus Erfahrung weiß man, dass zu einer bestimmten Größe  nicht ein genau bestimmtes 
Gewicht gehört, sondern dass es innerhalb eines gewissen Bereiches streut.
Eine entsprechende Erhebung vom Umfang  n  würde in der graphischen Darstellung 
eine  „Punktwolke“ liefern .

Die Aufgabe besteht  darin,  eine möglichst  gut  passende Gerade  y = mx + b ,  die 
sogenannte Regressionsgerade bezüglich der Variablen y ,  zu finden . 

Als Bedingung soll die Summe der Abweichungsquadrate q(m,b) der Messwerte y i

vom theoretischen Wert y minimal sein :

q(m,b) = ∑
i=1

n

(y i − y)
2

= ∑
i=1

n

(y i − mxi − b)
2

    minimal

Eine notwendige Bedingung ist, dass die Parteiellen Ableitungen gleich Null sind :

∂
∂m

q (m, b ) = 0  ∂
∂b

q (m,b ) = 0

∑
i=1

n

2(y i−mxi−b)(−x i) = 0  ∑
i=1

n

2(yi−mxi−b)(−1i) = 0

−2(∑
i=1

n

x i y i − m∑
i=1

n

x i
2

− b∑
i=1

n

x i) = 0 −2(∑
i=1

n

y i − m∑
i=1

n

x i − nb) = 0
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Jetzt formuliert man (vorübergehend) folgenden Mittelwerte 

x :=
1
n ∑

i=1

n

x i      ,     y :=
1
n ∑

i=1

n

y i      ,      x 2 :=
1
n ∑

i=1

n

x i
2      ,     x y :=

1
n ∑

i=1

n

x i y i   

mit den entsprechenden Umformungen 

∑
i=1

n

x i = nx      ,     ∑
i=1

n

y i = ny      ,     ∑
i=1

n

x i
2

= nx2      ,     ∑
i=1

n

x i y i = n x y     ,

so dass folgt :

−2(∑
i=1

n

x i y i − m∑
i=1

n

x i
2

− b∑
i=1

n

x i) = 0 −2(∑
i=1

n

y i − m∑
i=1

n

x i − nb) = 0  

−2(nxy − mnx2 − bnx ) = 0   −2(ny − mnx − nb) = 0  

−2n(xy − m x2 − b x ) = 0 −2n (y − mx − b) = 0  

xy − m x2 − b x = 0 y − mx − b = 0  

b = y − mx  

xy − m x2 − (y − mx )x = 0

xy − m x2 − x y + m x2 = 0  

xy − x y = mx2 − m x2

xy − x y = m(x 2 − x2)   

xy − x y

x 2
− x2

= m   

Jetzt hat man die gesuchten Parameter zur erforderlichen Geraden 

m =
xy − x y

x2
− x2

    b = y −
xy − x y

x 2
− x2

x     

Der Nenner von  m , also  x 2 − x2 ,  ist gerade die Varianz  v x der Variablen  x , 
denn :

v x =
1
n ∑

i=1

n

(x i − x )
2   

v x =
1
n ∑

i=1

n

(x i
2

− 2x i x + x 2)   
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v x =
1
n (∑

i=1

n

x i
2

− 2x∑
i=1

n

x i + ∑
i=1

n

x2)   

v x =
1
n

(nx2
− 2x nx + n x2)   

v x =
1
n

(nx2
− nx2)   

v x = x2 − x2    

Analog kann man zeigen, dass der Zähler  xy − x y  von  m  gleich dem Ausdruck 
1
n ∑

i=1

n

(x i − x )(y i − y )  ist, denn :

1
n ∑

i=1

n

(x i − x )(y i − y ) =
1
n ∑

i=1

n

(x i y i − x i y − x y i + x y )  

1
n ∑

i=1

n

(x i − x )(y i − y ) =
1
n (∑

i=1

n

xi y i − y∑
i=1

n

x i − x∑
i=1

n

y i + nx y)   

1
n ∑

i=1

n

(x i − x )(y i − y ) =
1
n

(n xy − y nx − xn y + nx y )   

1
n ∑

i=1

n

(x i − x )(y i − y ) =
1
n

(n xy − nx y )   

1
n ∑

i=1

n

(x i − x )(y i − y ) = xy − x y   

Die Parameter für die Regressionsgerade bezüglich der Variablen y  kann man also 
auch wie folgt schreiben :

m =
xy − x y

x2
− x2

=

1
n ∑

i=1

n

(x i − x )(y i − y )

1
n ∑

i=1

n

(x i − x )
2

  b = y −

1
n ∑

i=1

n

(x i − x )(y i − y )

1
n ∑

i=1

n

(x i − x )
2

x  

Man  könnte  jetzt  auch  für  den  umgekehrten  funktionalen  Zusammenhang 
x = m' y + b '  die  Regressionsgerade  bezüglich  der  Variablen  x die 

entsprechenden  Gleichungen aufstellen :

m' =
yx − y x

y 2
− y2

=

1
n ∑

i=1

n

(y i − y )(x i − x )

1
n ∑

i=1

n

(y i − y )
2

b ' = x −

1
n ∑

i=1

n

(y i − y )(x i − x )

1
n ∑

i=1

n

(y i − y )
2

y  

Bemerkung :

Beide Regressionsgeraden gehen durch den Punkt (x ∣ y )  !
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Falls  nun  alle  Punkte  der  Punktwolke  auf  einer  Geraden  lägen,  falls  also  der  lineare 
Zusammenhang  zwischen  den  Variablen  x und  y  vollständig  gegeben  wäre, 
stimmten die beiden Regressionsgeraden überein, und es gälte 

m =
1
m'

 

mm' = 1  
1
n ∑

i=1

n

(x i − x )(y i − y )

1
n ∑

i=1

n

(x i − x )
2

⋅

1
n ∑

i=1

n

(x i − x )(y i − y )

1
n ∑

i=1

n

(x i − x )
2

= 1

(1n ∑
i=1

n

(x i − x )(y i − y ))
2

1
n ∑

i=1

n

(x i − x )
2

⋅
1
n ∑

i=1

n

(x i − x )
2

= 1   

(
1
n ∑

i=1

n

(x i − x )(y i − y )

√1
n ∑

i=1

n

(x i − x )
2

⋅ √1
n ∑

i=1

n

(x i − x )
2 )

2

= 1   

Der Wert  1  wird genau dann erreicht, wenn der Ausdruck 

r :=

1
n ∑

i=1

n

(x i − x )(yi − y)

√1
n ∑

i=1

n

(x i − x )
2

⋅ √1
n ∑

i=1

n

(x i − x)
2

= ±1   ist    

Definition :

Der Ausdruck r =

1
n ∑

i=1

n

( x i − x )(y i − y)

√1
n ∑

i=1

n

( x i − x )
2

⋅ √1
n ∑

i=1

n

(x i − x )
2

heißt Korrelationskoeffizient .

Die beiden Wurzelterme im Nenner sind die Standardabweichungen der Variablen x
und y , 

σx = √1
n ∑

i=1

n

( x i − x )
2

  ,  σy = √1
n ∑

i=1

n

(y i − y )
2

 .

Schreibt man für den Zähler σxy :=
1
n ∑

i=1

n

( x i − x )( y i − y) , so erhält man folgende

 Schreibweise für den Korrelationskoeffizienten  :  

r =
σxy

σx ⋅ σy

=

1
n ∑

i=1

n

(x i − x )(y i − y )

√1
n ∑

i=1

n

(xi − x )
2

⋅ √1
n ∑

i=1

n

(x i − x)
2
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Jetzt kann man mit der  Cauchy-Schwarzschen Ungleichung  (CSU)  zeigen, dass der 
Korrelationskoeffizient nur Werte  zwischen -1  und +1 annehmen kann. 

(CSU) Für alle x⃗ , y⃗ ∈ ℝ
n gilt : ∣ ∑

i=1

n

x i y i ∣ ≤ √∑
i=1

n

x i
2 ⋅ √∑

i=1

n

y i
2

∣ r ∣ = ∣
1
n ∑

i=1

n

(x i − x )(y i − y )

√1
n ∑

i=1

n

(xi − x )
2

⋅ √1
n ∑

i=1

n

(x i − x )
2 ∣   

∣ r ∣ = ∣ ∑
i=1

n

(x i − x)(yi − y)

√∑
i=1

n

(x i − x)
2

⋅ √∑
i=1

n

(xi − x )
2 ∣   

∣ r ∣ =
∣ ∑

i=1

n

(x i − x)(yi − y) ∣
∣ √∑

i=1

n

(x i − x)
2 ∣ ⋅ ∣ √∑

i=1

n

(x i − x )
2 ∣

  

∣ r ∣ ≤
∣ √∑

i=1

n

(x i − x)
2 ∣ ⋅ ∣ √∑

i=1

n

(x i − x )
2 ∣

∣ √∑
i=1

n

(x i − x)
2 ∣ ⋅ ∣ √∑

i=1

n

(x i − x )
2 ∣

  

∣ r ∣ ≤ 1   

Für  Werte  ∣ r ∣ < 1  ist  der  funktionale  Zusammenhang  schwächer  als  für 
∣ r ∣ = 1  . Die Werte streuen, anstatt auf einer Geraden zu liegen.

Übereinkunft :

∣ r ∣ > 0,8  :   starke Korrelation

∣ r ∣ < 0,5  :   schwache Korrelation

Für r = 0  gilt  mm' = r2 = 0 , also m = 0 ,  m' = 0

Bemerkung :

Aus  einer  starken  Korrelation  kann  man nicht  auf  einen  funktionalen  Zusammenhang 
schließen !

Paradebeispiel: Die Zunahme der Störche und die Steigung der Geburtenzahl sind nicht 
funktional gegeben .
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Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung  (CSU) :

(CSU) Für alle x⃗ , y⃗ ∈ ℝ
n gilt : ( ∑

i=1

n

x iy i )
2

≤ ( ∑
i=1

n

x i
2 ) ⋅ ( ∑

i=1

n

y i
2 )

⇔ ∣ ∑
i=1

n

x i y i ∣ ≤ √∑
i=1

n

x i
2 ⋅ √∑

i=1

n

y i
2

Beweis :

n=1: ( ∑
i=1

1

x i y i )
2

≤ ( ∑
i=1

1

x i
2 ) ⋅ ( ∑

i=1

1

y i
2 )

( x1 y1 )
2

≤ x1
2

⋅ y1
2

− x1
2
⋅ y1

2
≤ −( x1 y1 )

2
≤ ( x1 y1 )

2
≤ x1

2
⋅ y1

2

∣ x1 y1 ∣ ≤ √x1
2 ⋅ √y1

2 [wahr]

IV Sei die Aussage für k ∈ ℕ wahr:  ( ∑
i=1

k

xi y i )
2

≤ ( ∑
i=1

k

x i
2 ) ⋅ ( ∑

i=1

k

y i
2 )  

⇔ ∣ ∑
i=1

k

xi y i ∣ ≤ √∑
i=1

k

x i
2
⋅ √∑

i=1

k

y i
2

IS Man muss zeigen, dass dann die Aussage auch für k+1 ∈ ℕ wahr ist : 

( ∑
i=1

k+1

xi y i )
2

= ( ∑
i=1

k

x i y i + xk+1 yk+1 )
2

 

( ∑
i=1

k+1

xi y i )
2

= ( ∑
i=1

k

x i y i )
2

+ 2( ∑
i=1

k

x i y i )( xk+1 yk+1 ) + xk+1
2 yk+1

2   

( ∑
i=1

k+1

xi y i )
2

≤ ( ∑
i=1

k

x i
2 )( ∑

i=1

k

yi
2 ) + 2( ∑

i=1

k

xi y i )( xk+1 yk+1 ) + xk+1
2 yk+1

2

Wegen ∑
i=1

k

( xk+1y i − yk +1 x i )
2

≥ 0  

∑
i=1

k

( xk+1
2 y i

2
− 2xk+1y i yk+1 x i + yk +1

2 x i
2) ≥ 0

∑
i=1

k

xk+1
2 y i

2
− ∑

i=1

k

2xk +1 y i yk+1 x i + ∑
i=1

k

yk+1
2 x i

2
≥ 0   

xk +1
2∑

i=1

k

y i
2

− 2 xk+1 yk+1∑
i=1

k

yi x i + yk+1
2∑

i=1

k

x i
2

≥ 0

xk +1
2∑

i=1

k

y i
2

+ yk+1
2∑

i=1

k

x i
2

≥ 2xk+1yk +1∑
i=1

k

yi x i

2xk +1 yk+1∑
i=1

k

y i x i ≤ xk+1
2∑

i=1

k

y i
2

+ yk+1
2∑

i=1

k

x i
2
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folgt ( ∑
i=1

k+1

xi y i )
2

≤ ( ∑
i=1

k

x i
2 )( ∑

i=1

k

yi
2 ) + xk+1

2∑
i=1

k

y i
2 + yk+1

2∑
i=1

k

x i
2 + xk+1

2 yk+1
2

( ∑
i=1

k+1

xi y i )
2

≤ ( ∑
i=1

k

x i
2 )( ∑

i=1

k

yi
2 + yk +1

2 ) + xk+1
2( ∑

i=1

k

y i
2 + yk+1

2 )
( ∑

i=1

k+1

xi y i )
2

≤ ( ∑
i=1

k

x i
2 + xk +1

2 )( ∑
i=1

k

y i
2 + yk+1

2 )   

( ∑
i=1

k+1

x i y i )
2

≤ ( ∑
i=1

k+1

x i
2 )( ∑

i=1

k+1

yi
2 )

⇔ ∣ ∑
i=1

k+1

xi y i ∣ ≤ √∑
i=1

k+1

x i
2
⋅ √∑

i=1

k+1

y i
2
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