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Vorbereitungen fur das Riemannsche Integral

Definitionen :

Sei A c RR" eine Menge. Ein Punkt H € RR" heiftt Hiufungspunkt von A | falls in
jeder Umgebung U,_(H) unendlich viele Punkte von A liegen.

Bemerkung : Ein Haufungspunkt einer Menge A braucht nichtzu A gehdren .

Falls jeder Haufungspunkt der Menge A < RR" zu A gehort, heiRt die Menge A
abgeschlossen .

Eine Menge A < R" heilt beschrankt, wenn es eine Zahl S € R gibt mit

x| = Vx2 + .. + x> < S firale x € A .

Eine abgeschlossene und beschrankte Menge A < RR" heilRt kompakt .

Bemerkungen :

(1) Jedes Intervall [a,b] < R ist kompakt.

Der Nachweis der Beschranktheit ist trivial. Man zeigt, dass genau jeder Punkt des

Intervalls ein Haufungspunkt ist.

Fall1:

Sei x € (a,b) undsei U(x] gegeben.

U]

Setze €, :< min(e,x—a,b—x| und betrachte U_(x] .

Danngilt U, (x| = U ., U_(x] < [a,b] .

AuRerdem gilt :T < ¢ ,also X+:T € U.(x] < [a,b] furfastalle n e N

Fall 2 :
Sei x = a undsei U./[x] gegeben.

Setze €, :< min(e,b—a) und betrachte U_(a) .
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Dann gilt U_(b] = U, und r1T < ¢, firfastalle n € IN ,und es folgt :

1 1
a+ - <a+eg a+ - <a+eg
n n
1 1
a+ —<a+e a+ —<a+b-a
n n
1 . 1
a+ — e Ula) firfastalle n € N a+ - <b
n
1
a<a+—<b
n

a+ :T € [a,b] firfastalle n € N
Fall 3 :

Fir x = a macht man eine entsprechende Konstruktion !

Fall 4 :
Fir x ¢ [a,b] gibt es immer Umgebungen, die kein Element von [a,b] enthalten .

(2) Das kartesische Produkt [a,b] x [c,d] = R® ist kompakt.

Der Nachweis der Beschranktheit ist trivial. Der Nachweis der Abgeschlossenheit ist etwas
aufwendiger, verlauft aber im Wesentlichen analog .

Es soll hier nur der Fall 1 besprochen werden :

Fall 1:
Sei (x,y) € (a,b] x [c,d] undsei U[(x,y]] gegeben.
Setze ¢, :< min(g—ze,x—a,b—x,y—c,d—y und betrachte UGO((x,y)) :

Danngilt U_[x) x U_ly] = U/lx,y)] n [a,b] x [c,d] und

(X+:T’y+:T) € U%(x) X er(y) firfastalle n € N
Die anderen Falle behandelt man entsprechend .
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Definition :

Eine Funktion f : [a,b] ——= R heilt stetig, wenn fiir alle x aus [a,b] gilt:

lim f(x) = f(x)

X=X

Dabei bedeutet lim f(X) = f(x) , dass fiir jede Folge (x,) mit lim x, = x folgt, dass

X=X Xy X

auch lim f(x,) = f(x) ist.

X, X

Satz
Gegeben sei eine Funkton f : [a,b] ———= R . Dann sind folgende Aussagen
aquivalent:

(1) fist stetig in x.
(2) Zujedem €>0 gibtesein 6>0 , sodass gilt:

y - x| <& = fly) = f(x)| <€

Beweis: (2) => (1)

Sei x, eine Folge mit lim x, = x . Zujedem &€>0 gibtesein >0, so dass gilt:

y — x| <8 = fly) = f(x)] <e
Dann gibtesein n, € N ,sodass |x, — x| <o furalle n > n, . Daraus folgt:

If(x,) — f(x)] <€ furalle n >=n, ,und Ilim f(x,) = f(x) .

n-=>o0

Beweis: (1) = (2)
Angenommen es gabe ein &,>0 , sodass zu jedem &>0 ein x(d) existiert mit

[x(®)-xI < &, aber 1f(x(d))- f(x)] = & . Fallsnun lim x, = x ist, gibtes ein

n-=>ow

nn €N mit |x, — x| <& furalle n > n, , aber If(x,)- f(x)I > & .

Das heifit aber, lim f(x,) # f(x) , im Widerspruch zur Stetigkeit von f.

n-=>cw

g.e.d.
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Satz

Sei f : |a,b] ———= R stetig. Dannist f sogar gleichmiBig stetig. Das
heil3t:
Zujedem €>0 gibtesein >0 , sodassfiralle x,y € [a;b] gilt

ly = xl <6 = fly) — f(x)] <¢ .

Bemerkung : Eine entsprechende Aussage gilt auch falls der Definitionsbereich von f
die kompakte Menge [a,b] x [c,d] = R® ist.

Beweis:

Angenommen, f ware nicht gleichmalig stetig. Dann gabe ein & >0 , so dass zu jedem
0>0 Werte x(d), y(0) existierten, mit

[x(®)-y(®) | <&, aber [f(x(d)- f(y(d)! = & .

Speziell wirden fir o = :T Folgen X, , y.» existieren mit |y, — x| < :T , aber

|f(yn> - f(Xn)| = €& .

Da das Intervall [a,b] kompakt, also abgeschlossen und beschrénkt ist, ist x € [a,b]

und nach dem Satz von Bolzano — WeierstraB gibt es eine konvergente Teilfolge x,

mit lim x, = x .

k=
Wegen |y, — x,| < :]— gitauch lim y, = x und [f(y,) — f(x,)| = & .

k=

Wegen der Stetigkeit von f ist aber lim f(x,) = lim f(y,) = f(x) , also

k=0 k=

lim f(y,) — f(x,) = 0 im Widerspruchzu [f(y,) — f(x,)| = & .

k=00

g.e.d.
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Satz

Eine stetige Funktion f : [a,b] ———= R ist beschrankt .
Bemerkung : Eine entsprechende Aussage gilt auch, falls der Definitionsbereich von f
das Kartesische Produkt [a,b] x [c,d] = R® ist.

Beweis :

Angenommen, f sei nicht beschrankt. Wenn |, = [a,b] , dannist f in mindestens
einer Halfte |, nicht beschrankt, ebenso nicht in einer Halfte 1; von |, etc.

Die Intervallschachtelung I, , I, , I ... hateinZentrum c¢ ,sodass f inkeiner

Umgebung von ¢ beschrankt ist, was im Widerspruch zu  lim f(x) = f(c) steht.

X=>C

g.e.d.
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Zerlegung von R in Intervalle |, der Lange ;—

; AV, -

FuUr das rote Intervall gilt :

5+1

23

< X < 6+
3 3

23-2 +6 < x < (233-2 +6+1

53 < 53+1

53 . 93+1

] : <
53 % 23 23

Far ein Intervall 1,, der Lange ;—r mt o€ Z , relN git:

o+1
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2 =
Zerlegung des RR° in Quadrate |, = |

X |, der Lange

1

ar
A
3 _________________________________
2+5—3
2 _________________________________
2+4—3 _________________________________
2
2 _________________________________ 1 1
6 6+g3 6+6_3 7
2 2
Flr das rote Quadrat gilt :
5 5+1 4 4+1
6+2—3 < x < 6+23 : 2+2—3 <y < 2+23
3 3 3 3
63-2 +5 < x < 63-2 +5+1 ’ 23-2 +4 <y < 23-2 +4+1
2 2 2 2
- AP 1
53 53+1 20 20+1
= lxyl @ SFsxs<I— , S <yc<
53 20 ;T 28 2° 28 23
I53201—3 - |531—3 X |201—3
2 2 2
Fir ein Quadrat 1,,, der Kantenlange ;—r mt a,peZ , relN gi
oL<X<oc+1 B_Sys[3+1
2"~ 2 2 2
1 § p+1
.. = | (x, o < x <L Py <
ap ( y) 2r 2r 2r y 2r
Ia[Sr = Iar X I[?)r
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Das eindimensionale Riemannsche Integral

Gegeben sei die beschrankte Funktion f : | = [a,b] —— R .

Wir zerlegen R in Intervalle 1, der Lange % und dem Mal} u(lm) :;—r .

Dann betrachten wir die Riemannschen Unter- und Obersummen

1 = z 1
Sr(f) = Z fur(x)z_r ) Sr(f) = Z fur(X)E
Iur:l Iur’vltﬂ
Dabei sind
f (x| = inf{f(x) , X € Im] und f_(x) = sup[f(x) , X € Iur}

Die Folge der Untersummen sind monoton wachsend, die der Obersummen monoton

fallend, und es gilt
Sr(f) = Sr+1(f) = §r+1(f) = §r(f)

flx) A

or X

Da jede monotone und beschrankte Folge konvergent ist, existieren die Grenzwerte

lim S.(f] , lim S(f .

r->o r->o

Stimmen die Grenzwerte Uberein, heillen sie Riemannsches Integral der Funktion f |,
und die Funktion heil3t Riemann-integrierbar :

[f] fix)u, = lim S.(f) = lim S/f)

r->o
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Satz

Jede stetige Funktion f : | = [a,b] —— R ist Riemann-integrierbar .
Beweis :
Es genugt, zu zeigen : Zu jedem e >0 gibt es ein re N

Shaldy - Ttalxly < ¢

Sei € > 0 gegeben. Da f auf der kompakten Menge

ist, gibtes ein r € IN mit

[F(x,) = flxy)| < ;(b—a) furalle x,,x, € I,

Dann ist aber
flx] = x| <

L= o < o
und es folgt
Thaly - Ttk = Tl - falx)E
iy - Ty < TE5
Siuldly ~ iy < £
Thabdy — Ty < g boa
Sty - Tty <
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| = [a,b] gleichmaRig stetig

10

g.e.d.



Das zweidimensionale Riemannsche Integral

Gegeben sei die beschrankte Funktion f : | = [a,b] X [c,d] —— R .

Wir zerlegen den R? in Quadrate 1, =1, x I, der Lénge % und dem Mal}

11
lge] = == .
M( (xﬁr) 2,- 2,-
Dann betrachten wir die Riemannschen Unter- und Obersummen
11 = - 11
Sr f = fu;)r Y ) Ar Ar ’ Sr f = f(x;)r Y ) Ar Ar
( ) L%\ p (X y)2r 2r ( ) |u‘-,,r;“a f (X y)2r 2r
Dabei sind

fa[sr(X1Y) = inf{f(x’y) ; (X,Y) € Ia[ﬁr} und faﬁr(xiy) = SUP{f(X’YJ , (X’y) € Ia[ir}
Die Folge der Untersummen sind monoton wachsend, die der Obersummen monoton

fallend, und es gilt
Sr(f) = §r+1(f) = §r+1(f) = gr(f)

flx,y] A

(x,y.flx,y)) , (x,y] € [a,b]x[c,d]
fu|'5r y)
/—‘ faﬁr(x’y
q Ly d
, — — >
l” | O" ' y
N A . .
I / =
ar / IaBr = lurXIBr
ya /
y4 [a,b] x [c,d]
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Da jede monotone und beschrankte Folge konvergent ist, existieren die Grenzwerte
lim S,(f] , lim S(f] .

r->o r->o

Stimmen die Grenzwerte Uberein, heillen sie Riemannsches Integral der Funktion f |

und die Funktion heil3t Riemann-integrierbar :

| flxyu, = lim S(f) = lim S|[f]

[a,b]x[c,d] r->o r->o
Satz
Jede stetige Funktion f : | = [a,b] X [c,d] — R ist Riemann-integrierbar .
Beweis :

Es genugt, zu zeigen : Zu jedem e >0 gibt es ein re N mit

1
chxﬁr(x Y)zr o Zfaﬁr(x Y)zr o < €

Sei € > 0 gegeben. Da f auf der kompakten Menge [a,b] X [c,d] gleichmaRig

stetig ist, gibtes ein r € IN mit

‘f(x1,y1) - f(xz’yz)‘ < ?

2Tb-alld—c firalle  (x1,y1),(X2,¥2) € luge

Dann ist aber

m

2lb—alld—c] < b-alld—q] ’

f(x[jr()(!y) - faBr(X1y)‘ =

und es folgt
1 ] 11
> fuelx, y)zr s~ Zladxyls 2, 7 = 2oyl = fadxyl]ror
11 1 S B
Z frxﬁr(x y) 2r 2r Zf“ﬁr(x y 2r 2r < Z (b—a)(d—C) 2r 2r
1 e o Ny11
Shalylyy = taboylyy < S Loy
Sty e = TfalxylZ < & b-alld—c|
b o o “f 22 (b-alld—c]
11 11
Z f(xl%r(x yJZr o' Zf(lﬁf(x y)2r 2" < €

g.e.d.
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Der Satz von Fubini

(Reduktion eines zweidimensionalen Integrals auf eindimensionale Integrale)

Die Funktion f : [a,b] X [c,d] ——— R sei Riemann-integrierbar, das heilt, es

existiert das Integral [ f(x,y|du,, .
[a,b]x[c,d]

Wenn nun auBerdem fiiralle x € [a,b] das Integral f f(x,y)duy existiert, dann gilt

C.q]
I tlxyldy, = f(f f(X,Y)duy)dux

[a,b]x[c,d] [a,b] \[c,d]

Beweis :
flx,y] A
{(x,y,f(x,y)) , (x,y) IS [a,b]x[c,d”
L=
I[ﬁr
q d
I' : : 0'4 >
I"" O" ' y
AN e . .
| /
or / Iaﬁr = Iar X I[’)r
ol / x| x 1,
y [a,b] x [c,d]
X
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Setzefiralle x € [a,b] :  Flx| := [ f[x,y|dy,

Es ist

Siubxyly = Fixlo= Ehloyly

Wegen {X]Xlﬁr < IarXIf}r = chfSr ISt faBr(X’y) = fﬁr(x’y) ’ fBr(x’y) = fq[}r(x’y)
es folgt

1 - —
Zf(xﬁr(x’y)z_r = Zfﬁr(x y) ( ) Zfﬁr(x y) = Zf(xﬁr(x y)
speziell
Stalxyly < Flixl < Tilxy
Fur x el Dfuloys < Flx) CFX = Tl

1 _

alSO aUCh zfuﬁr(x’y)z_r = Ear(x) ( ) - zfaﬁr(x y)

Es folgt jeweils weiter :

1
Zf(x[’)r(x’y)z_r = E(xr(

X

il
g2
x

IA
_—hl
x
<

Sty < el iy < [tk
Syl = Eulx Ful¥y = Xyl
Xty = TEuy SFuldy = TX Tyl
= 1 r 11

Zfa[}r(x y) ZEar( ) ZFar(X)Z_r = quﬁr(x’y)z_rz_r
Die Grenzwertbetrachtung fir r-ow liefert jeweils

J o flxyldy, < f Flx)dw, f F(x < [ flxyldu,
[a,b]x[c,d] [c,d] [c,d] (a,b]x[c,d]
und damit

[ flxyldu, = [ Flxjdy, = f(f f(X,y)duy)dux
[a,b]x[c,d] [c,d] [a,b] \[c,d]
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Bemerkung :
Fir die héherdimensionale Integration der Funktion f : [a,,b,] X..x [a,,b] — R

n?’>n

kann man entsprechend zeigen, dass

f(x1,...’xn)dux1...xn = f J. f(x1’)(2’""Xn)dl’lxz...xn de1

[aw,b1]><...><[an,bn] [a1,b1] [az,bz]x...x[an,bn]

ist.
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