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Das Bild fo([0,1]) ist die Diagonale von links unten nach rechts oben des Quadrats
[0,1]x[0,1] mit der Kantenlédnge 1

N 0 1 8
Die Bilder f1([?73—2]) f1([?7,1

von fo([0,1]) , die der Reihe nach in den Quadraten 1, ... ,9 liegen , so dass f1([0,1 ])

insgesamt eine zusammenhangende Linie ist.
Zum Beispiel ist die Diagonale im Quadrat 5 das Bild von fo([0,1]) unter der Streckung

) sind auf % verkleinerte , ahnliche Abbilder

mit dem Streckfaktor % und den Spiegelungen an der Horizontalen und Vertikalen :

3

4

9

2

38

1

6

v

Die Bilder fz(lg_z;?]) fz(lg—znl) sind auf % verkleinerte , dhnliche Abbilder

von f,([0,1]] , die der Reihe nach in den Quadraten 1, ... ,9 liegen , so dass insgesamt
eine zusammenhangende Linie entsteht .
Zum Beispiel geht das Linienstick im Quadrat 1 das Bild von f1([0,1]) unter der

Streckung mit dem Streckfaktor % . Das Linienstuck im Quadrat 2 ist das entsprechend

verkleinerte und an der Vertikalen gespiegelte Bild von f,([0,1]]
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Anders gesagt :

Das Bild f,([0,1] ist die Diagonale der Quadrats der Kantenlange :13—0 . Die Diagonale
ist das Bild des Intervalls der Lange ;—o :

Das Bild f1([0,1]) ist eine zusammenhangende Folge von 3° Diagonalen von

Quadraten mit der Kantenlange :13— . Jede dieser Diagonalen ist das Bild eines Intervalls

1
1

der Lange —;

w

Das Bild f,({[0,1]] ist eine zusammenhangende Folge von 3* Diagonalen von
Quadraten mit der  Kantenlange :13— . Jede dieser Diagonalen ist das Bild eines

2
1

Intervalls der Lange —;

w

Das Bild f,([0,1]) ist eine zusammenhangende Folge von 3* Diagonalen von

Quadraten mit der  Kantenlange ;7 . Jede dieser Diagonalen ist das Bild eines

Intervalls der Lange —;
3 n

Eigenschaften der oben konstruierten Funktionenfolge (f,) .,
(1) Firjedes nelN istdie Funktion f, : [0,1] ——= [0,1]x[0,1] stetig.

(2) Die Folge (f,) ., ist punktweise konvergent , das heiRt, fir alle x € [0,1]

existiert lim f_(x)

n-=>o0

(3) Die Folge (f, ., ist sogar gleichmaRig konvergent .
(4) Die Grenzfunktion f : [0,1] ——= [0,1]x[0,1] ist stetig .

(5) Die Grenzfunktion f : [0,1] ——= [0,1]x[0,1] ist surjektiv .
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Beweise :

Firjedes nelN ist die Funktion f, : [0,1] ——= [0,1)x[0,1] eine
stetige Zusammensetzung von stetigen Funktionen und damit ebenfalls stetig .

Sei € > 0 gegeben.Danngibtesein n, € N mit 1T . Firein

€
< —_
3 V2
beliebiges x € [0,1] liegt dann an(X) auf der Diagonalen eines Quadrates

der Kantenlange ;T
3m3n |73 3

fno(x) € Q = la a+1 ]x[b b+1

l mit gewissen a,b € |0,...,3"]

Nach Konstruktion der Funktionen (f,| ., gilt dann auch firalle n > n, :

f(x € Q

Firalle n,m > n, giltdann f (x),f (x] € Q , und

| f.(x) = f.(x) | < @;— <25 =«

Mit anderen Worten, die Folge (fn(x))neIN ist ist fiir festes x € [0,1] eine
Cauchy-Folge , und es existiert der Grenzwert f(x) := lim f (x|

n-=>o0

Mit der Grenzwertbildung folgt fiir beliebiges x € [0,1] und alle n > n, :

x| =f(x)| = tim [f,(x)~f.(x)] = 2

m=>o0 3

fn(x)—f(x)‘ <€

Da n, nurvon e abhangt, istdie Folge (f,| . gleichmaRig konvergent .
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Die Grenzfunktion f : [0,1] ——= [0,1]x[0,1] mit f(x] := lim f_(x] ist

n-=>oo

gleichmaBiger Grenzwert von stetigen Funktionen und damit stetig , denn :
Sei x, € [0,1] . Sei € > 0 gegeben.

Wegen der gleichmaliigen Konvergenz von (fn)neIN gibtesein n € IN mit

folx)—f(x]| < % firalle x € [0,1]

Wegen der Stetigkeitvon f, gibtesein & > 0 mit

fn(x)—fn(xo)| < % furalle |x—xo| < o

Dann folgt mit der Dreiecksungleichung fir alle x € [0,1] mit |x—xo| < o :

[f(x)—F(x,| = \fx flx) + f(x] = (%) + F,[xo)=F (x|
|f X fxo‘ < ‘f x| = f X)| + fn(X) fn(Xo)‘ + fn(XO) - f(XO)‘
‘f X f xo)‘ < % + % ;—

Also ist die Grenzfunktion f injedem beliebigen x, € [0,1] stetig .

Im RR" ist ,kompakt‘ gleichbedeutend mit ,abgeschlossen und beschrankt .
Das stetige Bild f([0,1 ]) der kompakten Menge [0,1] ist ebenfalls kompakt .

( Das kann man mit dem Satz vom Maximum und Minimum und mit dem
Zwischenwertsatz fur stetige Funktionen beweisen . )

Die Menge IR® \ f([O,ﬂ) ist offen .
Angenommen, f ist nicht surjektiv .

Dann gibtes ein y € [0,1]x[0,1] \ ([0,1]) = R® \ f([0,1]] und eine
Umgebung Uy)  R? \ ([0,1])

Bei geniigend groRem n € N gibt es ein Quadrat Q:= [g—n,:n” [2 2*1]
mit Q < U,y) ,und die Diagonale des Quadrates ist das Bild eines Intervalls
der Lange ;W .

Also gilt fir unendlich viele x € [0,1] ,dass f(x) & f((0,1]) , was einen
Widerspruch darstellt .

Eine flachenflllende Kurve 6



