Descartes’
Vier-Kreise-Satz
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komplexer Vier-Kreise-Satz

(nach Burnett-Stuart)

Arno Fehringer, August 2018

Bemerkung :

Beweise fur den Vier-Kreise-Satz und den komplexen Vierkreise-Satz kann man im
Internet nur selten finden, und wenn, allenfalls in mehr oder weniger schwieriger
Darstellung.

Ziel dieses Skriptums ist es , die Beweise von Burnett-Stuart fur den Vier-Kreise-Satz
und den komplexen Vier-Kreise-Satz ausfuhrlicher und Ubersichtlicher und damit etwas
verstandlicher darzustellen.

Quellen :

Burnett-Stuart, George (2014) : A Proof of Descartes' Circle Theorem (concerning four
circles, each of which touches the remaining three)
http://foothills-ts.net/mother/DescartesCircleTheorem.htm

Burnett-Stuart, George (2014): A Proof of the Extended Descartes' Circle Theorem
http://foothills-ts.net/mother/ExtendedDescartesCircleTheorem.htm

Fehringer, Arno (2018) : Der Vier-Kreise-Satz von Descartes (in elementarer Darstellung)
http://mathematikgarten.npage.de/get_file.php?id=33078777&vnr=385360
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Der Vier-Kreise-Satz von Descartes

Gegeben sind vier paarweise beruhrende Kreise K; mit Zentren 2z, und Radien r,; |,
L= [(1.9.9.
i € [1;2;3:4]

Dann gilt die Gleichung 2(
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Beweis :

Winkel :

Q12 -= <Z1242; ; Qo3 = <ZpZ4Z3 , P31 = <Z3Z4Z4
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Kosinussatz :

(H"‘rz)z = (r1+r4)2 + (r2+r4)2 - 2(r1+r4)(r2+r4)cosq>12

COS @y,

COS @y,

COS ¢y

COS ¢

COS @y,

COS ¢

(rrf + () = (ry+ry)?
2(r1+r4)(r2+r4)

2 2 2 2 2 2
Fi+20, 0+, + [+20,0,+0, — r{=2r,r,—r,

2(r1+r4)(r2+r4)

20,1, + I + 2r,r, + 15 — 2r.r,
2(r1+r4)(r2+r4)

2
2r, + 2r,r, + 2r,r, — 21,1,

2(r1+r4)(r2+r4)

2r2 + 2r,r, + 2r,r, + 2r,r, — 4r.r
4 14 2' 4 12 12

cosg,, =1 — 2

2(r1+r4)(r2+r4)
2(r1+r4)(r2+r4) — 4r,r,
2(r1+r4)(r2+r4)
rr,
A

Durch zyklische Vertauschung der Indizes erhalt man analog :

_ _ ,lals

COS Gz = 1 (r2+r4)(r3+r4)
_ I3l

CoS @y = 1 2(r3+r4)(r1+r4)

Additionstheorem fiir cosinus :

COS @12
COS @y
CoS ¢y,

COS @1

= cos(;pi+c2pi
cosz;& smzczpi
1—sin2§£ — sin2c2pi
1—23in2$£
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2sin > = 1-cosq,,
. 2Q12 1—cos g,
sin 5 5
P _ [1-COsqyy
s.ln2 =y
P4 1 1
S|n2 275 COS @,
. Py 1 1 ryr,
sin— = 4———(1 - 2———F+—— wegen (1
2 \/2 2( (r1+r4)(r2+r4)) gen (1)
. Oy 1 1 ryry
sin—= = |——— +
2 \/2 2 (r1+r4)(r2+r4)
r,r
Sincﬁ = 12 , Sinchi — r1r2—
2 (r1+r4)(r2+r4) 2 (r1+r4)(r2+r4)

Analog erhalt man durch zyklische Vertauschung

N R LPLE L2235 ol

sing— = (r2+r4)(r3+r4) ’ o~ = (r2+r4)(r3+r4)

T L 1 .23 _ T3y

Sy = (ry+rg)ro+r,) | Sy~ = (ra*ry)(ry+ry)
Winkelsummensatz :

Q12 + Q3 + @31 = 21
P2 Pz P

2 2 2
P2 _ Vs P
2 2 2

Symmetrie von sinus und Additionstheorem :

. P . Pas P31
sin—= = sinfn — = — =
2 T2 2 )
. Qg . [P P31
SIN—— = sin|— + —
2 2 2 )
. Qg . o3 P34 Poz . P3y
SIN— = SIN——C0S—— + COS——SIN——
2 2 2 2 2
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P23 P34 2P31

. . 2Po3 .
Mit —= = —sin’2% — = \/ - folgt
i 0032 \/1 sm2 , 0032 1 sm2 olg
in 12 _ Py 2Pt _gin? P2 o Par
3|n2 = sm2 \/1 sin > + \/1 sin 5 sm2
Setzt man vorubergehend
r,r
s = sin2 - \/1 2
2 (r1+r4)(r2+r4)
rr
t = sine® = 128
2 (r2+r4)(r3+r4)
r.r
U= singt = el
2 (r3+r4)(r1+r4)
so folgt weiter :
int1z _ a2 2P _sin2 ¥ g, P31
S|n2 = sm2 \/1 sin > + \/1 sin 5 sm2
s = ’t\/1—u2 + \/1—t1u
s2 = (1-u?) + 2V 1—tV1—u? + (1-t")u?
s? = tP—t%u® + 2tuV1-t2V1-u® + U —t2UP
-2 u?+2t2u2 = 2tuV1—2V1 -1
sz—tz—u2+2t2u2)2 = 4t2u2(1—t2)(1—u2)
st + t* + ut + 4t*d? = 4120 — 41%0t — 40 + 4attu?
—2s%t? — 28%U% + 4s*t°U?
+21%0% — 4t*J?
—4t%y*
s+ t* + Ut — 2877 — 28%U% + 48U + 2t = 4tAdP
st + t* + ut — 28%t — 28%U? + 48U = 2t2u?
s+ t* + Ut — 28%t7 — 28%U% — 287U + 45U = 0
s* 4t + Ut — 2[4 s2u + 2P + 48P = O
20s* + t* + U — 8%+t + U] — 2(s?8 + s2U? + 12U + 45°E°

20s* + t* + uf) — (34 Pt U+ 2(870 + S+ tzuz)) + 4s*t°U°

2(34 + t* o+ u4) - (sz +t° o+ uz)z + 45°t°u® = 0
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Zur Rucksubstitution werden zunachst aus den Substitutionsgleichungen

. @ ryr
s::smlz\/12

2 (r1+r4)(r2+r4)
R 2 I LPLE

R R | ey ey
u = singe = [Beh

2 (r3+r4)(r1+r4)

folgende Ausdrlcke dargestellt :

s _ Wrotry)fratry)

tu \/r2r3 \/r3r1
(r2+r4)(r3+r4) (r3+r4)(r1+r4)
ryry

s _ (r1+r4)(r2+r4)

tu  \rr, r,r,
(r2+r4)(r3+r4) (r3+r4)(r1+r4)

s _ \/r1r2 (r2+r4)(r3+r4) (r3+r4)(r1+r4)

tu (ry+rg)(rotrs) Fars faf

s \/(r3+r4)2

tu rg

s _ (r3+r4)

tu o,

s _ 1

tu oy,
(r3+r4)
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Analog durch zyklische Vertauschung

t 1
us
(ry+ry)
u _ 1
st T,
(rp*ry)

Diese Ausdricke werden nun eingesetzt in

2 t2 2 t 2
21(3—] + || + (L L 0
tu us st tu us st

2 1 1 1 1 1 1

+ + - + + +4 =0
M ’ 2 ’ M3 ’ ry r 3
g | g | | =N IR R e
Die abschlieliende Umformung ergibt den Satz von Descartes :
Wegen
11:2:3]
+ 1 + 1 +4 =0
P! E
) ( (ry+r,) ) ( (ra+r,]
r : re r r r\
2(1+—4) +(1+i) +(1+—4))—(1+i+1 44 1+—4) +4 =0
I M2 3 4 M2 I3
r r e [re | r r re |
201+28 4[24 + 14228424 + 142442 3+ 244442 +4=0
I 1 r 1 ry \r r I I
ry ry r ra b [ra V¥ [ra )2 rg ry 1
23+2(—411) (i)+(i)+(i))—(3+i—41)+4:0
r{ r, rs ry ry rs ry r, rs
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Nach vorubergehender Substitution

o =

ry rp
erhalt man

2(3 + o|f

4

r rg 1
fa Ta T

Z+

)
r3)

r r
LAl
f, I3

r2
= |2+
r1

2B+20+1 -(83+0f+4=0

6+40+21 -9 —60 -0 +4=0

1-20—-0*2+21=0

2t +1 = o* + 20

2t + 2 =0+ 20 + 1

20t + 1) = (o + 17,

und nach der Resubstitution

r 2
iy e
r2

2
r4
la

r 2 r z r z r r r z
2 (i +(—4) +(—4 + 1] = (—4+i+i + 1)

I ra rs ry rp I3

2 2 2 2
2r—‘2‘+r% r%+1 = r—4+r—4+ri+1

fy Iy I3 ry T Iy

111 1) _ (111 1§
2 —2+7+ > + - = r_+r_ |'_ + |'_

I’1 r2 r3 r4 1 2 3 4

I R Y T T e B
2 > + - + - + | = | — — —

rq ro M My r1 r2 3 I'4

Vier-Kreise-Satz von Descartes ( 1596 — 1650 )
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Der komplexe Vier-Kreise-Satz von Descartes

In der komplexen Zahlenebene C sind vier paarweise berlUhrende Kreise K, mit
Zentren z, und Radien r, , i € [1;2;3;4] gegeben .

N
N
N

. . . z2 2 2 2
Dann gilt die Gleichung | 2[=F + =2 + == 4+ Z4| =

2 2 2 2
ry 2 3 4

-
—

_1
—_
N
N
N
N
w
N
IN

Beweis :

Wenn die Gleichung richtig ist, dann muss sie fur alle Koordinatensysteme richtig sein,
speziell muss sie invariant gegenuber Drehungen , Streckungen des Maf3stabs und
Verschiebungen sein .

Bei Drehungen und Streckungen werden die Koordinaten mit einer Zahl v multipliziert.
Auf beiden Seiten der Gleichung kann man deshalb den Faktor v? abspalten und weg
dividieren, so dass man die urspringliche Gleichung erhalt , und die Gleichung deshalb
auch im neuen Koordinatensystem richtig ist.

2 2 2 2 2
vz, vz, VZ, vz, vz, vz, VZ, vz,
20t gt | =
ry r, rs [y r ry rs Iy
z z z z z z z z >
2 “1 + 2 + Tﬁi + T4 V2 — 1 2 3 + 4 V2
ry r, M My I ry rs 4
z z z Z2 z z z z
212 4 22 4 73 + 74 — 1 2 ‘3 4
ry r, rs My ry ry ry ry

Um die Invarianz gegenuber Verschiebungen w des Koordinatensystems zu garantieren,
muss fur alle w gelten:

2 2 2 2 2
(z,~w[  (z=w)]  (zmw] (z,—w) Z~W  Z,~W  Z~W  Z,~W
2|5 + 5 + 5 + 5 = + + +
rs r rs ry ry ry rs Iy
2 2 2 2 2
5 Zi—2Z,W+W Z,—2Z,W+W Z,—W Z,—W Z;—W Z,~W
- + + — = + + +
> >
r2 r; ry ra Iy M4
2 2 2 2 2
Zi—2Z,W+W Z,—2Z,W+W 2.2, 25 24 1 1 1 1
20l + .+ /| = | = | AW
rs rs ry ry ry fry4 ry rp ry Iy
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ool
2
+ 2 17+1—2 1—2+17 w? O s B ) V.
riy r, r;r, r, r, r r,

Die Koeffizienten des quadratischen Terms sind nach dem Satz von Descartes (5) gleich.

Der Koeffizientenvergleich des linearen Terms und des Absolutgliedes liefert zwei
Gleichungen , deren Gliltigkeit nachgewiesen werden muss :

z, 2z, Z3 Z Z, Z, Z3 Z4\[1 1 1 1

2 71 TZ+TS+T4 = |42 22 e —— (6)
My rp Iy Iy Fy T Tz Ty i\l Ty T3 Ty
Z2 Z2 Z2 Z2 zZ, Z, 2, Z 2

2| g g | = | e (7)
r1 r1 r1 r1 r1 r2 r3 r.4

Zu Gleichung (6) :
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Man zeigt zunachst, dass die Gleichung (6) in einem speziellen Koordinatensystem richtig
ist.

Z, = T+,
z, = [ry+r,)e

— —ipay H . — . —
Z3 = (r3+r4)e ’ mit @ = <24z, @y 1= <Z3Z,Z4

A Im(2)

kR
2
>
Z1 R
4
7 AN ( )
L
V4
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In diesem speziellen Koordinatensystem lautet Gleichung (6) :

2 1M1 1 .1 1
- - —| —+—+—+— r,+r =0
[rf r (r1 r, rs r4)} ( ! 4)
+ 2_2 — 1_ 1_+1_+_+_ (r2+r )e'mwz
I Fp\lfy Ty I3 Ty

2 1 1711 1 1
______ +—+— r.+r =0
[rf A (r2 ry ry )} ( ! 4)
+ 2— — 1—2 — 1_ 1_+1_+1_ (r2+r4)ei(ﬁ12
ro P 2\l T3 Ty
+ 2_2 — 1_2 — 1_ 1_ 1_+1_ (r3+r4)e’i%1
I3 rs r3\r ra Iy

Tty r )1t 1 11

rl ro\r, ryory, rplry rp ryory,

JEN e e e e s Ot A S o
rf ro\r, ryory, ro\ry ry r, r, ry r,
R S O T I L P P PR L
r rolr, ryory, ro\rr, ror, rary

ry+ry r,+r, r3+ry

- N

rrg\ry r, rs

ﬁl_\
|
|_\
|_\
+
|_\
+
|_\

~ —_— ~—

[l
|_\

—_—
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Analog durch zyklische Vertauschung :

1_2_1_1_+1_+1_:1_1 _ 1 _ 1
r2 r\ry Iy Iy Fory| 1oy s r
ry+r, ra+r, r+r,
1_2_1_1_+1_+1_:1_1 _1 _1
rs r3\ry Iy, Iy M3ry| I3 ry r,
Fa+ry, r+r, ry+r,
1 1(1 .1 1
- - —|—+—+— (r1+r4) =0
r ry\r, Iy Iy
1 1 (1 1
+ | - —| —+—+— (r2+r )e"””
r N\ry s Iy
1 11 1 1
_ = e ——+— (r3+r4)e 134
ry 3 \ry Iy, Iy
1 1 1 1
L — — (r1+r4) =0
Fifg | 1y ra s
r+r, ry+r, ry+r,
1 1 1 1 i
+ — - - (ro#r,)e™
rr, r, ry r,
r2+r4 r3+r4 r1+r4
1 1 1 1 S
+ — - - (ryr, e
M3ry] Iy ry ry
ra+r, r+r, ry+r,
1 (1 1 1
LN — - (r1+r4) =0
ry ry r, M
Fy+ry My*ry M3+ry
1 (1 1 1 i
+ — - -~ (ry+r,Je'™
| Iy M ry
r+r, ry+r, ro+r,
11 1 1 “ip
+ — - - (r3+r4)e i
rs| rs ry P
r3+r, ry+ry ro+ry,
1 1 1 1
_ _ -0
ry ry r, M
ry+r, r+r, r+ry, ra+ry,
+ 1 1 _ 1 _ 1 eifﬂwz
r r s ry
r,+r, r,+r, rg+r, r+r,
1 1 _ 1 _ 1 e—itp31
rs rs ry ry
ry+ry, r3+r, r+ry r,+ry
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Setzt man vorubergehend

1 . 1 1

o = [3 = y =
r r s
F+ry Mo+, r3+ry

Man muss zeigen,dass V =0 ,also Re(V)] =0 und Im(V)] =0 .

Re(V] = %(27 - % - ;7) + Ig—(g— - ;7 - %) CoSq, + 17(;7 SN [15—) COS s
Nach den Gleichungen (1) , (3) gilt

_ 4 oMl o4
cosq, = 1 2(—r1+r4)(r2+r4) = 1-2ap

3l

(AT

Il
—
|
N
o
Q

cosg,, = 1-2

und es folgt weiter

Re(V] = %(JT_%_?V) + %(%—17—27) (1-2ap) + ;7(;7_16_%) (1-2ya)
o) = 1Y)
. %(%—17—%) [1-2ap)
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1 1 1
Re(V] = 7 ap ~ Ay
1 1 1 a
+[§T—ﬁ—m—2|?+2?+2
1 1 1 o o
— — v — @ — 23 +t 2+ 2%
+y2 o P y * +[3
1 1 1
Re(V] = - ap ~ @
1 1 1
Ye By Ba t?
1 1 1
+)7——O(—W+2
_ 1 1 1 1 1 1
_ 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Re(V) = 2(a—2+ﬁ—2+)7)_(o7+[3_2+)7+2<m_w_ﬁ) + 4

2
Re(V) = 2(1—2+1—2+1—2)—((17+;—+§7) + 4
Y

1 1 1
o = B := y =
r r, ry
r+r, ro+r, ry+ry,
ergibt
Re(V) = 2[— 1+ ] 1 1 1, 1

| (] e ]) i) () |

Nach Gleichung (4) ist

) 1 . 1 . 1 ~ 1, 1, 1
I ’ r ’ rs ’ r M2 f3
ro+r, ) ( r,+r, ) ( r+r, ) ( (r1+r4) ) ( (r2+r4) ) ((r3+r4) )
also
RelV] = 0
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Anstatt nun noch zu zeigen, dass Im(v) = 0 ist, kann man auch zeigen, dass der Realteil
der Drehung ve™= gleich Nullist:

Re(ve ™| = 0

—ig, _ 11 1 1) e . 11 1 1 1(1 1 1 102
Vep—ﬁ(a—g—y)eq+g(g—7—a)+7(7—ﬁ—g)eq
—ig, _ 11 1 1 1(1 1 1 i, 1 1 1 9
ve™ _E([?_Y_oT)‘“Y(Y_ﬁ_[?)em +<T(ﬁ_§_7)er

Ve’ifpwz — %(Il_ _ ;_ _ &_) + .;_(?7 _ 1a _ %) ei‘Pza + &_(16 _ % _ %)ei‘ﬂzaﬂpm

Die rechte Seite ist nur eine zyklische Vertauschung von Relv)

Man muss nur « , p , y durch B, v , a unddie Winkel ¢, , —9u=¢,+9y
durch ¢, , —0, =@+ 0, €rsetzen |, und eine entsprechende Prozedur liefert
RelVve ™| = 0

Damit ist die Richtigkeit der Gleichung (6) gezeigt .
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Zu Gleichung (7) :

Man zeigt nun die Glltigkeit der Gleichung

2 2 2 2 2
zZi z, z; Z,
2T o T o o

2 2
ry ry, I3 I,

ry r, rz Iy

Z, Z, 2 Z
- (_1+_2+_3+_4

in dem bereits verwendeten speziellen Koordinatensystem, wobei

Z, = ry+ry
— io
z, = [ry+r,)e"
Z; = ("3""’4)37“‘)31 mit @ 1= <21z, @ 1= <Z3ZyZy
z, =0
ist.

2 2 2 2

2
J|B,2,2% 7 _ (2,25 2
2ok oFy Ty Iy
2 2 i2¢ 2 _—i2¢ o —To
(r4r,] (rrrfe®™ (e [r4r,  (rpr]e™ (r4r)en™
2|5 + 5 + 5 = + +
r1 r2 r3 r.1 I‘2 r3
1 eiz‘sz e’i2‘031 1 eifﬁz e’i%w
2 + = + = + +
ry r, rs r r, s
2 2 2
(ry+r) (rp+r ) (rgtry) R TN
. 1 1 1
Mit o := , B = , Yy =
1 r Ms
ry+r, Fo+Ty, M3+ry
folgt :
5 1 eiz%z e’iz%w _ 1 . eT‘sz . e*T%«
=t t 3 - o B Y
a Y
1 N eiz‘f’u . e’iz‘f’m _ 1 . eT2(P12 . e’TZWM . z(e“ﬁz . e’i‘PM . e“Pu’%H
012 BZ y2 0(2 BZ y2 OCB ay By
1 eiZ(sz e*iZ%« eiq’u e’iq:n ei\%r%:
— + + = 2 + +
(1.2 BZ yZ aB ay By
1 eiz‘sz e’iz%w ei%z e’i‘Pm ei“f"n"#‘zwl
— + + - 2 + + =0
(12 [32 yZ aB ay By
\ -
V
= W
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1 eizq’u e’iZCPM e“ﬂu e’T‘Psw eil%z’%ﬂ
L (7.1)

W:oc+[32—+y2 _ZOT+O‘Y +BY
_ 1 cos2q, CoS2¢y  ,CO0SQ,  ,COSQg  ,COS(Qqp— Py
Re(W| = 2 i + ¥ 25B 2ay By
Additionstheorem :
cos2¢,, = cos’p,, — sin‘o,,
cos2¢,, = cos’p,, — 1 + cos’p,,
cos2¢,, = 2c08°p,, — 1
Nach (1), (2) ,(3) sind
[T,
cos =1 -2————— = 1-2a
Prz (r1+r4)(r2+r4) Y
rals
cos =1-2—=1-2
¥ ryer ey by
ral
cosg, =1 - 2" ——— =1-2ay ,
P34 (r3+r4)(r1+r4) Y

also

cosgyp, = 1 — 20p ,

und

cos2¢,, = 2c08°p,, — 1
cos2¢, = 2(1-2apf — 1

und analog

cosgpy = 1 — 2ay

cos2¢y = 2(1-2ay) — 1

Additionstheorem und Symmetrieeigenschaften :

COS (12— (31| = COSP1COSP3q + SING4,SINs,
COSy; = 005(2“_(@12"'(931))

COS (3 = COS((q2+ (3]
COS (23 = COSP12COS P31 — SINQy, SN +

COS (12— P31) + COS(p3 = 2COS(q,COS Py
COS (12— (P31] = 2COSP12COSP3; — COS P
COS(Pr,— @y | = 2(1-2aB|(1-2ay) — [1-2B Y]
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Re(W)|

Re(W)|

Re(W)|

Re(W|

Re(W)

Re(W|

Re(W|

Re(W|

Re(W)

Re(W|

Re(W)|

Re(W]

NE

R

—_

8

—_

8

—_

8

—_

ol

—_

8

—_

ol

—_

8

—_

s

—_

8

—_

ol

COS 2y, + COS2qs; 08P ,C0SQs 2005[(912_(931)

BZ _y2 QB ay ﬁy

2(1-20pf = 1] | [2(1-2ayf - 1]

2 y2
o1 = 20p 1 -~ 2ay 22(1—2a[5)(1—2ay) - [1-2py)
ap - oy - TPy

1—a[3+8(12[32 . 1—80Ly+8<12y2

p? y?
o1 = 2ap _ 1 =20y _ 22(1—2(1[5)(1—2ay) — (1-2py)
of ay By
;_z_g—a*'8012+1—2—)8(—a+8012

Y
o1 = 2ap 1 —2ay  ,2(1-20ap)1-2ay] - [1-2py)
af ay By

Y
2 2 2(1-2aB)(1-2ay) — (1-2py]
Oﬂ_ﬁ+4_—y+4_zﬁy
[1_2_2_(1_'_82_'_1_2_?(_01_'_8&2
2 2 2(1—20(6—2(1y+4a2|3y) -1+ 2py
W+4_W+4_2By
[1_2_[83—a+8(12+1—2—§—a+8a2

Y
2_+4_2_+4_4(1—20L[3—20Ly+4a2|3y)—2+4By
af ay By
1__8_a+8a2+1__8_a+8a2
2 B vy

2

%4.4_(21_)(_‘_4_3;8(1[3—8ay+16a[3y—2+4[3y
1_2_8_0(*'8012+1—2—8—O(+80L2
B p y y
2 2 2 — 8ap — 8ay + 16a’fy + 4Py
;—g—g—a+80{2+1—2—§_a+8a2

Y
W+4_W+4—W+y—+ﬁ——16a—4
1 1
Y
2 2 2
aF tA oy T By
+——2—_2__2_+4
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1 1 1 1 1 1
Re(W) = ? + 6—2 + ? — 2(@ + oy + —y) + 4
1 1 1 1 1 1 1 1 1
RelW|) = 2|— + — —| - | + = — + 2| — = + 57— 4
e(w| (az + e + y2) (az + B’ + ¥ + (a[ﬂ Tay *py )) +
Re(W)—21—+1—+1——1—+1—+1—2+4
- o Bz y2 a B Y
Die Resubstitution
1 1 1
r1 B r2 ¥ r3
ry+ry Mo+, r3+ry
ergibt
2
1 1 1 1 1 1 + 4

Nach Gleichung (4) ist

1 1 1 B 1 .\ 1 .\ 1 14 - 0

el el o] ] o) ol

Genau wie vorher, wird jetzt der Realteil von Re(we ] betrachtet.
Man erhalt eine zur Gleichung (7.1) zyklisch vertauschte Gleichung , entsprechend

OB, Y P12 Pz, Par —> By, 0L P03, Py, Pz

Damit wird auch Re(we ™) = 0 , und die Richtigkeit der Gleichung (7) ist gezeigt.

g.e.d.
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