Der Komplexe Vier-Kreise-Satz von Descartes
( nach Northshield )

Arno Fehringer, August 2018

Der komplexe Vier-Kreise-Satz lautet :

Sind in der komplexen Ebene € vier sich paarweise berlhrende Kreise K, |,
i € [1;2;3;4] gegeben, so gilt

2 2 2 2 2
z z z z z z z z
7 e i i Bl e e e
rs r rs ry, r r, ry ry
Bemerkung :
Nach Fehringer [2] konnen zum Beispiel im IR die Kreise K,, , K,  sowie r,

vorgegeben werden, um z; des Kreises K,, und K, zu berechnen.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, den Beweis des komplexen Vier-Kreise-Satzes von
Sam Northshield [1] etwas ausflhrlicher und Ubersichtlicher darzustellen.

Quellen :

[1] Northshield, Sam : Complex Descartes Circle Theorem. In: The American
Mathematical Monthly , Vol. 121, No. 10 (December 2014), pp. 927-931

https://www.jstor.org/stable/10.4169/amer.math.monthly.121.10.927

https://www.semanticscholar.org/paper/Complex-Descartes-Circle-Theorem-
Northshield/bfbc963fbf592c914f5ba6348844ab712b183726

[2] Fehringer, Arno : Der Vier-Kreise-Satz von Descartes (in elementarer Darstellung),
Juli 2018

http://mathematikgarten.npage.de/get _file.php?id=33078777&vnr=385360
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Vorbetrachtung 1 :

In der komplexen Zahlenebene C seien der Kreis K, . und der Kreis |, , mitden
Mittelpunkten  z,

, u, und den Radien r, , p, derart gegeben, dass die

Mittelpunkte auf der reellen Geraden liegen, und dass sich die Kreise rechtwinklig in den
Punkten Z,, , z,, schneiden.

A

C
) 8
z, = zZ + ia zy =z — ia
z, =z — rf_az U, = 2 + \/m ™
|Z12—231|2 = |2iaf = 42°
2
Ij—izl - (2)
|Z12_231‘ — 3
2
231213 = (Z_ia)(2+ia)
Z4Zy = Zz+Zia—Zia—i232
231212 = z°—i*a’
Z31Zyp = z’+a’ ©
Flachenbetrachtung A, , .,
o MPs _ 21 —wal210= 254
2 2
rp, = ‘221_M4HZ12_Z31‘ (4)
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Vorbetrachtung 2 :

In der komplexen Zahlenebene C seien der Kreis K, und der Kreis 1, , mit den

Mittelpunkten z, , w, und den Radien r, , p, derart gegeben, dass die

Mittelpunkte auf der reellen Geraden liegen, und dass sich die Kreise rechtwinklig in den
Punkten z;, , z,, schneiden.

Im Raum CXxR seien Spharen S; := §, ; ., m Sy, := §, , itdenRadien s ,

Sy, gegeben, derart dass sie sich gegenseitig beruhren, und dass sie die komplexe
Ebene C inden Punkten 2z, , z,, berthren.

A C

R S
z z >
1 IJ4
231
Betrachtung von ,,rechts* :
S31
S
|S31_S12‘ 12
yéak
) o
Z31 212
2 2 2
|Z12—231| = (531"'512) - (331—312)
2 _ 2 2 2 2 2 2
|Z12—231| = S31 * £S31Sq2 + Sqp — Sz + £S3S12 — Sp2
2 1 4
|Z12_231‘ = 483815 = 2 (5)
S31812 |Z12—Z31‘
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Hatte man nun 3 sich bertuhrende derartige Spharen

sich folgende Gleichungen :

I ‘212_231‘2 = 45,83
I ‘223_212‘2 = 455358y,

dl ‘231—223‘2 = 453 Sy

llund lll nach 4s,;, umformen und gleichsetzen :

8212,512 ’

L S
s, = 23 S, = 23
|223—Z12|2 _ |Z31—223‘2
S12 S31
s = |231_223|2
31 = 2 S12

|223_Z12|
Sz; in |
|Z12_Z31|2 = 454,83

2
|Z12_Z31|2 = 4sy, ‘231_—224 S12
‘223_212|
|Z12—Z31|2 ‘223_212‘2 _ 4.2
|Z31_223|2 "
|Z12_231| ‘223_212‘ _ os
|231_223| - "
|Z12_231| ‘223_212‘ — s
2|231_223| *
. = ‘212_231| |223_Z12‘ 1 _ 2|231_223‘
" 2‘231_223| ’ S12 |Z12_231‘ ‘223_212‘
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Zyklische Betrachtung der Gleichungen I, II, Il :

s = ‘212—231‘ ‘223—212| 1 _ 2‘231—223‘ (6)
2 2|Z31_223| , Si2 ‘212_231‘ |223_Z12|
s, = ‘223_212‘ ‘231_223‘ 1 _ 2|Z12_Z31| (7)
= 2|Z12_231| ’ S23 ‘223_212‘ |Z31_223|
s = ‘231_223‘ ‘212_231| 1 _ 2‘223_212‘ 8)
¥ 2|223—Z12| ’ S31 ‘231_223‘ |Z12_231|

Die Radien der sich gegenseitig berihrenden Sphéren sind also eindeutig durch die
BerUhrpunkte z, i=j , i,j € [1;2;3] der Spharen mit der komplexen Ebene €

bestimmit.
Die Mittelpunkte der Spharen in CXIR sind dann (zij|sij) 0%, i,j € [1;2;3]

j

Hieraus ergeben sich nun

1 _ 2|231_223| 2|Z12_Z31|
S12S23 |Z12_231‘ |223_Z12| |223_Z12| ‘231_223‘
1 4
= , 9
S12S3 ‘212—w23|2 ©)
und analog
1 4
= 10
523831 ‘223—231‘2 19)
1 4
= 1
S31512 ‘231—212‘2 )
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Lemma1:

In der komplexen Zahlenebene C seien der Kreis K, und der Kreis |, , mit den
Mittelpunkten  z, , w, und den Radien r, , p4’ derart gegeben, dass die
Mittelpunkte auf der reellen Geraden liegen, und dass sich die Kreise rechtwinklig in den
Punkten z,, , z,, schneiden.

Im Raum CXR seien Spharen S;, := S,  , Sy = §, ; mitden Radien s ,
Sy, gegeben, derart dass sie sich gegenseitig berthren, und dass sie die komplexe
Ebene C indenPunkten 2z, , z,, beruhren.
A C
Z12
r, / \
<A
)
Z1 & |J,4
231
Dann gilt :
1 1 1 4
(a) 7tz =
ry P4 S31S12 |Z12—231|
(b) Zi+ ﬁ _ %2 _ 42524,
rf pi 831812 ‘212_231‘2
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Beweis zu (a):

_1|_\
=N

_1|_\

_1|_\
= N

- N

_1|_\

ﬁ|_\
=N =N

ﬁ|_\

= N

_1|_\

=N

1

2
4

ke

1

2
4

-

1

2
4

e |—\ ke
~N

D |- D | =
ININ INEN

T | =
AN

2 2
My + Py
2 2
P4

2
Z [—
_ [z1-wa[ Mit Gleichung (4) :

(r1 p4)2
_ |Z1_M4‘2
(‘21_M4HZ12_231‘ )2

2

‘21_M4|2
‘21_M4|2|Z12_231‘2
4

4‘21 _M4|2

|Z1 - M4‘2|Z12_ Z34 |2

. Mit Gleichung (5) :

|Z12_231‘2

4 1

P4

1

_ |Z1—M4HZ12—Z31‘

_ 4

S31S12 |21,— 25 |2

= = Also ist (a) gezeigt .

|z12—231|2 S31S12

Beweis zu (b) :

Nach Gleichung (1) ist

2
7 2

(Z_\/r1_a) Mzzt _
2 2
ry P4
(22 — 2zyri-a® + rf—az) ul
2 > =
ry P4

2 2 2
z 2z4ri—a a’ Wy
5 -z +t1-= > =
r r r P4
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2 2 [2 2 [2 2
Z4 w, _ z2° 2zyri—a a’ z>  2zyp,—a
>t 5 = 5 -z +1 - St +1-
ry P4 ry ry ry P4 P4
2 2 2 2 2 2
22 w11\, Jri-a®  ypi-a a?  a’
5t 5 = |Ftz|z v 2z 2 2 2 - |5+ 3
ry P4 Ny Pq4 ry P4 P4 ry
Wegen Lemma 1 (a) , (1), (2)
2 2 2
11 4 1 a> a a®
—- + - = > = — = - + - = 1 = > = 1
Fv Pa 121224 a I P4 rq
a® ’
= =
P4
und
@ ;8
2 [2 2 2
_yhma o VP M + Pa
r2 2 - r p4
1 Pa 1
a’ a’
2 2 2 2 2
r—a py—a P4 r
-2 * 2 -y * P4
r P4 1
7 2 2
_yh—a o vpema o a , a
2 2 =
r P4 M0y P14
r’—a’ Vpi—a’
— + - = O
2 2
ry P4
folgt
2 2 2 2 2 2
22 w11\, Jri-a®>  ypi-a a?  a’
ot = |tz |7 o+ 2z - 5 2 2- |z +3
ry P4 Ny Pq4 ry P4 P4 ry
2 2
Z
—1+M—;‘= 1—2+1—222+22-0+2—1
ry P4 My Pq4
2 2
Z
I R (B
2 2 27 2
ry Pa My Pq4
Wieder wegen (a)
2
1 1 4 1 1 a
>t 5 = = = = 1 =
r Py |Z12—Z31| a S31S4 S31542
1 1 1
= - + — =
f P S31S12
folgt weiter
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1 2 4 a’
831812 S31S12
1 2 2 :
2%+ @’ Gleichung (3) zyz,, = 2’+&’
S31842
Z31212
S31S12
Z..Z 4z..7 . ;
N7 T2 Also ist (b) gezeigt .
S,,S i
31912 ‘212—231‘
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Vorbetrachtung 3

Gegeben sein drei sich gegenseitig beriihrende Kreise K, := K,, , i € [1;2;3]

Dann geht der Inkreis
Ziz s Zpz 5 L3

l, :== 1, des Dreiecks Az,;z,z; durch die drei Berihrpunkte

und schneidet damit die drei Kreise rechtwinklig.

K

2

e

Der Inkreis
t; mit

t, = |21z -t

I, definiert auf dem Dreieck Az,z,z, die Tangentenabschnitte t, , t, ,

ty = |z,z5] — 1,

ty = |zszy] — t5 .
Also folgt

t, = |z3z4| — t5

t, = |z3z4| — (|zzz3| - tz)
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ty = 1232 = (122 — (122 = )

ty = [z324] = |z,z5] + |242,] — 4
2ty = |z3z4| — |Z2Z4] + [24Z)]
t = |Z324| — |z223] + |42,
! 2
t = |Z3z4| + |242Z5] + [2,2Z5] — 2|z,24
! 2
|z3z4| + |Zz125] + 2,23
t1:231 123 223 12,2y
= J bei U der Umfang des Dreiecks ist
1= lz,z,] , wobei er Umfang des Dreiecks ist.

Durch zyklische Vertauschung erhalt man die anderen Tangentenabschnitte

U

t, = 5 2524
U

t; = > 1212,

Man zeigt nun, dass die Tangentenabschnitte t, , t, , t; jeweils identisch mit den
Radien r, , r, , r; derdreiKreise sind :

2ry + 2r, + 2r; = U

ro+r, +r =

2
U U
=5 - (ry+rs) = > - 2,2,
U U
A (ry+ry) = 5 |2,
U U
s = 5~ (ry+r,) = 5 |2,2,|
Also geht der Inkreis I, := |,, des Dreiecks Az;z,z; durch die drei BerUhrpunkte

Beruhrpunkte z,, , z,; , zs;; undschneidet damit die drei Kreise rechtwinklig.
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Nach der Heronschen Formel gilt fir den Flacheninhalt A des Dreiecks Az,z,z; :

A = \/g—(g— —~ ‘Z1ZZ|)(;J_ — ‘zzza|)(g— — ‘2321|)

A = ;J_(lzJ_ — |z1zz‘)(l2J— — |zzz3‘)(2! — |z3z1‘)

Ist der Radius der Inkreises I, gleich p, , so gilt auRerdem

U
A= 2 P4
_ A
p4 Q
2
AZ
942 = U 2
(2_)
Uu(u U U
2|2 ‘2122‘ 2 ‘2223‘ 2 ‘2321‘
2
Ps = U 2
(2_)
U U U
7 2:2,) > 222 > |22
2
p4 = H
2
Wegen
r,+ 6, +r, = v
2
Y
ry = > ‘2223‘
U
=5 - 252
Y
rs = 5 ‘2122‘
folgt
p2 _ rirals
4 [+ry+ry
1 IqHnptr
942 FLPIE
1 1 1 1
— = + +
P4 ryry P rsry

1_:\/1 L1
Pa Ml Tl Tghy
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Lemma 2

In der komplexen Ebene seien drei sich gegenseitig beriihrende Kreise K, := szr‘ ,
i € [1;2;3] mitden Berilhrpunkten z,, , z,, , zs gegeben.
Dann geht der Inkreis I, := |, , des Dreiecks Az;z,z, durch die drei Berlhrpunkte

und schneidet damit die drei Kreise rechtwinklig (nach Vorbetrachtung 3) .

Aufllerdem seien im Raum CXR die eindeutig bestimmten Spharen §; := S, mit
den Radien s; , i#], I,j € {1;2;3} gegeben, derart dass sie sich gegenseitig
berlhren, und dass sie die komplexe Ebene C in den Punkten z; berGhren .

Dann gilt :

1 1 1 s i~ [4.9.a]
a — = — 4+ —| , i#j, i,je 1;2;3
(a) s, et j j €l J
b (M = A%, %I L

% ry Iy rp fa rs Iy

Beweis zu (a) :
Nach der Vorbetrachtung 3 ist

1 1 1 1
— = + +

2
04 rry rars sl

Nach Lemma 1 (a) gelten dann die drei Gleichungen

1 . 1 _1 1 N 1 1 N 1

2 2 2 2 = 2 2 =

r Py S31845 r, Py S12823 s Py S23S34

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

St —t—t— = Sttt = Sttt =

ry T4l Tofg T30y $31812 r, Fqfy Tals T3l $12S23 ry Tyl TFaly T30y $23831

LIPS N | A I R LIPS R | S B R LIPS R | S B I

rs Fy J\Fq r S31512 r ra J\l2 rs S12S23 Iy rs J\ls ry S23S31
Wenn man zum Beispiel nach ;— umformen wollte wirde man die 1. und 2. Gleichung

12
nach ;— bzw. nach ;— umformen und die Terme in die 3. Gleichung einsetzen :
31 23
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1 1 1
— = — 4+ —
Sy3 P ra

1 1 1

_— = — 4+ —

S31 I3 ry

Damit ist (a) gezeigt .

S (IR IR
$42823 Iy o [\l ra

1

S23531
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Beweis zu (b) :

Den Beriihrpunkt  z; = K,,NK,, , i#j , i,j € [1;2;3] bekommt man wie folgt:

z-z
Z, =z + r——
r+r,

(ri+ rj)zi + ri(zj—zi)
Y r+r,

riZi+eri + ri ZJ_ I'iZi
T r;

rz + rz
U M+,

Mz, + 1.z
rr,
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Also ist

21, 2
r1 r2
Z, = 12
12 1_ . 1_ ( )
ry rs
L %
ry M
Zow = 13
23 1_ . 1_ ( )
ry rs
Zs . 4
I r
Z, = 14
31 1_ . 1_ ( )
M ry
1 1 1 oL
NachLemma2(a) - = _—+ - , i#j, ij¢€ (1;2;3] folgt :
ij i j
2 2 L % Zs 4
r.] r2 r2 r3 r3 r.]
Z., = N . Zag =
12 1— 23 1— 31 1—
S12 S23 S
Z Z Z
22 _ %4 & (15)
Sq2 ry ry
Z Z Z
f38 _ 2 L33 (16)
Sy3 ry rs
Z V4 Z
i et i (17)
S31 M ry

Aus Lemma 1 (b) folgt zusammen mit den drei Gleichungen :

2 2
21, M ZaiZe

2 2
r oy S31S12

2 2
Z1 M _ Zar Zip

2 2
ry P4 S31 Sp2

2 2
Z Z Z Z z
= “_; e T I e
r 04 rs ry |\l P

Komplexer Vier-Kreise-Satz von Descartes 16



Damit ist (b) gezeigt .

2 2

W _ (B, 5| %, %22 _ &

2 2

P4 rs ry ry ra r

2 2
Wa _ ZZ1 | %23 [ %41 4% Z1
2 2
P4 L Mol r rqfy r
2

We _ ZZy | 22y Z4Z

2

p2 rar, rr, rr,

2

W _ 22 | 22 %7

2
p2 r.r, r,rs ryr,
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Der komplexe Vier-Kreise-Satz von Descartes :

Sind in der komplexen Ebene € vier sich paarweise berihrende Kreise K; := K, ,
i € [1;2;3;4] gegen, so gilt

2 2 2 2 2

Z Z Z Z Z Z Z Z
e T R R

r1 I’2 r3 r4 r1 I’2 r3 r4
Beweis :

Im Bild sind die Kreise K, , K, , K; , K, dargestellt. Die sechs Berlhrpunkte der
Kreise seien z; = KinK; , i#j , i,j € (1;2;3;4]

Man betrachtet nun die sich paarweise berihrenden Kreise |, ;= I,, , | € [1;2;3;4] |
welche durch jeweils drei der BerUhrpunkte gehen und die jeweiligen Kreise senkrecht

schneiden. )
Aus Grunden der Ubersichtlichkeit ist nur der Kreis 1, durch die Beruhrpunkte

Zy, , Zy3 , Z3; bezeichnet.
K

2
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AuBerdem betrachtet man die sechs Spharen Sy :=S,,  i#], i,j € [1;2;3;4] ,
welche sich paarweise und die komplexe Ebene in den Punkten z; berihren, und fur die

nach Lemma 2 (a) gilt : 11,1
S; r r

Die Spharen sind nicht eingezeichnet, aber sie stehen zu den Kreisen K, — K, und
den Kreisen |, — I, in gleicher Beziehung (Lemma 2 (a)), das heif3t :

r 1.1 - r 1T .1

Sy r ry Sa4 Ps Pa

r 1.1 - r 1+t .1

Sy3 r rs So4 P2 Pa

1.1 - r_1 .1

S14 r1 r4 S23 p2 p3

o _1 .1 - r_1 .1

823 r2 r3 S14 p1 p4

o _1 .1 - r_1 .1

S24 r2 r4 S13 p1 p3

r_1 .1 - r_1 .1

S3y4 rs Iy Si2 P1 P2

Daraus folgt dann die Gleichungen

1 1 _ 1 1
R el (18)
1 1 1 1

S A (19)
1 3

1 1 1 1

S PR (20)
1 4

1 1 1 1

L T 21
r2+r3 Pt (21)
1 1 1 1

LI L 22
r2+r4 Pt P (22)
1 1 1 1

—t =t (23)

2
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Aus (12) folgt

Z, Z; 1 1

. — ==t |4
ry ra ry ra

Mit (18) folgt

Z Z

2o 2 (L 1,
ry ra ry ra

z,  Z,

2z _ (1, 1),
r, r, — \P3 Pgq |34

2o, s M
E+€_p3+p4 (24)

Entsprechend folgen die Gleichungen

20, % W W
r, * r, Pa T 0, (25)
Z4 Z, _M_Z !.,{_3
S A (26)

Z; Z3 Wy Uyg

A Y 0
2 %M
P A (28)
Zg % _ W W
P R o (29)

Zum Schluss betrachtet man folgenden Ausdruck :

Z, Z, Z3 Z, z, z, Z, Z,
2051452, 38 S — o2ty 222, B %
ry r, ry I, r, r, rs ry
z, z, Z; Z, z, Z, Z, Z, z, z, zZ, z,
R e . e 1
ry ry ry Iy, r r, ry ry r, r r, ry
z, z, Z; Z, z, z, Z, Z, zy z,\ 2z, z4| (25 z4
] i R P Sout RUN o PO Yo U, A o S o
ry r, ry 1, r r, rs r, ry r, r, ryf| \ry ry,
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zZ, Z z y4 z z z z z y4 z V4 z V4 z V4
(T2 T8 T - o2ty %2 g8 T 22 0 L [Ty 2T 33y
ry r, Iz Iy ry r, rs ry r, My ry Iy r, I, r, Iy
zZ, Z z z V4 z V4 V4 z V4 Z, Z V4 V4 z V4 V4 V4
2 _1+_2+_3__4 = 2 _1+_2 _1+_3 _2+_3 _3+_4 _ _1+_4 _ _2+_4 _ _3+_4
ry r, Iz Ty ry r, ry rj r, rj r; Iy ry Iy r, I, r; Iy
Nach (15) - (17) :
o| %122, %8 Za| _ ol %12 Zis  Zas Za  Zu Za e
ry fy I3 Iy Si2 Si3 Sz3 S34 S14 S24 S34
Transformation nach (24) — (29) :
z Z Z Z Z yA Z Z Z Z Z
(242,58 T4 — o 3 —24 Z14 e R R
ry ry f3 Iy S34 S24 S14 Si2 Sa3 Si3 S12
Zy Zp Z3 Z4 Wy Uy Uy Uy Wy Uy Wy Uy Uy Ug Wy Us L)
B o e B - o [ il LA [ L
2 ry ry ry r, 2 P3 "Pa P2 " Ps 1 Py P1 P2 P2 " Ps3 P1 " Ps P1 P2
2y Z; Z3 4 U YUy Uy Uy W Wy Wy Uy Uy WUg Wy Ug Wi U
— S| = 2l | ot A b b — 2
2 ry r, ry I, 2 Ps P4 P2 " Pa P1 P4 P1 P2 P2 Ps3 P1 Ps P1 P2
zZ, Z z V4 L L
2 _1.|._2+_3 _4 — 2(M_3+M_4) + M_2+M_4 !l .|.M_2 — M_Z_M_(S _!ﬁ _M_Z
ry ry ry r, P3 "Ps P2 " P4 Pa P2 P2 P3 P3 P2
Z yA yA V4 L L u
R B
r, ry ry I, 3 Pa 4 4 3 3
zZ, Z z z L
2| L4222 = 2( 3—4) +S—4 E—“
ry ry ry r, 4 4 4
zZ, Z z y4
p] PR A 43—4
ry ry f r, 4
MZ Z,. Z Z,Z Z,Z
. 4 12 23 3“1
Nach Lemma 2 (b) ist — = + , also
04 ryry r,ry rsry
zZ, Z z z zZ.Z zZ,Z Z,Z
o|Z F2, B A _ 4\/ 122 L% L%
ry ry Iz Iy rfy rars EL
z zZ, Z z zZ,Z zZ,Z Z,Z
2,52 % e 2\/ 122 %2Zs | ZaZ
ry Ty I3 Iy riry P1E] r3ly
zZ, Z z z 2 zZ.Z Z,Z Z,Z
21, % %5 Za| 122 Z2%3  Z3%
ry r, Iz Ty ryry, ryrs rsry
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Z,
ry

N
|

— —_
N

2 2 2
zZ zZ Z Z.Z Z.Z Z.Z Z.Z Z,Z Z,Z
22| (B8] 28] 4 o B12%2 5 %1% 124 _ 122 Z2%s 324
r, rs My ryry ryrs ryry ryry ryrs r3ry
Z,Z Z,Z
N L 224
rry rry
Z.Z
_ 2 374
r3r4
zZ zZ Z Z.Z Z.Z Z,Z Z,Z
Z 2 L% _ 12 _  HlH% 2% | Z3Z
r, rs My ryry ryro rrs rsry
Z,Z
2 2<4
rry
Z,.Z
_ 2 374
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Damit ist der komplexe Vier-Kreise-Satz bewiesen .

Komplexer Vier-Kreise-Satz von Descartes
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