Die Eulersche Zahl e

(Leonhard Euler , 1707 — 1783, Schweizer Mathematiker)

Man betrachtet die unterjahrige Zinseszinsung des Kapitals K, = 1 zum Zinssatz
p = 100% = 1 prodahrin n Zinsperioden:

n
K = (1+1—)
n

Gibt es den Grenzwert lim (1+ 1—) ?

n-= o n

K = K, 1+p—)

Behauptung:

n n+1
(1+r11_) X (1+E) ] ist eine Intervallschachtelung und hat demzufolge das
neiN

Zentrum
n n+ 1
e:= lim (1+1—) = lim (1+1—)
n-=>o0 n n= o n

Beweis:

e, = (1+:\—) ist monoton steigend, was man durch Abschatzung mit Hilfe der

Bernoullischen Ungleichung (1+x)n >1+nx , x >—1 , firzeigen kann:

1+ n+1 n+2 n+1
n+ _\n+1
n+1|"
n

i) {2
_\n+1 n _ (n(n+2) )n+1.n+1
(

et | n+1)? n
n
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n+ 1
fi= (1+ E) ist monoton fallend:
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Aulerdem sind

n n+ 1
(1+1—) < (1+1—)
n n

und

Also haben wir eine Intervallschachtelung mit dem Zentrum e

n n+ 1 n n+ 1
[(1+1—) < e < (1+1—) ] und e:= lim (1+1—) - (1+1—)
n n n->o n n->ow n

Die Zahl e heif3t Eulersche Zahl, nach Leonhard Euler , 1707 — 1783, Schweizer
Mathematiker .

Ein Naherungswertist e ~ 2,718
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Leonhard Euler (1707 - 1783), Pastell von Emanuel Handmann, 1756

https://de.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
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https://de.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler

Stetige Verzinsung allgemein

Man betrachtet die unterjahrige Zinseszinsung eines Kapitals K, = 1 zum Zinssatz
p prodJahrin n Zinsperioden:

K:KO(1+%) , peEQ, p=0
K:(1+2—) , peQ, p=>0

n-=> o n

Gibt es den Grenzwert |im (1+ p_) ?

Man kann ohne Beschrankung der Allgemeinheit davon ausgehen, dass 0 < % <1

ist, also ;— > 1
Zu jedem n gibtesdannein k, € IN mit
n
k, < = < k,+1 ,also
Y
K.+ 1 n K,
Dann folgt:
1+ 1 <1+2 <14
k.+1 n

S (
Ko+1 -1 n K,
1+ 1+1 < [1+2p < 1+1— 1+1—
k,+1 k,+1 n K, K,
1 k +1 1 —-1\P p n 1 k, 1 p
(1+kn+1 ) (1+kn+1) < 1+n— < 1+E 1+E

Die linke und die rechte Seite streben wegen der Stetigkeit der Funktion y = x°
p € Q jeweilsgegen (e1f = e .

Also ist lim (1+p—) = e .

n-=>o0 n

Definition :
Die Funktionen f: R ——= R mit f(x) =e fir x >0, und

f(x) = — fir x < 0 heiRt Expontentialfunktion zur Basis e
e
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Ableitung der Exponentialfunktion

Frage :

Setzt man speziell

]
-

ex+h . ex
lim
hs0 h
im & ¢ — ¢
h=>0 h
e"” — 1
lim e*
h>0 h
h
.oe -1
e* - lim
hs0 h
h
. e — 1
lim ?
hs0 h
h= 1
n H

n+1
< ec< (1+1—)
n

<ec< 1+1 )
n_

1+— < eH < 1+1
n—1
1
T <e" -1« 1
n n—1
1
e" — 1 n
1< <
1 n—1
n
1
e" — 1 1
1 < 1 < 1+ 7
n
1
. 1 _ . e
Wegen lim 1+n—1 = 1 folgt Iim
n

— 1

n € N ,so folgt:
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Setzt man speziell h = — :]— , ne€IN ,sofolgt:

Wegen I|m 1———— =1 folgt lim ———— = 1

n-»o0 n+1 n-=>w

Also ist lim = 1 undesfolgt:
h-0 N

X

Die Ableitung der Funktion y = e ist gleich der Funktion
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Ableitung der Exponentialfunktion (ausfuhrlich)

(ex)' = lim e — &
h->0 h
(ex)' = lim ' - e — ¢
h=>0 h
(e")' = lim ¢&* e — 1
h->0 h
(ex) = €& - lim e — 1
hso h
h
Frage: lim 2 — 1 ?
h=>0 h
Setzt man speziell h = :T , n € IN ,sofolgt:
n n+1
i <o
n n
n n—1
1
1+1— < e" < 1+1
n—1
1
T <e" -1« 1
n n—1
1
e" — 1 n
1< <
1 n—1
n
1
e" — 1 1
1 < 1 < 1+ 7
n
1
1 " -1

Wegen Ilim 1+ . = 1 folgt Iim c

n-w n— n-w

n
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Setzt man speziell h = — :]— , ne€IN ,sofolgt:

. 1 .
W I 1-——— =1 folgt | — =1
egen lim " olgt lim

n-=>w

Sei nun (hn

neN ’
n->w

Dann gilt:

) < 1 firfastalle n e N ,und

1
k < — < k+1 ,
n hn n+
also
1 1
- s|hn\sq, k., € N ,
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1 1
_ESh"S_kn+1<0 oder 0<kn+1Sh"SE , ko, €N
Wegen I|im h, = 0 ist Ilim k, = o
Dann folgt :
1 1 : C
i <h < - e oder e“"! < e < e"
1 1 1 1
e -1 <e™ -1 <e " 1 oder e« 1 < e™ -1 < e —1
_1 1 1 1
k h k,+1 k,+1 h k
e " —1 e" —1 e " -1 e —1 e" —1 e —1
h > h = oder h < h < h
1 1 1 1
Kk h, k. +1 k. +1 h Kk
e -1 e" —1 e " -1 e -1 e" —1 e —1
> > <
K = h, =1 oder 3 = h, =1
k,+1 K, k,+1 K,
1 1 1 1
i Tk ko1 h
e “—1 k+1 _ ™1 _ e 1 et —1 e —1 gk —1
1 K, > . > i — oder 1 < h < 1
kn kn"'1 kn+1 E
Das heif3t
he hn _
im T 1.1 oder  lim & =1 = 4
e" — 1
Also ist lim = 1 undes folgt:
h-0
S x . e —1
(e ) = e - lim
h=0
o] = @

Die Ableitung der Funktion y = e

X

ist gleich der Funktion y = e
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Schaubild der Exponentialfunktion y = e
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Schaubild der Exponentialfunktion y = e’

wxMaxima17.10.1

wxplot2d([exp(x)], [X,-3,3], [y,-1,25])$
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Ableitung der Exponentialfunktion (Alternative)

Die Funktonen f : R ——= R mit y=flx] =a* , aeR, a>0,
heit Expontentialfunktion zur Basis a
Ableitung der Exponentialfunktion :
@ = fim @2
h-0 h
(ax)' = lim ' - a - &
h»0 h
(ax)' = lim a* a' -
h>0 h
@] = a - lim a’ - 1
h->0 h
a" — 1
Wenn der Grenzwert g := lim existiert, ware (a")' = a“g , die

h->0
Ableitungsfunktion also proportional zur urspringlichen Funktion mit dem
Proportionalitatsfaktor g .

Die Frage ist nun :

Gibt es eine Basis a , so dass der entsprechende Proportionalitatsfaktor

a" — 1
g = lim 1 ist, und dass also gilt
hso h
@ = @ 2
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Plausibilitatsbettrachtung :

h
Falls lim & —"1 — 4 ist, wiirde gelten :
h-=0

Zujedem € > 0 gibtesein n, € N ,sodassfuralle n > n, gilt:

1 — e < 1 < 1+ €
n
1 — € 1; 1 + ¢
< a -1 <
n n
1
1 + 1 - ¢ < a < 1+ 1+¢

n n
(1+1_€)<a<(1+1+€)

n n
Iim(1+1_e)saslim(1+1+e)
n-o n n->o0 n
e1—e < a < e1+e
ee‘ < a < e-e€

1 1 1
Far e = PR k € N ,wirde lime * = lime* = 1 gelten, und es folgte :
k= k=>w
_1 1
ee ¥ < a < eé€"
_1 1
im ee ¥ < a < lim ee"
k= ko0
el < a =< e
e < a < e
a = e Eulersche Zahl
Folgerung :
Die Exponentialfunktion 'y = e mit der Eulerschen Zahl e ~ 2,718 als Basis

reproduziert sich beim Ableiten :
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Bemerkung :

X

Bei der Definition der Exponentialfunktionen y = e* bzw. y = a*, a € R, ,
auf R , und auch bei der Herleitung der Ableitungen, wird deren stetige Fortsetzbarkeit
auf IR sowie die Vererbung der Potenzgesetze fur reelle Exponenten vorausgesetzt !

Vergleiche hierzu :

Arno Fehringer : Stetige Fortsetzung der Exponentialfunktionen auf IR , 2016
https://mathematikgarten.hpage.com/get_file.php?id=31388087&vnr=474731
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