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Komplexe Zahlen [Kurzwiederholung]

Fur die imaginére Einheit i:=v—1 gilt ii = i = —1 .Die Zahlen V-a , a € R ,
a > 0 haben die Darstellung v-a = V[-1]-a = V[-1)]vVa = i-a .
Beachte :

V=a/=b = J[-a)[-b) = Vab = Vavb istfalsch!
V—a-/=b = iva - ivb = #Va/b = (-1)vavb = — Vavb st richtig !

Die Menge der komplexen Zahlen ist definiert als :

C = [z=x+i'y | x,y €R]
Der Multiplikationspunkt kann auch weggelassen werden !

Die Zahlen x , y heillen Realteil und Imaginarteil von z :
x = Rlz) , y =3[z

Die Menge C bildet zusammen mit der Addition und Multiplikation einen Korper :

Zy + 2, = Xq+iryy + Xy,

z, +z, = (x1 + xz) + i-(y1 + y2)

Z, -2, = (x1+i-y1) - (x2+i-y2)

Zy © Zp = X4Xp = YqY2 * i'(Y1X2 + X1Y2)

Geometrische Darstellung der komplexen Zahlen in der Ebene

iR A

y [ Z = X+iy

f . ) o8
1 X R

zZy -2z, = (x1+i'y1) : (X2+i'Yz)
Z = rcos(q) + i(rsim'cm)
z = ricos(g) + isin(g)

Die Zahl r = vx* + y* heiRtdie Ldnge von z , geschrieben |z|
Die Zahl ¢ = arg(z) heiltdie Argument von z .
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Die Addition entspricht der Vektoraddition :

iR A

Z, + Z,
YitYo frmmmmmmmmmemoe 75 ,
Yo
L, i
Z4 ! !
1 ' Y4 :
— : )
X4 X1+ X5 R
Zy + Z, = XX, + i-(y1+y2)
Die Multiplikation ist eine Drehstreckung :
iR A Zy " 4
Z4
(PRt
P4
4 Z,
Py
: )
IR
z, -z, = r1(COS((p1)+iSin(cp1))rz(COS((pz')+iSin(:(p2))
z, -z, = r1r2(003(cp1)c03(cp2) — sin(@y)sin(g,) + i(sin(cp1)cos(tpz) + COS(cp1)Sin(cp2)))
z, -z, = I’1r2(COS(cp1+(p2) + i(Sin((p1+(p2)))
Bemerkung :

Die Multiplikation mit der imaginaren Einheit i ist eine Drehungum 90° .
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Konsequenzen :

(1) Far z = rlcos(g)+isinjg)]] , zZ = I‘(COS(—cpHiSin(—(p]) = r(COS(cp‘;—isin(cp)
folgt
zZ =1> = x* + y? , arg(zz] = ¢+ —¢ = 0
zz = |7
Die Zahl Zz heil3t die zu z konjugiert komplex Zahl .
(2) Esgilt:
Z ¥ 2, = 7, + 5
Z, - Z, = Z; - Z,

(4) Fir z = z ist 3(z) = 0 ,dasheift z istreell .

Fir z = —Z ist Rlz) = 0 ,dasheift z istimaginar.
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Die Formel von de Moivre
(Abraham de Moivre , 1667 — 1754, frz. Mathematiker )

(cosq + ising® = (cosq + ising|(cosq + ising)

(cosq + ising/® = cos’p — sin*g + i(singcosg + cosgsing

(cosq + ising® = cos2¢ + isin2¢

(cosq + ising]> = (cosg + ising|*(cosq + ising)

(cosq + ising]> = (cos2¢ + isin2¢](cosq + ising)

(cosq + ising]> = cos2gcosg — sin2¢sing + i(sin2¢pcosy + cos2¢sing
(cosq + ising]> = cos3¢ + isin3¢

Durch Vollstandige Induktion zeigt man, dass gilt :

(cosq + ising|" = cos(ng| + isin(ng|]| , ne N
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Ahnliche Dreiecke

Die Zahlen z, , z, , z sollen die Eckpunkte eines Dreiecks Az,z,z in der
komplexen Zahlenebene darstellen.

Gegeben seien die ahnlichen und gleichsinnig orientierten Dreiecke Az,z,z ,
Aw,w,w . Die Schreibweise ist Az,z,z ~ Aw,w,w .

Mit
2,~2,=|2,~ 2,|(cos (@, +isin(@,)| . z—z,=[z—2|[cos (¢ +isin(g)
und
W,—W,=|W,—w,|[cos(6,)+isin(6,]) , w—w,=|w—w,|cos(0)+isin(6]]
gelte etwa
o=z _ e w e =
|Z—Z1| = ‘W—W1| y o @ = <z = <w; = 0,-0
W2
iR A
Zy
w
z
Z,
1 w,
i )
R

Es folgt fir Az,z,z
2724 _ ( )( 1)
2=z,  (z-z[z-2]
2,-2, _ |2,~2,|(cos (@, +isin(@,)| - |z—2z,|(cos(@|—isin(¢)
z-2z, ‘z—z1|
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(COS((p2)+iSin(cp2)) . (COS(cp)—isin(cp])

z,~2, |2,-2|
z—z, 1z—2z,|
z,-2, 2,2,
z—z, |z—z|
2% _ ‘22_21‘
z-z, |z-z,|
2~ 4 ‘22_21‘
z-z, |z-z,|

(COS((p2)+iSin(cp2)) ~ (COS(cp‘;—iSin(cp])

(COS((pZ)COS(cp,] + sin(@y)sin(p) + i(sin(cpz)COS(cp,] - COS(cszsin(cp)))

(COS(cpz—cp] + iSin(cpz—cp))

Analog folgt fur Aw,w,w
W,—W wW,—W o
w72—w11 = }w2—w1\1| (cos(ez—e) + |S|n(62—8))
Wegen Az,z,z ~ Aw,w,w st |ZZ_Z1| = \wz—w1\ P—@ = 0,—
142 1 W2 |Z—Z1| ‘W—W1| » P2 2
folgt :
z,~ 2, W,— W,
z—z,  w—w,
Satz uber gleichsinnig ahnliche Dreiecke
. — Z,— 4 W~ W,
Az,z,z ~ Aw,w,w gleichsinnig = 7 T w—w
1 1

Ist Az,z,z ~ Aw,w,w gegensinnig, so ist

somit Az,z,z ~ Aw,W,w gleichsinnig, und es folgt der

Satz uber gegensinnig ahnliche Dreiecke

i I 22—21 W2—W1

ANz,Z,Z ~ AW, W,W gegensnng = _— =

142 1 2 Z—Z1 W—W1
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Determinantendarstellung der Verhaltnisgleichungen ahnlicher Dreiecke

Az,z,z ~ Aw,w,w gleichsinnig

z,~z, W,— W,
= =
z-2z, W—Ww,
< Z,W — Z,W, — Z,W + Z,W = ZW, — ZW, — Z,W, + Z,W,
o Z,W — Z,W, — Z,W = ZW, — ZW, — Z,W,
< Z,W — Z,W, — Z,W — ZW, + zw, + Z,w, = 0
= 21(w2—w) - W1(22—W) +z,w —zw, =0
z, w, 1
A z, w, 1 =20
z w 1
Analog :

Az,z,z ~ Aw,wW,W gegensinnig

zZ,—Z W,—W
PN 2 1 — 72 71
z-2z, W—Ww,
z, w, 1
i z, w, 11=20
z w 1
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Gleichung der Geraden g durch A inRichtung a

iR A
g
4
a
A+a
— A
: >
R
g : z = A + sa , SER
ZZA _ g , s €R
a
_ z-A _ Z-A
g a a
az — aA = az — aA
g az — az = aA — aA
Schnittpunkt der Geraden g und h
g az — az = aA — aA | b
h: bz-bz=bB-bB | a J -
lab—abjz = (aA-aAlb — (bB-bBJa
@aA-aA)b — (bB—-bBja
Z = —
ab—-ab
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Gleichung der Geraden g,, durch

iR A

Z,

)

Die Linien Az,z,z ,

NI

Z;

AZz,Z,z sind kongruent,

z,—z z,—Z zy z; 1
2 1 2 1 -
= =0
gz1z2 z—z, z-z, A z, 32 1
z z 1
Gleichung der Mittelsenkrechten m, ,
iR A
Z;
z
T mZ1ZZ
Z4
: )
R
Az,z,z ~ Az,z,z gegensinni L4 _ LThH
122 2212 9€g g 27, ~ 7-z,
z,~7 z,~2 Zy % 1
m, ., I 71 — 2 A z, Z, 11 =0
1% z-2z, z-2, "
z z 1
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Gleichung der Geraden g,, durch =z, , z, [Alternative]
iR A
Z
z
1 ,
: »
IR
gzﬂz2 zZ = 2z, + S(Zz - 21) , S €ER
z — z,
=S , S €R
Z, — 4
_ z —-zy _Z-Z
Jz Z, — 44 - zZ, -z,
(22 — 21)2 — (22 — 21)21 = (22 — 21)2 — (22 — 21)21
92,2, (22 - 21)2 - (Zz - 21)2 = (22 - 21)21 - (Zz Z1)21
(22 — 21)2 — (22 — 21)2 = 2,2, —z1_21 — Z42Zy +z1_21
9z 2, (22 - 21)2 - (Zz - 21)2 = 2,24 — Z,Z
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Gleichung der Mittelsenkrechten m,, [Alternative]

iR A

) o8
IR
: : z,+z, . , (z,—2,
Die Mittelsenkrechte m, , geht durch den Punkt 5 in Richtung |(2 )
senkrecht zu 22-2' . Die Multiplikation mit i , il = 1 , bedeutet eine Drehung um
90° entgegen des Uhrzeigersinns .
me = aER] L eR
_ 4t
2 = i , teR
22_21
2
Z+2, Z+2Z,
2 _ 2
Z;—2, Z,-7,
2 2
2z — (z1+zz) B z — (21+22)
2,724 Z,~2,
2z — (z1+zz) -2z + (Z1+22)
Z,—Z4 Z,- 7
2(22—21)2 — (22—21)(z1+22) = —2(22—21)2 + (22—21)(Z1+22)
2(22—21)2 + 2(22—21)2 = (22—21)(z1+22) + (22—21)(21+22)
2(22—21)2 + 2(22—21)2 = 2,Z,+2,2,~2,2,—2,Z, + Z,Z,+2,2,~2,2,~2,Z,
2(22—21)2 + 2(22—21)2 = 22,2, — 22,2,
m, (Z,-2,)z + (z,-2))z = 2,2, - 72,
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Bemerkung :

Die aufgrund der Ahnlichkeitsbetrachtungen von Dreiecken gewonnene Formel fiir die
Mittelsenkrechte m, , % = % ist aquivalent zur alternativ gefundenen,
1 2

die man durch Umformung erhalt :

z,-z, _ Z,-2,

z-z,  z-z2,

z-z, _ z-1,

z,-z,  2,-2,

(21—22)2 - (21—22)21 = (22—21)2 - (22—21)22
\z,-2,)z, — (2,-2,))z, = - (2-2))z + (z,-2,)Z
(22—21)22 - (21—22)21 = (22—21)2 + 2(22—21)2
2,2, — 2,2, — 2,2, + 2,2, = (Z,~2)|z + z[z,~z,)Z
2,2, — 2,2, = (2,-Z,)z + z(z,~2,]z

(z,-2,)z + z(z,~2,)z = 2z,2, - 2,2,

Es gilt fir die Mittelsenkrechte also auch die Verhaltnisgleichung :
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Gleichung der Lotgeraden | von P auf g

iR A P e

Lotgerade

| : z =P + tia

z—P — i

a

z-P _ _z-P
a a

, = alP+A) + alP-A]
- 2a
F = g(éP+A) + alP-A)

Geometrie in der komplexen Zahlenebene
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Abstand d(P,g) des Punktes P von g

d(P,g| = |[P—F|
P.F =P — 5(_P+A) + alP-A]
2a
P_F = 2aP - alP+A] — alP-A)
- 2a
p_p — 2aP-aP-aA-aP+aA
~ 2a
p_p - aP aA—aP+aA
- 2a
p_f = 2P-A)-alP-A) - p _ aA-P]-alA-P|
2a 23
p_pp = aP=Aj-alP—A] alP—Aj-a[P-A)
~ 2a 2a
p_pf = 3P=Al-alP-A] ~ alP-A|-alP-A)
- 2a 2a
opp o eP-AlalP A’
4aa
P-Fl = = if:‘_A)_a(P_A) Vgl. Seite 20 !
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Bedingung fur Parallelitat und Orthogonalitat der Geraden g und h

g az — az = aA — aA

h bz + bz = bB + bB

b Il a = b=va, veR
b _
— =V
a
b _b
a a
ab = ab
ab —ab =0

b 1 a = b=via, veR
b .
= = Vi
a
b __ b
a a
ab = - ab
ab+ab =0
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Nochmals LotfuBpunkt F von P auf ¢

iR A

Po

al F-P =

al| F-A o

al2F-P-A) + a[-P+3) = 0
al2F—(P+A)) — a[P-A] = 0
2aF-a(P+A] — alP-A] = 0

2aF = a(P+A) + a[P-A]

Geometrie in der komplexen Zahlenebene
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Kosinussatz

iR A

Gegeben sei das Dreieck AABC mit den Seiten b = C-A
a = C—-B , also nicht in der Ublichen zyklischen Anordnung.

= aa
lal* = (~b+c|(-b+c]
la]® = |bf + |[cf — (bc + bg Kosinussatz

Was bedeutet (bc + bt| ?

Mit b = |b\(003cpb + iSincpb) , C = |c\(003cpC + iSincpc) folgt :

lbc + bc) = [blc|(cosg,—ising,|(cos p.+ising,| + |bllc|(cos g, +ising,|(cosp,— ising,

bc + bc]

|bHc!(coscpbCOScpc+sincpbsincpc—i(sincprOScpC - COS(prinq)c))
+ |b||C|(COScprOScpc+Sincprincpc+i(Sin(prOS(pc — COScprincpc))

(bc + bc) = 2 |b|lc|cos (g, —a, , P— P, = O
[bc + bc) = 2 |b|lc|cosa

Inneres Produkt der Zahlen b , c

b ; w = |bl|c|cos o

Bemerkung :

Das innere Produkt ist gleich dem Skalarprodukt in der geometrischen Darstellung,
wenn man sich auf die entsprechenden Vektorenfur b , ¢ bezieht.
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Satz des Pythagoras

iR A

i ) o
IR

Gegeben sei das Dreieck AABC mit den Seiten a = B-C , b = A—C und dem
Winkel vy .

Nach dem Kosinussatz gilt :

lcf = |al’ + |of = (@b + ab)
of = faf + bf — 2 22220 223D _ jgpcosy)
y =90° o Jalb|lcos90°) =0 o 22 ; ab _y o lab + ab = 0
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Revision : Abstand d(P,g) des Punktes P von g

iR A P e

—
' »
R
. - i|Z|(P—A) + i|—Z|(P—A B
Tl o P-A = 5 = |H|P—A|cos(<P)
E(P—A) + i|%:|(P—A)
5 = |P—Alcos(<P]
i|a|(P—A) o |(§—K)
s = dP.g
ialP—A) 4|- |ia(P—A) - dlP.g)
2|a ’
. la(P—A] |—|a(P—A)) _ 4lp.gl
2|a ’
d(P ) i (é(P_A) - a(ﬁ_ﬂ))
’ 2|a|
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Flacheninhalt des Dreiecks A ABC

iR A

Gegeben sei das Dreieck AABC mit den Seiten b = C-A
a = C—-B , also nicht in der Gblichen zyklischen Anordnung.

alP+A P-A
Nach der LotfuBpunktfomel F = g(é +A] + ol ) gitmitt P = C
E = ¢(C+A) + ¢[C-A]
- 2c
C_F = C - ¢/C+A) + c[C—-A]
B 2¢
C_F = 26C - c(C+A) — c[C-A]
- 2C
c_f = CIC-A] - c[C-A]
- 2c
_ Cb — c¢b ~F _ _Cb —-cb
C-F = 2¢ , C-F = 2¢c
C—Ff = cb —cb [ b —cb
2c 2c
C—Ff = [cb — cb
4lef
W = [C_Ff = (cb - cb)
| | | ’2 4’C’2
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Was istnun cb — cb ?

Mit b = |b\(003cpb + iSincpb) , C = |c\(003cpC + iSincpc) folgt :
cb — ¢b = p|lc|(cos ¢, —ising, |(cos,+ising,] — [bllc|(cos g +ising,)(cosg,— ising,
cb — cb = |b||C|(COScpCCOScpb+Sincpcsincpb—i(sincpCCOScpb — COS(pCSincpb))
— |b||C|(COScpCCOScpb+SincpCSincpb+i(Sin(pCCOS(pb -~ COScpCSincpb))
cb — cb = —2i |b|[c|sin(p,—q,)
cb — cb = 2i |bllc|sing,—9,) , @,—¢, =«
cb — cb = 2i |b|lc|sina

cb — c¢b

> = lc| - |b|sina  Flache desvon c¢ , b aufgespannten Parallelogramms

AuReres Produkt der Zahlen ¢ , b

c®b = w = lc||blsina

Bemerkung :
Das auBere Produkt ist gleich dem Kreuzprodukt in der geometrischen Darstellung,
wenn man sich auf die entsprechenden Vektoren fir ¢ , b bezieht.

Damit folgt fur den Flacheninhalt des Dreiecks AABC :

Av= S (c®b)

cb — cb

_ 1 i c=B-R
AA_2 2i ’

Andererseits ist A, = % - |e| - |n| , und deshalb

_ = _ e — \2 — \2
|C||h| — cb —. cb , |h| _ cb — .Cb ’ | |2 — (Cb —ZCZb) - _ (Cb — 2Cb) ’
2i 2|cli 4lcli 4|c|
— —\2
was bereits aus der LotfuBpunktformel |n* := [c-Ff = — ijf_—Cb) folgte .
Cc
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Den Flacheninhalt des Dreiecks AABC kann man auch ,symmetrischer” darstellen :

_ 1 c©b-—cb D -
A, = 5~ 5 mit c=B-A , b=C-A
Jetzt geht man zur zyklischen Beschreibung des Dreiecks Uber, das heil3t, man muss
—b durch b ersetzen, und es folgt zunachst

 Eb-¢ebl it a=c-B |, ,

Mit c=B-A ,
A __ 1 [B=Ab — c[A-C]
A — T 7 .
2 2i
1 Bb—-Ab—Ac+Cc
A, = — = :
2 i
A =_ 1. = A(b+c).+Bb+Cc . bec=—a
2 2i
A, = — %  Aa+ 2? *CCl  mit a=C-B , b=A-C , c=B—A
Folgerung :
|Aa + Bb + Cc = —4i - A,| mit a=C-B , b=A-C , c=B-A
23
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Gleichungen der Mittelsenkrechten, Seitenhalbierenden,
Winkelhalbierenden und Hohen im Dreieck sowie
Schnittpunkte

iR A

AB

Mittelsenkrechte

Mag (B—-AJz + [B-A)z = BB - AA
Mge (C-BJz + [C-BJz = CC - BB
Mca - (A-C)z + [A-C)z = AA - CC

Schnittpunkt der Mittelsenkrechten

Addiert man zwei Gleichungen, so erhalt man die dritte Gleichung .
Erfullt ein Punkt z € C zwei Gleichungen, so auch die Dritte .

Um den Schnittpunkt der Mittelsenkrechten zu bestimmen, kann man etwa das folgende
Gleichungssystem l6sen :

[B-Alz + (B-Alz = BB - AA | -C-B|
C-B)z +[c-B]z = cc - BB | (B-A -
(B-A)(c-B|] - B-AJ(C-BJ)z = (BB — AAJ(C-B] — (CC - BB|(B-A]

B — AAJ([C-B) — (CC - BB|(B-A]
iB-Allc-B] - [B-Al[C-B]
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Umformen des Zahlers und des Nenners ergibt :

Zahler :
(BB — AAJ(C-B) — (CC - BBJ(B-A)
= BBC — AAC —- BBB + AAB — CCB + BBB + ACC — ABB

= BBC - AAC + AAB — CCB + ACC — ABB

= AA(B-C) + BB|C-A] + CC(A-B|

= |Af(B-cC] + Bf(C-A] + |c[(A-B]

Nenner:

(B-Aj(C-B| - (B-Al(C-B]

- BC-BB-AC+AB — [BC-BB-AC+AB]
= BC-BB-AC+AB-BC+BB+AC—-AB
= BC-AC+AB-BC+AC-AB

- AB-AB + BC-BC + CA-CA

- A(B-C) + B[C-A) + C(A-B|

Also folgt fiir den Schnittpunkt der Mittelsenkrechten im Dreieck A ABC

_ |A[B-c] + IBf(c—A] + |c[(A-B]
~ A(B-C) + B[C-A] + C|A-B|

_ |AFlc—8] + [Bf{A-C] + [c['(B-A]

z A[C-B] + BIA-C] + CB-A

Mit a=C-B , b=A-C , c=B-A folgtauch

_ |afa + |BIb + |clc

£ = Aa +Bb+ Co
U - |IAfa + [Bfb + [cfc
" Aa + Bb + Cc

Der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten ist der Mittelpunkt der Umkreises des Dreiecks
AABC .
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Berechnung des Umkreisradius R

Der Umkreismittelpunkt ist

Der Umkreisradius ist

R = U — Af

_ |f\|2a + |Bfb + |Cfc

~ Aa + Bb + Cc

U-A

U-A

|AFa + Bfb + [cfc

Aa + Bb + Cc

Bfb + |c[’c — ABb — ACc

Aa + Bb + Cc

BBb + CCc — ABb — ACc

Aa + Bb + Cc

Aa + Bb + Cc

Nach der Folgerung im Zusammenhang mit der Dreiecksflache ist

Geometrie in der komplexen Zahlenebene

Aa + Bb + Cc = —4i - A, mit a=C-B , b=A-C , c=B-A
—abc
—4i - A,
2 _ —abc  -—abc
—4i - A, 4i- A,
2 _ [aIbf]cf - _ lallbll¢
=2 A und somit |R = 1A,
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Seitenhalbierende

iR A
C
Sa
s
° B
A
: »
IR
Seitenhalbierende
B+C B+C
: = - A

S N E N
2z = B+C + s(B+C — 2A)
2z — B+C s
B+C — 2A
2z — [B+C] _ 2z — (B+C)
B+C — 2A  B+C - 2A
2(B+C — 2A)z - ([B+C — 2A|(B+C)] = 2(B+C - 2A)z — (B+C — 2A|(B+C]
2(B+C — 2A)z — 2(B+C — 2A)z = (B+C - 2A|[B+C| — (B+C — 2A|(B+C]
2(B+C — 2AJz — 2(B+C — 2Aj]z = 2(B+CJA — 2(B+C)A

os]

(

(B+

+C — 2AJz — (B+C — 2A]z = (B+CJA — (B+CJA

wl
Ol

- 2AJz - (B+C - 2A]z = BA-BA+CA-CA

Seitenhalbierende im Dreieck A ABC

Sa - (B+C — 2A)z — (B+C — 2A)z = BA-BA+CA-CA
Sg ; (C+A — 2BJz — (C+A — 2BJz = CB-CB+AB+AB
Sc (A+B — 2CJz — (A+B — 2CJz = AC—-AC+BC-BC
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Schnittpunkt der Seitenhalbierenden

Sa (B+C—2A)z — (B+C-2A)z = BA-BA+CA-C
Sg (C+A-2BJ)z — (C+A-2BJz = CB-CB+AB-A
_ Zahler
Nenner
Zahler :

(BA-BA+CA-CA|(C+A-2B) — (B+C—2A|([CB-CB+AB—AB|

= ABC - ABC + ACC - AC
A’B - AAB + A°’C - AAC
—2ABB + 2AB®* — 2ABC + 2ABC
| B*C - BBC + AB° — ABB |
- BCC - BBC + AB®> — ABB
—2ABC + 2ABC - 2AAB + 2A°B
= ABC - ABC +ACC - AC
A’B - AAB + A°C - AAC
~ZABB + ZAB? — 2ABE + 2ABC
[ g —BEC+}(B{—AB’§—
-| BCC - BC® + ABC - ABC
—2ABC + 2ABC — 2AAB + 2A’B

Die Terme mit 3 Variablen verschwinden !

= AAB -

A’B + A°C — AAC

+ BBC - B’C + AB> — ABB

+ CCA -

AC? + BC? — BCC

Geometrie in der komplexen Zahlenebene
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= A[AB - AB
+ B[AB - AB

+ C|AB — AB

Die hinzugefligten Terme ergeben zusammen Null, denn

[CAB — CAB +

ABC — ABC + BCA —BCA] = 0

Also folgt fir den Zahler weiter

= [(A+B+CJ|JAB-AB + BC -BC + CA — CA]

(B+C—2AJ(C+A-2B) — (B+C—2A|(C+A-2B]

= BC+AB-2BB + CC+AC-2BC — 2AC—-2AA+4AB

- [ BC+BA-2BB + CC+AC—-2BC — 2AC-2AA+4AB|

I
L
>
W
[
>
w

3BC + 3AC — 3BC — 3AC + 3AB — 3AB

Geometrie in der komplexen Zahlenebene
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Gleichungen der Winkelhalbierenden im Dreieck

Die folgenden Uberlegungen basieren auf der Tatsache, dass die Diagonalen in einer
Raute die Winkelhalbierenden sind.

o]

C

Die Seiten sind zyklisch orientiert, das heifl3t

a=C-B

Die Richtung der Innenwinkelhalbierenden w,_, ist gegeben durch

c _
[ Il

b=A-C

b _ [blc — [c|b

~ lellbl

, c=B—A

Die Gleichung der Innenwinkelhalbierenden w, ist dann

W lblc — |c|b , lblc — |c|b . lblc — |c|b lblc — |clb ~
‘ [bllc] [bllc] bllel
W, lble — lefb) z — (lble ~lelb] z = [jblc ~ |elo) A~ (Iblc ~ [c]b] A
Zyklische Vertauschung liefert die Gleichungen der Innenwinkelhalbierenden
W, Iblc — felb) z — f(lble —clb) z = (lbJc — |e|p) A — (jblc — |c|b] A
Wy cla — Jalc) z — [lcla — |ale) z = (lc|la — |alc) B~ flc|]a ~ |ac| B
wy lalo — Jbla] z — (lajb — |bla] z = f{la]b — |bl]a) C —~ (lajb — |bla] C

Die Gleichungen der AuBenwinkelhalbierenden erhalt man entsprechend zu

w, ble + |clb) z — [jblc + lc|]b) z = (e + |c|b] A — (jbc + |c|b] A
W' lcla + lalc] z = (lcla + |alc)] z = (c|a + lalc] B - [cla + Jac] B
w,' lalp + |bja) z = (Jalo + |bja) z = (Ja|]b + |bj]a) C — (la|b + |bla) C

Geometrie in der komplexen Zahlenebene
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Inkreismittelunkt und Inkreisradius im Dreieck

iR A

: ) o
IR

Zu bemerken ist zunachst folgender geometrischer Sachverhalt, den man mit Hilfe des
Sinussatzes fur Dreiecke leicht beweisen kann :

Im Dreieck AABC mit den Seiten c=B-A , a=C-B , b=A-C teilen die
Winkelhalbierenden w w w, die Gegenseiten in den Punkten C' , A' , B' im

Y 7 a I

Verhaltnis der anliegenden Seiten :

BC| _[a|  |AB]

C'Al o] " [B'C|

- "Bl v A [l

| [CAT _ |bl
A'B

o

Wahlt man zur Bezeichnung der Seitenverhaltnisse die Zahlen @ _m , el _ % ,

bl n
% = % so wurde sich folgendes ,symmetrische” Bild ergeben :

iR A
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Speziell ist :

A'=B +2 .

p+n
A'—A = P_a-A

p+n
A-A=B-A+E .4

p+n

A-A=c+2 _.a

p+n
A'_A = PC *nc + pa

~ p+n
A'-A = gcm+7p(c+a) , wegen c+a = B-A+C-B = C-A = —b folgt
A'—A = NC = pb
n+p

Analoge Betrachtungen fir B'-B , C'-C liefern (in zyklischer Vertauschung) also die
drei Gleichungen fur die Richtungenvon w, , w, , w

Y

A'_A = NC = pb
n+p

B_g = P& — mc
p+m

C'-C = mb — na ,
m+n

mit ¢c=B-A , a=C-B , b= A-C auchinderForm

n(B-A) — p[A-C]

A'-A =
n+p

g_p = PIC-B] - m(B-A]
p+m

c'_c = MA-C] - n(C-B]

m+n

Die Gleichung fur die Winkelhalbierende w, istnun:

(A"=A)z — (A'=AJ]z = (A™=A)A — (A'=AJA

n(B—A) — p(A-C| , n(B-A] — p(A—C)z _ n(B-A) — p(ﬁ—é)A _ n(B-A] - p(A—C)K
n+p n+p n+p n+p

[n(B-A) — plA-

ol
N
|
ER
i
>
|
o
T
o
D
I
El
os]
|
>
!
S
>
ol
>
!
EX
i
s
|
S
>
|
o
>
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Die rechte Seite kann vereinfacht werden :
nAB —_nAA — pAA + pAC — nAB + nAA + pAA_— pAC

nAB + pAC — nAB — pAC

nAB — nAB + pAC — pAC

n(BA — BA) + p[CA — CA]
n(BA — BA) — plAC — AC|
w n[B-A) — plA-C]]z — [n[B—-A) — p([A-C)]z = n[BA — BA] — p(AC - AC]

Mit zyklischer Vertauschung erhalt man nun auch w, , also insgesamt hat man die

Gleichungen fur die Winkelhalbieren w, , w; :
n(B-A) — plA-C]]z — [n[B—-A) — p([A-C)]z = n[BA — BA) — p(AC — AC]

w, [p([C-B) — m(B-AlJ]z — [p[c-B) - m(B-A)]z = p(CB — CB) — m(BA — BA|
odermit ¢ =B-A , a=C-B , b= A-C auchinder Form

W [nc — pbjz — [nc — pbj]z = n(BA — BA|] — p/[AC — AC]

o

w, [pa — mcjz - [pa — mc|z = p(CB — CB|] — m(BA — BA]

Schnittpunkt der Winkelhalbierenden

Zahler
Nenner

Nenner:

Zur Berechnung des Nenners nimmt man das Gleichungssystem in der Form

c blz — [nc — pb]z = n(BA — BA|] — p/[AC — AC]

w, nc — p
A [pa — mclz — [pa — mc]z = p(CB - CB) - m(BA — BA]
[nc — pbl[pa — mc| — [pa — mc][nc — pb]

npac — mACC — p‘ab + pmbc — npac + p’ab + mAGE — pmbc

mp(bc — b¢c) + np(ca — ca) + p*(ab — ab|
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ca — ca =Aa + Bb + Cc
ab — ab = Aa + Bb + Cc
folgt fur den Nenner weiter
mp(Aa + Bb + Cc) + np(Aa + Bb + Cc) + p’(Aa + Bb + Cg)

Nenner = (m+n+p) p (Aa + Bb + Ct¢

Zahler :
Zur Berechnung des Zahlers nimmt man am Besten das Gleichungssystem in der Form
w, n(B-A) — plA-C]]z — [n[B—-A) — p([A-C)]z = n[BA — BA) — p(AC — AC]

| — mB-A)]z - [p/C-B) - m(B-A)]z = p(CB - CB] - m(BA — BA]

=
o
Cl)\
|

[n(BA-BA|-p(AC—AC||[p(C-B|-m(B—A|] — [p[CB-CB]-m(BA-BA||[n(B—A)-p(A—C]]
= INBA—-nBA-pAC+pAC|[pC—pB-mB+mA| — [pCB—pCB-mBA+mBA|[nB-nA-pA+pC]|

= MpABE€—npABC—p°AC*+p°’ACC

—npABB+npAB*+p’ABC—p*ABGC-

~mrABB+mMABpmABC—pmABC

MmA2B-mnAAB-pmAAC+pmA*C

[ npB?’C-npBBC-mnABB+mnMAR? |
—np AB C+TIpABC+mmA’B—miAAB

—p*ABC+p’ABC+pm A’B-pmAAB

p’BC C—p°BC*—pm ABC+pmABC
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pmA[-BC-AC+AC-AB+AB+BC]|

+ npB[-AC—AB+AB-BC+BC+AC]|

+ p’C|-AC+AC+AB-AB-BC+BC]

pmA|[A(C-BJ+B(A—-C)+C(B-A|]

+ npB|A(C-B|+B(A-C)+C(B-Al|

+ p’C[A(C—B|+B(A-C)+C(B-A]]

(mA+nB+pC) p [A(C—BJ+B(A-C)+C(B-A]]

Zihler = (mA+nB+pC| p (Aa + Bb + Cg)

Also ist der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden

Zahler
Nenner

(mA+nB+pC]| p

( a +
(m+n+p| p [Aé + Bb +

+ Cc|
c|

mA + nB + pC
m+n+p

Mit der Resubstitution der Verhaltniszahlen

sich

la|A + |b|B + |c|C
lal + |b| + e

la]A + |b|B + |c|C
[a| + Ib| + o]

el

ergibt

Der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden ist der Mittelpunkt des Inkreises des Dreiecks

AABC
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Berechnung des Inkreisradius p

Esist A, = -

1.
2

Aa + Bb + Cc

2i

Andererseits ist

1 1 1
= E‘a‘p + 2—|b‘p + E‘C‘p

Ax
1
Av = Lllal+lbl+lel)p
_ 2A,
"7 Jal+[bl+fe]
und es folgt
__ Aa+Bb+Cc
b= 2i(|al+|b|+[c]]

,also 2A, = —

Geometrie in der komplexen Zahlenebene

Aa + Bb + Cc

2i
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Abstand der Beruhrpunkte T, , T, , T. des Inkreises von
denEcken A, B, C

|a|A + |b|B + |C|C

in die LotfuRpunktformel
al + bl + [o] P

Setzt man den Wert des Inkreismittelpunktes

ein, so erhalt man :

C(|a|A + |blB + lelc A) . C(|a|A + |blB +[c[lC K)
lal + Io] + [c] jal + Io| + [c]

2¢c
(|a|A + |b|B + |c|C N A) . (|a|A + |b|B + |C|C _ K)
T A= lal + [b| + Ic] lal + [p| + [c| A
° 2c
C(|a|A + |blB + lelc | A) . C(|a|A + |blB +lc[lC K) oea
T A= lal + [b[ + le| lal + [b[ + |c|
° 2c
C(|a|A + blB +lelc A) . C(|a|A + blB + |clC /_x)
T _A - lal + [b| + [c] |al + [b] + [c|
¢ 2c
(la|A + |b|B + |c|C —(Hd+bhkUA) la|A + |b|B + |c|C —(ﬂdﬂbhk”ﬂ)
T oA~ la| + [b| + e |al + [b] + [c]
c 2¢
5(\b!(B—A) - |C|(A—CJ) (|b|(B—AJ - |C\(A—C))
T A= lal + [b| + [c| |al + [b] + |c]
° 2c

Mit B-A=c¢c , C-A=-b folgt:

_(\b!c — lclb ) (Iblc‘: — Iclb )
|l | + |7
o= Vel ol fel) " Yl bl +

¢ 2c
blcc — [e[bc , [blce — [e|be
T A=t bl + lc| [ +|b] + |c|
2c
blle” — |eloz _ Ibllel’ — lelbe
T _a=lal+pl+]c] [af +]b +]c
¢ 2C
2 _ 2 _
T - A = blicl” = lebe + lolic]” — lelbe
2(Ja| + |b| + [clJc
2 _ — 2 _ —
T _A = 2lblle|” = |cllbec + bc) T A= 2lblle|” = |cllbe + be)

2l[al + Io| + [cllc ~ 2l + (bl + [elle
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|2 _ 2bbllcf - [cllbe + be . 2bllcf - lc|lbe + bc)
2([a] + || + [c]le 2(al + || + [cllc

T, - =
| 4(al + o] + [c]]°lef
. A|2 _ cf[2[bllc] — (bc + bel’
: 4llal + [o| + [c]*lel”
T o 2]bllc|] — (be + be)[*
: 4(lal + [o| + [c]’
Nebenrechnung :

bc + bc = b(-a-b) + (~c-ac

bc + bc = —ba — |o] — |cff - ac
bc + bec = —alb+c) — b — |cf
bc + bc = —al—a) — |bf — |cf°

bc + be = |a* - [o]* - [cf

—(be + bc) = —Jaf’ + o] + |cf°
Es folgt :
2
r. - af < [2blel  Iaf + Iof + |of]
4(jal + o] + [c]”
2
. ap = Lol I — faf]
i allal + [b] + [c|f
T, - AP = bl = 2l [Ib] + le] + la[]
c 2
allal + [b] + [c])
1 af < el oo [clfal + [0l + flf
c 2
4llal + [b] + [c])
PN EC R -
¢ 4
RN ES RS
¢ 2
T, - Al = lal + [o| + [c| - 2a|
¢ 2
|Tc _ A| — ‘w — |a‘

2
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Die Abstande der Berluihrpunkte T., T, , T, des Inkreises von den Ecken
A , B , C sind somit nach zyklischer Vertauschung

|Ta — B|: |2a| + |b| + |c] —|b|
|Tb_ C| = ‘Zal + |b| + [c| — Ic]
|TC_ A| :’23| + [o| + |cf ~ ||
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Hohenlinien

40

iR A
i )
IR
h, z=A+silC-B] , seR
ZZA
C-B
z-A _ _ é—ﬂ
C-B C-B
(C-BJz + (C-B)z = [C-BJA + (C-B)A
Schnittpunkt der Hohenlinien
h, : (C-BJz + (C-B)z = [C-BJA + (C-BJA
h, : (A-C)Jz + [A—C|Jz = (A-C)B + (A-C)B
Zahler
Nenner
Nenner :
[C-BJ(A-C) - [A-C|(c-B]
= AC-CC-AB+BC-AC+AB+CC-BC
= AC-AB+BC-AC+AB-BC
=  A[C-B+B(A-C)+C(B-A]
= Aa + Bb + Cc
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Zahler :

((c-BJA + (C-BJAJ(A-C) — [[A-C)B + (A—C|BJ(C-B]

(AC-AB+AC-AB|(A-C) — (AB-BC+AB-BC|(C-B|

=  A’C-A’B+AAC-AAB-ACC+ABG-AC*ABG

-

~_BCC+ABC-BC’~AB*+B°C—-ABB+BBC]|

=  A’C-A’B+AAC-AAB-ACC-AC’+BCC+BC’+AB*-B°C+ABB-BBC

=  A[Aa+Aa) + B(Bb+Bb| + C(Cc+Cc)

Also ist der Schnittpunkt der Hohenlinien gleich

A(Aa+Aa) + B(Bb+Bb] + C[Cc+Cgc)

Der FuBpunkt A' der Hohe h, von A auf
in die die LotfuBpunktformel

A(A(c-B)+A(C-BJ) + B[B(A-C|+B(A-C|| + C[C(B—A)+C(B-A]|

a=C-B erhalt man durch einsetzen

F alP+A) + alP-A]
2a
Mit F=A'", P=A, A=B , a= C-B ergibtsich
A = (C-BJ(A+B) + (C—BJ(A-B)
2(C-B|
Al = AC-BC-AB-BB-AC+BC+AB-BB
2(C-B|
A = AC-BC-AB-AC+BC+AB
~ 2(Cc-B]
Al = A(C-B) + B[A-C|) + C[B-A)
2(C-B]
Al = Aa + Bb + Cc

Geometrie in der komplexen Zahlenebene 41



Zyklische Vertauschung liefert die HohenfuBpunkte A' , B' , C' im AABC

A,:A_é+BB+Cé
2a

B,_Aé+BB+Cé
T 2b

A.:A§+BB+CE
2¢C
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Die Losungen der komplexen Gleichung «°® = 1

Betrachtung mit Hilfe von Polarkoordinaten

Sei ®w = cosg + ising und o =1

Dann folgt nacheinander unter Beachtung der Formel von de Moivre :

o =1
(cosq + ising]> = cosk-2n + isink-2xn , ke Zz
cos3q@ + isin3gp = cosk:2m + isink:2x
3¢ = k - 2
¢ =k - 2—J'E . k e Z
3
Qo = 0 = w, = 1
o, =1- gn = W, = cosgn + isingn
! 3 ! 3 3
o, = 1 %n > w, = cosZ-%n . isinZ-%n

Fir k € Z , k # 0,1,2 wiederholen sich diese Werte .

Die Zahlen ®, , ®, , , liegen auf dem Einheitskreis mit Zentrum im
Ursprung und bilden ein gleichseitiges Dreieck .

Es ist weiter nach der Formel von de Moivre :

w, = cosZ%n + isinZ%n
3 2 o2 )
w, = [coOsS=m + isin=mxn
3 3
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Betrachtung mit Hilfe von Kartesischen Koordinaten

o = 1
o —1=0
(w—1)(m2+w+120
w—1=0 oder o +w+1=0
w, = 1 oder o +w+1=0
1 1)
(D1/2:—§i(§)_1
1 3
(D1/2:_§i_z
1 . 3
(1)1/2:—§i|2—
1 . .43
031:—§+|2_
o = 1 _ 3
2 2 2
Es folgt :
Wy =
1 .43 1 43
w0+m1+w2=1—2—+|2——§—|2—
Wy + w3 + w, = 0

Geometrie in der komplexen Zahlenebene
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Anwendung des Satzes uber gleichsinnig ahnliche Dreiecke auf
gleichseitige Dreiecke und das Dreieck A1wo® mit o® = 1

Zur Vereinfachung seien die Wurzeln der Gleichung o =1 mt 1 L0, o
bezeichnet , wobei w = —;— + ig—s ist.

iR A

0
< Z,

Das Dreieck Az,z,z, sei gleichseitig und damit &hnlich zum Dreieck A1ow’ .
Dann gilt :

Az,2,z, ~ AMow® o % = 22__11

0(z,-2,)~(2,-2,) = olz-z,)-(z,-2)
o’(z,-2,) = (2,-2,) — 0[z,—2,) + (z,-2] = ©
0(z,-2,) — 2, + 2, — w[z-z,) + 2, — 2z, = O
0 (z,-2,) — 2, — o|z;—z,) + 2z, = 0O

0’(z,-2,) — 0(z,—z,) + 2z, -z, = 0

0’(z,-2,) + olz,—z) + 1(z; — z,] = 0

1z, — z,) + olz,—2z,) + 0*(z,-2,) = 0
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Der Fermat-Punkt

Gegeben sei ein Dreieck AABC dessen Innenwinkel alle kleiner als  120° sind.

C
B
AA
Gesucht ist ein Punkt P im Innern des Dreiecks, so dass die Summe der Entfernungen
des Punktes zu den Ecken des Dreiecks minimal wird :

IP—A| + |P-B| + [P—C| minimal!

Man wahlt zunachst im Innern des Dreiecks einen beliebigen Punkt P und verbindet
ihn mitden Ecken A , B, C

C
B
AZ
Dann dreht man die Figur ABC;P um 60° um den Punkt B und erhalt die Figur
A'BC";P' .
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Erganzt man die Figur durch die Verbindungslinien CC' , PP' , so ergeben sich die
gleichseitigen Dreiecke ABPP' , ABCC' , und der Streckenzug APP'C' hat die
Lange |[P—-A| + |[P-B| + |P-C| .

A

Die Lange des Streckenzuges wird minimal, wenn die Punkte P , P' auf der
Strecke AC' liegen!

Die Konstruktion des gesuchten Punktes P ist also folgendermalien :

Man errichtet Uber den Seiten a und b gleichseitige Dreiecke ABCC' und
ACAA" .

Der Schnittpunkte der Verbindungslinien AC' und BA' ergibtden Punkt P .

Nach dem Kongruenzaxiom sws ist ABCC' = ACAA', und die weitere
Betrachtung ergibt, dass der Winkel zwischen den Richtungen AC' und BA' ein
120° - Winkelist: [ <AC',BA' = 120°]
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Daruberhinaus sieht man , dass die Linie  AC' den Winkel <BPC in

zwei 60° -Winkel zerlegt. Somitist | <BPC = 120°] .

Entsprechendes  ergibt sich fur die Linie BA' und den Winkel <CPA , es ist
| <cPA = 120°|

60°-y*

A

Zur Eindeutigkeit der Konstruktion musste man jetzt noch zeigen, dass P auf der
Verbindungslinie CB' liegt, wobei das Dreieck A ABB' auf der Seite ¢ errichtet und
gleichseitig ist .

Man sieht, dass | <CPB' = 60°+60°+60° = 180° | ist!

Der auf diese Weise konstruierte Punkt heil3t Fermat-Punkt. Er wird mit F bezeichnet.
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Berechnung des Fermat-Punktes

. _ B+C V3 a .
C = 3 +2 |a|(‘a‘|)
. _ B+C ﬁ
Cc' = > 2 ai
. A _ B+C RE]
C'-A = 5 A 5 ai
. A _ B+C-2A V3 _
C'-A = > > ai
. A _ B-A+C-A 3 _
C'-A = 5 5 ai
A = C&Zb @
C'-A = 5 2 ai
. A _ —b-a-b V3
C'-A = 5 5 ai
. A _ —2b-a 3
C'-A = 5 5 ai
A - _p_a _ 3
C'-A = b 5 > ai
A - pa| 1 V38
C'-A = b+( 5 5 |)a
C'-A = —-b + wa
C-A = ma — b Richtung der Linie AC'
Bemerkung : Die Zahlen 1 w = —%—zﬁi 0= o sind die drei

Lésungen der Gleichung z° = 1
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Analog :
A'-B = b -c

A'-B = wb +a +b

A-B = a+[1+alb 1+m_1—;——g—3i
143
1+ o = 5 5 Ii
1+ = — (;— + \2/—3|)
1+ 0=-o
A'-B = a - wb oo = 1
A'-B = owwa — wb
A'-B = olma — b Richtung der Linie BA'
Gleichungen der Linien AC' , AC'
AC' : (wa—b)z — [wa-blz = [wa=bJA — (wa—blA
BA' : ®lwa-bjz — w/lma-bljz = @(wa-b|B — w(ma—b|B
Schnittpunkt der Linien AC' , AC'
(wa—-bJA - (ma—b)A —(wa-b]
Fol g ®(lwa-b|B — wlma—b|B —o(ma—b)
' wa-b —(®a—b]
@(wa-b) ~o(ma—b)
(wa—b|A ~ma-b (wa—b)A —(ma—b)
F_ olwa—b|B —olwa-b) wlwa—b)B —o(ma-b)
wa-b _(@a—b]
o(wa-b) ~olwa—b)
E = ~—wlwa-b)[wa-bJA + ®@lwa-bl@a-b/B + olma-b’A - wlwa-bfB
—w(mé—B)((TJa—b) + (T)(mé—B)((TJa—b)
E = ~—wlwa-b)[wa-bJA + ®@lwa-bl@a-b/B + olma-b’A - wlwa-bfB
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F = a-biA_
Am—m)ma—w
£ ~olwa-bJA + olwa-bJ/A + ®lwa-b/B - wlma—b|B
_-%w—ﬁ\mé—m
F_ ~o | (va-bJA - (wa-bJA | + [ ®lwa-b|B - olwa—b|B ]
Aw—GWmé—a
~w [ (oa-bJA - (®a-bJA | + [ (wa-bjwB - [wa-bjwB ]

Jetzt kann man die Ausdriicke fur Nenner und Zahler noch etwas ,,symmetrischer*
gestalten :

Nenner :

P

S
I

e

|
el gl elel el
S

S

|
e
|
L QO O o

|
e
|
e
|
OIOITITl T
o
[ L . G

|

)
|

g

Q|
|

Zahler :

| |
|
e s
A
ol Y
| o
@
|

?\
o

—0w’C+0’B+wA—nC
(Dﬂ+m2§+ﬁﬂf—0)6 —w’—m = 1

I
I
I
I
I
| = wA+w’B+C

wlwa—b)
o(®(C-B|-[A-C]|
C-B-wA+nC
~wA-B+(1+w|C
~wA-B-0’C

Il = (wa—bjw
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I
Bl
Cl)l
@
|
>
o
El

N = -oA-B
" = —@K—B—(1+ )C 1+ = 1+0° = —o
N = —-sA-B—wC D = -0
N = —w’A-B—wC
IV = —(@wa-bjo
IV = —(®(C-B)-[A-Cljw
IV = —C+B+w A—wC
IV = o A+B+(-1-0|C -0 = -0’
IV = o A+B+n’C
Zahler :

= |'A + LA + lllB + IV-B

(wA+0?B+CJA + (-0A-B-w?’C)A + [~0?A-B-wC|B + (wA+B+0?C|B
AR + 0’AB + AC
—wAA — AB  + 0?AC
~w’AB — BB~ - wBC
wAB +BB + 0’BC

= (w+0?)AB + AC + [-1-02AB — 0BC + 0?BC—w?AC

= —AB + AC + wAB — wBC + 0w’BC-w?AC

= [C-BJA + w|A-C)B + 0’(B-A|C

= aA + obB + w’cC

12A + wbB + w’cC

Damit folgt fur den Fermat-Punkt :

E = 1aA + 0obB + w’cC
13 + wb + 0’C
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Schnittmengen Kreis - Gerade

Inach z zz =r,
2
_ r
Z:1_
z
Z in Il: az — az = aA — aA
2
r _ _
az—az—:aA—aA

Q)|
>
|
Q
>
[+
=
Q)|
>
|
Q
>
N
+
el
o
N
>
- N

Zyp =

Was bedeutet der Ausdruck 3aA — aA im Radikanden ?

Betrachte die Abstandsformel eines Punktes P von der Geraden
az — az = aA — aA :

_ = x))\2

(alP—A)-a(P-A))

4af*

dP,gf = -

Setztman P = 0 , folgt

(al0-A)-al0-A])

d(0,gf = -
| 4|af*
d(o,gf? = — M
4|af

[aA-aAf = —4laf dlo,gf |
und fur den Radikanden R

(aA — aA] + 4lafr?
—4lal’ dlo,gf + 4lar/?

R
R
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1. Fall : R>0

—4laf dlo,gf + 4lafr? > 0

d0,gf - r?<0

d(0,gf < r?

d(0,g] < r,| Es gibtzwei Schnittpunkte

A + \(aA — aAf + 4fafr/

|

>
I
©
>
-+

2 Fall: R=0

—4laf dlo,gf + 4lafr? =0

dlo,gf - r? =0

d(0,gf = r?
d(0,g) = r,| Es gibt genau einen Beriihrpunkt
, = aA - aA
2a

3.Fall: R <0

—4laf dlo,gf + 4lafr? < 0

do,gf - r?>0

d(0,gf > r?

d(0,g] > r,| Es gibt keinen Schnittpunkt
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Schnittmengen Kreis - Gerade
Allgemeiner Fall : K., , g

| z-M|(z-M] = ¢*
I az — az = aA — aA

z r o
Il az' — az' = aA' — aA'

R = 0 oder

Es gibt genau zwei, eine oder keine LOsung entsprechend

R <0 :

aA' — aA' + {[(aA' — aA'f + 4lafr?

! _
Zgp =

Die Resubstitution liefert nun fir das originale Gleichungssystem entsprechend zwei,

genau eine oder keine Losung:

aA' — aA’ = y/(aA' — aA'P + 4lafr?

Zy, — M = 23
2 =M+ aA' - aA' + J[aA' — aA'? + 4[afF
2a
=M alA-M) — alA-M) = y[alA-M) — a(A-M])
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Der Abstand des Mittelpunktes M von der Geraden ¢

2

@M-A|-a[M-A)

d(l\/l,g)2 - _ 2
4|a|
d(M 9)2 = — (é(A—M)—a(K_M))z
, 4‘8‘2
(a(A-M)—alA-M) = — 4faf d[M,g]

Damit folgt fur den Radikanden :

R = (alA-M) — a[A-M)] + 4laf'r?
R = — 4la]® d[M,gf + 4laf’r?

Es gibt drei Falle zu unterscheiden :

1. Fall : R>0

ist :

dM,gf + 4lafr2 = 0
2 _
2

Es gibt genau einen Beruhrpunkt

3. Fall: R <0

>r
d(M,g] > r| Es gibt keinen Schnittpunkt
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Schnittmenge zweier Kreise K. , K

~M| = r? 0.B.dA r>s

I 2z — Mz — Mz + M =
I 2z — Nz — Nz + [N} = ¢

-1 IN-M)z + [N=M)Z + [Mf = [N = 12 = §?

(N-M)z + [N=M)z = r* = s + N = [M[

(N-M)(=T)z + (N-M)iz = i[> = & + |N? = [MP)

(M=N)iz — (M=N)iz = i[r* = s> + |Nf = M

M=NJiz — (M=NJiz = i[> — s> + [N — |MP|

Chordale

Dies ist die Gleichung einer Geraden in Richtung (M—-N]Ji , also orthogonal zur
Geraden durch die Mittelpunkte M , N in Richtung M-N .

Falls Kreisschnittpunkte existieren, lauft diese Gerade durch die Schnittpunkte .

Die Gerade heif3t Chordale .

Die Gerade durch M , N heiRt Mediane .
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Berechnung des Schnittpunkts von Mediane und Chordale

m:

m:

<

(M=NJz — (M=NJZ = (M=NJN — (M=N|N

(M=N)z — [M=NJz = (M=N)N - [M=N|N

(M=NJiz — (M=NJiz = |(r2 — s+ Nf - ||\/I|2)
M-N|Tz - (M=NJiz = i[> = s + |Nf - |MP}
M-N)J1z — [M=N)z = r* — §2 + [N} — |MP
|

I
|
(M=NJz = (M=N)Z = * — % + N} — |MP

M—-NJz — [M=N|z = MN — MN

(M-Njz — [M—N]
(M=N)z = (M=N)z = * — ¢ + N} = |M]
2(M-NJz = MN = MN — [ — % — [N + M|

2(M-NJz = MN — MN — NN + MM — [ - §?

2(M=N)z = M(M+N] — [M+N)N — [? — §?

2(M—-N|
M+N (rz — sz)
2 (M—N]
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M+N (= &*)(M=N]

z = —
2 2|M-Nf
M+N [

z = - M—N

C:(%‘(zrzM_—st) 1—(1_M

M

2 2|M-N[

Schnittpunkt von Mediane und Chordale , Chordalpunkt

Fir r=s ist C = 2/I+N und liegt genau in der Mitte zwischen M und N .
2 2 2 2
Far r>sistC:1——(—r_sz)M+ 1_1__(—r—sz)
2 2|M—N| 2 2|M—N|

und liegt ndherbei N alsbei M , denn

1P — s 1 [ - ¢

€= (2  2[M-NP v ' (2 ~ 2M-Nf )) N
N R I |

¢ = (2 2|M—NJ* M-N

1
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Berechnung der Kreisschnittpunkte

Es genugt, die Schnittpunkte von Ky, und ¢ zu berechnen.

Zur Vereinfachung setzt man zunachst :

a = [M-Ni ., ic:=ir-s+|NF- M
Man erhalt
Ky, : [(z=M|[z-M] = r?
c az — az = ic
c alz—M) — a[z—M) = ic — aM + aM
Ku.r Z-M = ;z_M
c alz—M| — a[z—M| = ic — aM + aM
alz—M) — jr_zM ic — aM + aM
alz—M - ar® = [ic — aM + aM)(z—M)
alz—MJ — [ic — aM + aM|(z—M) — ar®> = 0

_lic — aM + aM) = ylic — aM + aMP+ 4laf'r?
z-M =

lic — aM + aM) = ylic — aM + aM]? + 4|afr?
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Nebenrechnungen / Resubstitution :

ic — aM + aM = i[> — s>+ NN - MM + MM — MN + MM — NM|

ic — aM + aM = i[> — s>+ NN - MN + MM — NM)

lic — aM + aMP + 4lafr® = 2 — s* + M=NF[ + 4|M-NPr?

lic — aM + aM + 4laPr = —[r* — 82 + M-N[ + 4]M-NFr?

o — aM + aMif + 4lafr? = —[[r = &+ M-N[ — ajm-NFr?

lic — aM + aM + 4la’r® = —[r*+s*+|M-N[*~2r?s2+2r2M—N[— 282 M —N[' - 4|M-N[r?]

lic — aM + aM]’ + 4]a’r® = —[r'+s*+M=N|'—2r2s*— 21 |M—N["- 25’ |M—N[’]
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Damit ergibt sich nun fur Formel der Kreisschnittpunkte Folgendes :

— aM + aM) = ylic — aM + aM]® + 4|afr?

2 = 82+ [M=NF| = V-[r*+s*+M=-N['~2r’s’~ 22 [M—N[ -2|M-N[*

Formel fiir die Schnittpunkte der Kreise K., , Ky, mit r>s

Fallunterscheidungen :

M. 7 = &+ [M=NF)] = {=[r*+s*+|M-N['-2r?s?—22[M-N[*~2s2M-N[*]

2(M-NJi

Radikant R := —[r'+s*+M—N|'—2r2s*~2r |M—N["~2’|M—N[’]

Fall1: R =0
_[r4+s4+|M—N|4—2r282—2r2|M—N‘2—232‘M_NH =0

rf+s*+M=N['-2r2s2 -2 M-N[*-2s*[M-N[* = 0

IM=N[* — 2rM=Nf — 28*)IM=Nf + r* + s* — 2r?s? = 0

IM=N[* = 2(P+s?[M=N + (> — s2] = 0

IM-NF = (r2+52) + \/(r2 + 52)2 - (r2 — 32)2
|M—NE = Er2+323 + j(r2+32 + (rz—sz))(rz+sz—(r2—sz))
IM=N[" = [rP+s?] + v2r®.2s?
IM=NF = [P+s?) + 2rs
(

|M—N\2 = |rx 3)2

IM=N| = r+s Die Kreise haben einen Beriihrpunkt !
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Fall1.1: |[M—N| = r+s

2 = 82+ [M=NF| = y=[r*+s*+M-N['=2r’s*~ 22 M—Nf-25*|M—N]

z =M+
2(M—=NJi
VN [ Ve i
2(M-NJi
Z:M+i(r2—32+r2+2r3+sz)
2(M—NJi
2(M—NJi
g rlr+s)
R
riM—N
2=M- V=N
, —m _ [IM-N[M-N|
[M—NF
IM=N]|
z=M-—-r \(I\I\:—_'N\l|) Die Kreise beriihren sich von auBen !
Fall1.2: |M-N| = r-s
M 2 = 82+ [M=NF| = y-[r*+s*+M=N['~2r’s’~22[M—N -25*[M-N[]
2(M=NJi
L M i(r2 s* + |M—N\2)
2(M-NJi
Z:M+|(r2—sz+r2—2rs+sz)
2(M=NJi
Z = M + I(ZLZ __ grS)
2(M—NJi
oy = s
R
riM—N
z2=M- V=N
o~ _ [IM-N[M-N|
IM=NF
L, —m _ [IM-N]
IM=N]|
z=M-r ‘(I\I\:_I\N”) Der kleinere Kreis beruhrt den groBeren von innen !
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Fall2: R >0
[rt+s*+M=N['—2r2s’— 2r2M—N[-2s2M-N[| > 0
—[IM=N[" = 2r2[M=N[" = 2s3M-N[ + r*+s‘-2r’s?| > 0
“[IM=N* = 2[r2+s?M=N[ + (r=s?]] > 0

Die Nullstellen dieser Quadratischen Gleichung in \M—le sind
IM=NF = (r—s oder |M-NF = (r+sf , also
IM=N| = r—s oder |[M—N| = r+s

Die Quadratische Ungleichung ist erfullt, wenn
r—sf < [M=N[ < (r+s)* , also wenn
r-s < [M=N| < r+s

In diesem Fall haben die Kreise also genau 2 Schnittpunkte :

(7 = &+ [M=NF] = {=[r*+s*+{M-N['-2r’s>—2°[M—N[*~2s2M—-N[*]

z =M+

2(M=NJi

Fall3: R <0
[rt+s*+M=N['=2r2s’—2r2[M—N[—2s3M-N[| < 0
“IM=N[* = 2rM-N[® = 23M-Nf + r'+s*-2r%s?] < 0
“[IM=NI* = 2(r2+s?[M=N[ + [r*-s?)] < 0

Die Nullstellen dieser Quadratischen Gleichung in \M—N|2 sind
IM=N = (r—s/ oder |M—N[ = (r+s/ ,also
IM=N| = r—s oder |[M-N| = r+s

Die Quadratische Ungleichung hat keine Losungen, wenn
IM=NF < [r—s* oder |[M=Nf > (r+s)® ,also

IM=N| < r—s oder |M—N| > r+s
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Spiegelung am Kreis

Gegeben sei der Kreis K., undein Punkt z € C innerhalb des Kreises.
B

- .

Zeichnet man auf der Geraden durch M und z in z das Lot h =B-z ,
B € Ky.r undin B die Tangente an den Kreis K., , so schneiden sich die Gerade

durch M und 2z und die Tangente durch B im Punkt z* , und es folgt nach dem
Kathetensatz

lz-M||z*-M| = ¢
lz-M[|z*-Mf = r*
(z—M|(Zz—M|(z*~M|(z*-M) = r*

Mit z*~M = t{z—M] , z*—M = t(z—M] folgt weiter

2wz =
tiz-M)t(z—M) = r*

und schlieYlich

z*-M = t(z—M|

z* =M + t(z—M)|
2
z* =M +
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Spiegelung am Kreis [Alternative]

Achsenspiegelung (Konstruktion des Spiegelpunktes)

Sei z eC .

Wahle P , Q aus a .

Zeichne Kp., mit z € Kpo .

Zeichne Kg, mit z € Kg; -

z* ist der zweite Schnittpunkt von Ky, mit K., .

Kreisspiegelung (Konstruktion des Spiegelpunktes)

A Koo » Z,A € K,
Kr.s schneidet K. senkrecht in A

KQ;t ’ Z’B < KQ;t
Kaq.t schneidet K., senkrecht in B

Wahle A , B aus Ky, .

Konstruiere Ky, mit z,A € Ky , so dass sich Ky, und K., senkrechtin A
schneiden.

Konstruiere Ky, mit z,A € Kq, , so dass sich Kg,, und Ky, senkrechtin B
schneiden.

Die Mittelpunkte der Kreise Ky, , Kg.. ergeben sich jeweils als Schnittpunkte der
Mittelsenkrechten der Strecken z—A , z—B mitden Tangentendurch A , B .

Die Gerade g durch M und z schneidet die beiden Kreise Ky, , Kq. in z,
Zg . Somit gilt :

g N Kes = IZ;ZA] 9 N Koy = {Z;ZB}
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Nach dem Sekanten-Tangentensatz folgt :
z-M||z,—M| = r* ,  [z-M||zg—M| = r?
Damitist =z, = =zg und K., N Ky, = (z;2%

z* ist der zweite Schnittpunkt von Ky, mit Ky, ,und es gilt:

Mit z*~M = v(z—M] , z*-M = v(z-M] , v € R folgt weiter

o -
Z—M)(Z—M)v(z—M)V(z_M) _
v (Z—M) (Z—M)z — 4

und schlie¥lich

z*-M = v(z—M]
z* =M + v(z—M|

z" =M + m(z—w

2
z* =M + _
z—M

Diese Gleichung ist umkehrbar :

(2 2
Z:M+2—M o z:M+Z_M
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Definition der Spiegelung am Kreis

Die Abbildung, die jedem z € C\ (M| , z ¢ Ku:r » die eindeutig bestimmte Zahl

r2

z* =M + — und die jedem z € K,,, die Zahl z zuordnet, heildt

z—M
Spiegelung am Kreis oder Kreisspiegelung.

. kE —
ke 1z > 2P =M+

NI

Die Kreisspiegelung ist involutorisch, das heif3t

IKM;r(IKM;r(Z)) = IKM;r(Z*) = Z

Definiert man I, .[M] := o |, 0 =M, C:=CUw , s0
Kreisspiegelung eine bijektive Abbildung von C auf C .

Spezialfall : Kreisspiegelung | : = I, am Kreis K,
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Eigenschaften der Kreisspiegelung

(1) Die Kreisspiegelung | .

Kreisspiegelung IKo;r zusammen .

2
LY Ik, ;e r Tu
zZ —s z-M +— v
IKMr =Ty o IKO;r o T_y

(2) Kreisspiegelung | := Iy .. istwinkeltreu .

Seien y(t) ,
Dann ist der
Y'(to) © 8'(sy]
¥'[to][0'[s]

Ccosa =

und far den Schnittwinkel der Bildkurven on(t) ,

loy]'(ty) @ (128]'(s,)
1oy )'(t] (|oa)'(so)\

Man muss zeigen, dass COSf} = cOSa ist!

cosf} =

Fur die Ableitung der verketteten Funktionen gilt :

et = im LT
1

oy fto) = fim —r*

vl = lim —r O)
loy]'(to) = m ylto)y[t][t—to)

| | 2 (t]=y(t,
oy)(to) = lim —r :/(to)Y(t) ty_to "
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setzt sich aus Translationen und

2

Z—M

-

M +

6(3) differenzierbare Kurven mit y(to) = B(SO) :
Schnittwinkel in y(to) = 6(80) gegeben durch

lo8(s] gilt

69
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(6 = = = VTt

loy

¥ [t
i) = S v
18] (s,) = ;(f;)z 55

Damit folgt fur den Winkel der Bildkurven

1oyt o [1°0) (s,

cosf} =

[Ty ) [t (18] (o))
cosp = ;(to)z Y'(to) ? 5:(30)2 6'(30)
;(rto)z vl E:(rso)z T
sosp = Y0050 Yt o ofsy)
ey TR
cosp = y'(to) © 6(30)
OIS
cosp = 2 [t o 8'(s,)
N
cosp = cosa
Die Inversion | := IKO;r ist also winkeltreu .

(3) Da auch alle Translationen winkeltreu sind, sind nach (1) und (2) auch alle
Kreisspiegelung |KM;r winkeltreu .
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Bilder von Kreisen und Geraden unter der Kreisspiegelung |, .

Gegeben seien die Inversion | := I und eine Ursprungsgerade
u:=|az-az = 0|
r’ r2
Zusammen mit den Gleichungen fir die Kreisspiegelung z* = = z = = folgt

nacheinander :

az —az =0

2 —
o r

= =0
a a

a _2 _p
z* z*

az* —az* =0
az* —az* =0

Eir(1e) Ursprungsgerade wird durch die Kreisspiegelung auf sich selbst abgebildet
llu) = u

Gegeben seien die Kreisspiegelung | := I und eine Gerade
g := |az-—az = aA—aA| durchdenPunkt A # 0

Es folgt nacheinander :

z — az = aA — aA

a

_;—i*—arzi*:éA—aﬂ

a _a _aA - aA

Z* Z* r2

L -%-ie , iG::iA‘aK
az* — az* = iG z*z*
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Z°Z _EZ +EZ
* % a * a__*_
z*z +|_GZ +iG z* =0
s%z% 4 @ % .8 %, a a _ a a_
iG G iG iG  iG i
_ 2
z*+a_ ? a_ a_
iG iG iG
Lo | = — a [
iG iG iG
2 2
. —a _ —ar _ @ |-j@ar__
setze N =15 = 3A _an | G aA—aA‘

Dann folgt die Gleichung eines Kreises durch den Ursprung :

2* — NJZF = N) = ¢

Far z* = 0 folgt namlich

R | = — a_
iG iG iG
—a —a a 2

(WTEW_EE)_ G

2

—a —a _ @

iG iG iIG

_a2 a 2

< - |2 |

e T wahre Aussage !

Das Bild einer Geraden, die nicht durch den Ursprung geht, ist ein Kreis der durch
den Ursprung geht: I(g] = K.

Ebenso gilt die Umkehrung :

Das Bild eines Kreises, der durch den Ursprung geht, ist eine Gerade, die nicht
durch den Ursprung geht: [(Ky,| = g
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Gegeben seien die Kreisspiegelung | := I und ein
K., := |[z-L](z-L] = p?] , der den Ursprung nicht enthait.
Es muss dann gelten LL # p°
Es folgt nacheinander :
z-L|(z-L] = p*
zZ — Lz — LZ + LL = p?
2 2 2 2
L L ell=y
z* z z z
—LrPzx—Lr*z*+LL z*z* = p? z*Z*
p?>~LL)z*z* + L2 z*+ L 2 2% = r*
z*?+Er2 z*+|‘r2 ?:r“
p2—L[i p’—LL p°—LL
Z*Z—*+[r2 Z*_|_Lr2 —*_|_LEr4 o +L[r4
lp?-LL] (p?-LL] pr-LLf  (p-LL)  [pr-LLf
w=x . L r? .. L — L r _orfp-Ll) oL e
Z°Z + S — Z + S — + 7 = — + 3
pr-LL pr-LL p*~LL] l*-LL]  (p*-LL)
_ 1 2 2 o 1 4 4 2_LE LL 4
z*z*+|‘2r7z*+|‘2rfz*+|‘|‘r er(p _2)+ r
p*-LL p*~LL p>~LL) (p?-LL]|
1 .2 2 1 .4 4 2
z*?+Lzr,z*+Lzr,?+LL 72:r _
p*-LL p*-LL pP-LL]  [p*-LL]
—s L r? . Lir? — LLr* P )2
Z2°Z" + 2 — Z  + 2 — + 5 2 = 2 —
p*-LL p*~LL] p?-LL) p’-LL
. —Lrr = —Lr? _r?p ’
2 0~ |3 - 2 T
p°—LL p°—LL p°—LL
2 2
Setze N := _er — : o =10 _
p?—LL p2—LL

Dann folgt die Gleichung eines Kreises :
z* = NJZ* - N = o
Das Bild eines Kreises, der nicht durch den Ursprung geht,

Ky = Kyo
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Einige Bilder und Kreisspiegelungsbilder

A

e
N

KO;r
\ )
KN;s
g
KO;r % ;
( >

KN;s

O
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Ergebnis

Da jede Kreisspiegelung | := IKM;r am Kreis als Verkettung von Translationen und

der Inversion IKO;r dargestellt werden kann,

P € Ky, = IP) =P, P e Ky,

g. Meg = llgl=9, Meg

g ! M g g = I(g) = KN;s ’ M = KN;S
KL;p , M ¢ KL:p = I(KL;p) = KN;o . M & KN;o
Wegen lol = id gelten auch die Umkehrungen .
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Die Verkettung zweier Kreisspiegelungen |, .. und |y .

I . Iy . ~ S
le ;50 l,ir z M+~ — Kyis 7 = N+ >
M+-——N
SZ
Z =N+ >
M+— —N
Z_
2
7 =N+ °2 >
— r —
M + v N
2
5o N+ 52 M >
(M - N) z — M) +r
- _N[M = NJ(z = M) + Nr? + s*(z — M|
Z = ———
(M — Nj(z = M| + r?
z:N(M—N+SZ(Z—M)+NI’2—MSZ
(M — NJiz = M) +r°
2:N(M—N+s,2)z — MN(M — NJ + N2 — Ms?
M= Nz MM = NJ + 2
5 - az + b
cz +d
mit
a := N[M=-N + §° b := — MN(M=N) + N — Ms®
c := M-N d := — M(M=NJ] + r°
Die Abbildung |z = izz :g . Z # —% heiBt gebrochen-lineare Abbildung oder

Mobius-Transformation .

Es muss gelten: ad-bc # 0 .

= % = k , wurde folgen, dass a = kc ,

az + b _ kcz kd_kcz+d
cz+d cz+d = cz+d

" " . a
Ware namlich ad—-bc = 0 , also c
+

b=kd und z = = k konstant.
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az + b

Eigenschaften der Mobius-Transformationen zZ = p—
ad—bc # 0
(1) Die Abbildung
s M - N +s%z - MN(M - N| + Nr? — Ms?
(M — N)z ~ MM = NJ +r? ’
als Verkettung ¢ ..°l¢ .. , ist eine Mobius-Transformation :
Mit
a ;= N[M=N + §° b := — MN(M=N) + Nr* — Ms’
¢ := M—N d := — M(M=N] + r?
folgt :
ad = N[M-N + s?J- M(M=N) + r?
ad = —MN[M=NJ? + NiZM=N) + Ms2(M-N) + r?s?
bd = (-MN(M—N) + Nr? — Ms?|(M—N]
bd = —MN(M-NJ + Nr¥(M—N) — Ms?M-N|
ad—bd = r’s’
und ad—bd # 0 ,da r ,s # 0
(2) Mobius-Transformationen sind umkehrbar :
z:az+b , ad—bc # 0 , z;«r&—(1
cz + d o}
czz + dz =az+b
cz-ajz = -dz + b
cz-ajz = -dz + b
_—dz + b
z = =
cz — a
z = M , da—(—bJ(-c) = ad—bc # 0 , z # &
—cZ + a c
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az+b = % , dann ist die

(3) Definiert man Z(—g) = oo und Zico = lim
c z>» CZ+d

Mobius-Transformation eine Bijektion von C auf C .

(4) Die Identitat ist eine Mobius-Transformation :
zZ =1z

2:1z+0
0oz +1 °

(5) Die Abbildung ist Z = 1 eine Mobius-Transformation :

z
~ _ 1
zZ = —
z
~ 0z + 1
= , # 11
z 1z + 0 0-0
(6) Mobius-Transformationen als Verkettung
~ _az +b
Z = Mlz) = cz +d
qcz +d) - 9 4 p
5 = C c
cz +d
ad _
z-_a _¢
c cz +d
ad — bc
z-a_¢
c cz +d
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~ _ a ad — bc 1
zZ = — — .
c c cz + d
z —1 5 czed —M 1 = k Z:Q_ad_bc.1
cz+d c c cz+d
. . . = _ _az+b . . .
Die Mdbius-Transformation 7z = M(z| = — ist eine Verkettung einer

linearen Funktion j mitder Mébius-Transformation m(z) = ;— und

einer linearen Funktion k :

M = komoj

(7) Die Mébius-Trandformation Zz = m(z) = ;— ist winkeltreu .

Seien y(t) : 6(3) differenzierbare Kurven mit y(to) = 6(80) :
Dann istder  Schnittwinkel in y(to) = 6(80) gegeben durch
¥'lto] 0 3'(sy

¥'[to]o'[s]

und fiir den Schnittwinkel der Bildkurven moy(t] , mod(s| gilt

'(ty) © (Mod)'(s,)
[t [me8)"(s,

cosa =

(moy
[mey

cosf} =

Man muss zeigen, dass COSPp = cOSa ist!

FUr die Ableitung der verketteten Funktionen gilt :

11
mey)[to) = lim ty_tt vib
. . (t)—y(t,
-t - B2
mey)(t,) = lim — 1 y[t-ylt)

tt, y(to)y(t) t—t,
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moy '(to) = — y(to)z Yy (to)
—1
movy|'lty] = t,
Y (0) y(to)z y( )
Analog :
| _ 1 :
meo (so) = 6(30)2 0 (so)
Damit folgt fur den Winkel der Bildkurven
cosp = (moy '(to) © (mod '(SO)
ey {to]mea)(so
—1 —1
- Yt o - 0'(s,)
cosp = y(:(,) 16(30)
- "t |- §'(s,
T N T
1
Ylt) o os]
2 2
cosf = T(to) 6(80)
")l 1918,
y[toFolsof Hy( J o'l )]
cosp = V1 0 018
Ylto)] [o'[so)
Cosf} = cosa,
Die Mébiustransformation z = m(z) = ;— ist also winkeltreu .
(8) Da lineare Funktionen winkeltreu sind, folgt mit (6), (7) , dass jede

Mobius-Transformation winkeltreu ist .
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(9) Bilder von Geraden und Kreisen unter der Mobius-Transformation

Mﬂ:z:;

g: az —az =iG , iG €iR

~ 1 1 = _ 1 - _ 1
zZz = — S zZ = = ) Z = — o Z = =
z z Z Z
az — az = iG
a._2 _ig
z z
az —az =iGzz
iGzZ +az —az =0
1.1 G=0
g az —az =0 Ursprungsgerade in Richtung a
= az —az =0
m(g : az —az =0 Ursprungsgerade in Richtung 2
1.2 G#0
g az — az = 0 Gerade inRichtung a , 0 ¢ ¢
~~ a ~ é = _ . s
= ZZ+EZ—EZ—O , wegen | = —i
= 55+ 235423 =0
iG iG
= 57 + 83,8 3,3 _aa
iG iG G? G?
~ a = a aa .
m(g] (z + ﬁ)(z + E) = Kreis K_%;G_‘
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Kw:r (z—M)(Z—M):r2
5=1 o z=1 =1 o =1
Z Z Z z
2.1 0 €Ky, © MM=r?
= zZ — Mz — MZ + MM = r?
= zZ — Mz — Mz + r*> = r?
= zZ — Mz — Mz =0
- 1M M
ZZ Z Z
- 1 - MZ -Mz=0
- MZ + MZ = 1
= Miz + Miz = 1i
- Miz + Miz = 1i
= Miz — Miz = 1i
= Miz — Miz = 1i
m(Ky,,] . 0 € Ky, MiZ — MiZ + = 1i Gerade in Richtung
2.2 0 ¢ Ky, = MM =r?
= zZ — Mz — Mz + MM = r?
= zZ — Mz — Mz = ¥ — MM
S ;§—EM—§M:r2—MM
= ' — MM|ZZ + MZ + Mz = 1
S 53 + M 3. M s=1_
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~= M = M ~ MM 1 MM
= ZZ + 5 Z+ —7 + > = — —
r‘ — MM r’ — MM (P — MM r’ — MM 2 — MM
= 2+'\Q — §+|\g — =12 +MNI
r’ — MM r’ — MM rF = MM (2 _ MM
- M = M = MM + MM
= Z+2 A Z+2 N - —\2
r> — MM r¥ — MM > — MM
= 2+: — §+|\é| — :I'2 >
r’ — MM r¥ — MM (r2 = MM
~ M = M r z
= Z+ 3 = [Z + = e e
r-— MM rr— MM rr— MM
M M r 2
m(K , 0 ¢K 7+ Z + = —
(K Mir ( rZ—MM)( rZ—MM) (rz—MM)
Kreis K ;
C P-MM ' P-MM

Die Mobius-Transformation m(z) =z = l— bildet Geraden auf Geraden oder

Kreise, Kreise auf Geraden oder Kreise ab .

(10) Ergebnis von (9) :

Da lineare Funktionen geraden- und kreistreu sind, und die

Mobius-Transformation m(z) = Z = 12
Geraden auf Geraden oder Kreise,

Kreise auf Geraden oder Kreise

abbildet, und zudem jede Mobius-Transformation M nach (6) als
Verkettung M = komeoj mit linearen Funktionen | , k darstellbar
ist, gilt entsprechendes fiir jede Mobius-Transformation.

(11) Die Verkettung von Mobius-Transformationen ist wieder eine Mobius-
Transformation .

a,z + b,
c,z + d,

a,;z + b,
c,z + d,
M = M,oM, qilt :

Seien M,(z) = . M,(z) = . Fur die Verkettung
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a;z + b, % c,z + d, b,
z c,z + d, a1z+b1+d
©2 c,z + d, 2
a, a;z + by + b,
M(z) = c,z + d,
a,z + b, + d
©2 c,z + d, 2
M(z) _ az(a1z + b1) + bz(c1z + d1)
cz(a1z + b1) + dz(c1z + d1)
M(z) = (@,a; + b,Cy)z + a,b, + by,d,
~ [a,a, + dycq)z + by + dyd,
b
M(Z) - 222 ++ d
ad - bC = (8281 + b2C1)(Czb1 + d2d1) - (azb1 + b2d1)(0231 + d2C1

ad — bc = -agazbre; + a,a,d,d, + b,b,c,c, + byeqdrds
_(aTaEbTeE + a,b,c,d, + a,b,c,d, +_b§e1_d1_d§)

ad — bc = azdz(a1d1 — b1c1) — bzcz(a1d1 — b1c1)
ad — bc = (a2d2 — bzcz)(a1d1 — b1c1)

Esist ad — bc # 0 ,da a,d, — b,c, # 0 und a,d, — b,c, # 0
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Das Doppelverhaltnis fur Abstande

Zentralprojektion :

Projiziert man von einem Punkt

X ’

IX—=Alh . )
5 = axsin(<a, x|
X IX—A| _ asin(<a,x]
IX—B|] ~ bsin(<x,b)
|X_78|h = bxsin(<x,b)
2 y
Y —Alh | A
5 = aysm(<a,y)
X IY-A| _ asin(<a,y]
lY-B|] ~ bsin(<b,y)
[Y=Blh _ bxsin(<b,y)
2 y
Das sogenannte Doppelverhaltnis zu den vier Punkten A |,
Geraden g ist der Ausdruck
IX—A| |Y-A|] _ asin(<a,x| asin(<a,y|
IX-B| " |[Y-B| ~ bsin(<x,b] " bsin(<b,y]
Eine analoge Betrachtung liefert fir die Bildpunkte A ,

Geraden g* den Ausdruck

IX*~A* |Y*-~A*l _ asin(<a,x] asin(<a,y
IX*—B*| " |[Y*~B*| ~ bsinl<x,b] ~ bsin(<b,y]
IX=A] [Y=A] _ [X*=A*  [Y*-A¥
IX-B| " |y-B]  [x*-B* " |y*-B"

, SO dass folgt :

B )

Das Doppelverhaltnis ist also invariant unter der Zentralprojektionen !

Geometr

ie in der komplexen Zahlenebene

P aus die Gerade ¢ auf die Gerade g* , so gilt fir
aufgrund der Flachenbetrachtung entsprechender Dreiecke Folgendes :

Y auf der

Y* auf der



Das Doppelverhaltnis fiur komplexe Zahlen

In der komplexen Geometrie versteht man unter dem Doppelverhaltnis von vier
unterschiedlichen Zahlen z, , z, , z, , z, € C folgenden Ausdruck :

22_21 Z4_Z1 22_21 Z4_Z3
Diz, z,,z;,2,) := ; = -
' Z,—2,  Z,—Z, z,~-2, z,~Z,

Im Fall, dass genau eine der Zahlen gleich o« ist, setzt man:

_ Z,—Zy 24— Z4
D(®,z,,2,,z,] := lim :
20w Zy—Zy  Z,~Z,

Zy
i Z1 Z4—Z
= lim : 3
Z o0 2_2_ Z4_Z1
Z,
_ Z4_Z3
Z4—Z1
. 22_21 Z4_Z3
D|z; ©,z;,2z,) := lim :

2,00 Zy—Z4 Z,—Z,

Z4
_ z z,—Z
— “m 2 . 4 3
Z, o0 _2_1 Z4_Z1
Z;
_ Z4—Z3
Analog :
2,2
D(z,2,,0,2,) := 2=
' Z,— 244
z,—2
D(z1 22,23,00) =21
' 2,723
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Lineare Funktionen lassen das Doppelverhaltnis konstant :
Sei jlz) = vz+w eine lineare Funktion . Dann ist

, , , , B vzz+w—(vz1+w) vz4+w—(vzs+w)
D(J(L)’J(Zz)’J(Z3)’J(Z4)) - vzz+w—(vz3+w) 'vz4+w—(vz1+w)

v(zz—z1) ‘ v(z4—23)

V(ZZ—Z3) v(z4—z1)

z,-z, z,-2,

Dz, fza) iz ifz)) = 2o 2
D(j(z1),j(22),j(zB),j(z4)) = D(ztzzz&z4
Die Funktion Z = m(z) = — lasst das das Doppelverhiltnis konstant :
2) =1
Dlm(z).mlz) mlzs|mlz,)) = 22t 2%
1 11
z V4 V4 V4
D(m(z1),m(zz),m(z3),m(z4)) = ﬁ_i £_£
z, z, z, z,
zZ, — 2, Zy— Z,
Z,Z Z,Z
D{m(z ) m{zz),mizg)m{z,)| = 2 T
zZ,2, Z4Z,
Dlm(z).mlz;) mlzsm[z,)| = 222 B

(12) Da jede Mé&bius-Transformation Z = M(z) = 2; I g

nach (6) eine

Verkettung einer linearen Funktion | mit der Mobius-Transformation

m(z) :;— und einer linearen Funktion k , M = koemoj , erhilt

jede Mobius-Transformation das Doppelverhaltnis .
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(13) Jede Mobius-Transformation, die nicht gleich der Identitat ist, hat
hochstens 2 Fixpunkte .
Eine Mobius-Transformation mit 3 Fixpunkten ist die Identitat.

Sei M(z] = iz : 3 eine Mobius-Transformation und sei  z, ein
Fixpunkt .

azo +b .

cz, +d 7

az, + b = cz, + dz,

G : cz'+[d-a)]z,-b=0

Fall1: c¢c # 0

Die Gleichung G hat hochstens 2 Losungen , also hat die Mobius-
Transformation M hdéchstens 2 Fixpunkte.

Wegen Mo = % # oo gibt es keine weiteren Fixpunkte .

Fall2: ¢ =0 und d-a # 0

Esist a # 0 ,dennsonstware ad—-bc = 0-d-b-0 = 0 .

Die Gleichung G hat den Fixpunkt z, = z——a

Wegen Mo = i— = % = o hat die Mébius-Transformation 2 Fixpunkte .
Fall3: ¢ =0 und d-a =0
31: b #0

Esist a # 0 ,dennsonstware ad—bc = 0-d-b-0 = 0 .

M(z): a:z+

az + b I:T ist eine Verschiebung .

Der einzige Fixpunktist o« , denn Moo = 2— =

32: b=20

M(z) = = z istdie Identitat .
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(14)

Gegeben seien die jeweils unterschiedlichen Tripel

e C .

Dann gibt es genau eine gebrochen-lineare Funktion M mit

z,,2,,Zz; € C und w,,w,,w,
Mz =w , i =123 .
Setze :

M, (2] = Z,—2y Z-2Z4

" 20—z, z-2z,

Dann gilt :

|\/|1(Z1) = ®©

M1(22) =1

M;(zs) = 0

Die Verkettung M :=

Da die Abbildung M, o M o

M, (z) Wo— W,  W—W;
’ 25T wW—w, W W,
MZ(W1) = o©
Mz(wz) =1
M, (ws) = 0

M, o M, hatnun die gewiinschte Eigenschaft .

M, mindestens 3 Fixpunkte, ndmlich o |,

1, 0 ,hat, istsie nach (13) die Identitdt: M, o« M o M, = Id
M, M,oMoM,”" M,

Z;, —> © | © «— W
M, M,oMe M, M,

22 — 5 1 I 1 < W2
M, M,oMoM, ™ M,

z; —> 0 | 0 «— ws
M, M,oMoM, ™ M,

z —>  Mz] | Myw) «——— w

Es folgt also

M1(Z) = Mz(W)

Z,—Z, Z—2Z, Wo—W;  W—W;

2,2, Z—2Z, = W,—W; W-—W,

— ——

=L =R
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L(z—z3)(w—w1) = R(z—z1)(w—w3)
L(z—z3)w — L(z—zB)w1 = R(z—z1)w — R(z—z1)w3
[L(z—zs) - R(z—z1)]w = L(z—zs)w1 — R(z—z1)w3
w = L(z—z3)w1 — R(z—z1)w3

L(z—zs) — R(z—z1)
W = Lw1(z—z3) - Rw3(z—z1)

L(z—z3) - R(z—z1)

(Lw1—R23)z + Rw,;z,—Lw,z,

W =
L-R)z + Rz,—Lz,
z,~Z W,— W W,— W
2,72, Wy =W, Wy =W,
w =
Z,~Z W, — W W, —W Z,~27
2721 _ Wa Wy ) + e” Wy, 24
Z,—Z,  W,—W, W, — W, Z,~ 2,
az +b .. . .
w = Mz = — g stdie gesuchte Transformation .
z
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Charakterisierung der Chordalen von K, ., K,

Chordale und Mediane von K,,.

ch

Gleichung der Chordale , sie steht senkrecht auf der Mediane, der
Geraden durch M, , M,

(M,—M;)z = (My=My)z = (My—M;|M; — (M,—M;|M,

Gleichung der Mediane
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Der Chordalenpunkt, Schnittpunkt von ch , m

ch (M= M )Tz — (My=M,}iz = r,? = 12 + MM, — M,M,)i
m (M,—=M; )z = (My=My)z = (Mp—M )M, — (My—M,|M;
(_2—_1)|z - (Mz—M1)|2 = (r22 —r2+ MM, - |V|2|V|_2)I

—2i(M;-Mijz = (1, = 1 + MM, — M,M, — MM, + MM, + M, M,
—Zi(mz_ 1)2 = (rzz - r12 + MiM; = M,M, — MM, + M2W)i
S2(MWz = (1 =1 (MM — (M

_Zi(mz_ 1)2 = (r22 -+ (M1+M2)(m_m2))i

—2(@—M1)|
; = r12; r, + (M1+M2)(V2—71)
2(M,—M;)
s = M;+M, N r12__ r,’
2 2[M,—M,
M;+M, =
- " (m,-Mm
272 * 2\M2—M1\2( M|
M,+M re -y}
c = oM, 21|M2_|\;1|2(M2—M1) Chordalpunkt

Der Chordalpunkt C liegt ndheran M, ,falls r, <r, .
Der Chordalpunkt C liegt in der Mitte von M, , M, ,falls r, =r, .
Der Chordalpunkt C liegt naheran M, ,falls r, <r, .

Geometrie in der komplexen Zahlenebene 92



c = M., —
2 2|M2_M1‘2( 2 1)
M,—M, rl o —r}
cC =M M,—
1t 2 2|M2—M1|2( M)
1 r? —r)}
C = M + |5 -M
' 2 2‘M2_M1‘2 ( 2 1)
2 2
¢ o= wye MM w Ty
2|M,—M,|
c - m MM+ = ] (MM
2[M,—M,] M, M|

Entfernung des Chordalpunktes von M,

|M2—M1’2 +r2 -7
2M,—M,|

IC — M|

Entfernung des Chordalpunktes von M,

IM—M.[ + r? =}

—

_ B ) F.
C - M| = M, - M| e
c—mf = Q}MZ 7 Wz o L
2|M,—M,
ooy - Mo Mo
’ 2[M,— M|
|C M2| |M2 _ M1|2 +r,0 4
2|M,—M,|
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Satz (Eigenschaft der Chordalen) :

Gegeben seien die Kreise K, ., , K, . .Flrjeden Punkt P der Chordalen der Kreise
gilt :

P8l = -8 |

wobei Die Punkte B, , B, Berihrpunkte der Tangenten von P an die Kreise K, . ,
Ky, sind

Beweis :

ch
Esist M-B|=r , |M-B)=r,

Setze [C-M|=:e , [C-M|=te, , [P-B|=:t, , [P-B=:t, , [P-C|[=:1

ch

Nach dem Satz des Pythagoras gilt :

t, = (P-M[ - 2 t, = \P-MJ" - 12
t1:\/m t, = Ve + P - 12
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Um zu zeigen, dass t, = t, ist, genlgt es zu zeigen, dass e’ — r? = &2 — r2 ist.
1 1 2 2

Nach dem Vorigen ist

|M2—M1|2 +r-r)

& 2[M,—M,|
2
o - (|M2—M1|2 + r12—r22)
k 4M,—M,f
2 2 _ (|M2_M1|2 + r12_r22)2 2
e;—r; = > -
4M,~M, |
2
2t (||v|2—|v|1\2 + r12—r22) — 4My-M P2
1 1 =

4M,—M,f

2 o MM+ 2M-M|(Pr2) + (2 MM
ej—r; =
U aMmf

2 o MM 2MME — 2MME (2 - AM- M
el—r’ =
U aMmmf

. o M ~M[* — 2[M=M,[r? — 2|M,—M|r2 + [r2-r?f
T 4 f

Analog folgt

M =M[* = 2|My—M,[r2 — 2|M=M,[r? + (r2—r2f
4M,-M,f

2 2
€,—r, =

Demnachist e —r? = ¢l —r2 , also

2 2 2 2 2
el + 1" —ri=¢ + |

[
-
N

2 2 2 _ 2 2 2
\/e1+l —r1—\/e2+l -,

g.e.d.

Bemerkung : Der Tangentenabschnitt von einem Punkt P bis zum Beruhrpunkt B des
Kreises K, istgegebendurch [P-B| = J[P-Mf - r* .
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Satz :
Gegeben seien die Kreise

Chordalen der Kreise gilt :

P'=By| # [P'=B,| ,

KMw;r1 ’

K., Fur jeden Punkt P' aullerhalb der

wobei Die Punkte B, , B, Berlhrpunkte der Tangenten von P' an die Kreise K,
, Ky, sind
Beweis :
Eslage o0.B.d.A. P , links“von P
ch
Wegen e'<e, , e,<e, folgtmit e —r?=¢& —r;
e1'2 rf < ef_r1 = eg_rg < ez'z_rf
e1'2 rf < e2'2 rf
e+ P -1 < e+l -1
1 2 2 2 12 2 2
e, "+ 1P -1y < e, "+ " —r]
' <
q.e.d.

Charakterisierung der Chordalen

Die Chordale zweier Kreise
|P—B1| = |P—Bz| , wobei
jeweiligen Kreise sind .
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Gemeinsame ,,aullere“ Tangenten zweier Kreise

FUr die fertige Figur wirde nach dem 2. Strahlensatz gelten :

P-M[+M,—My _ r,

P—M,| r,
g MM
IP—M,| r,
M1—M2 s o
P-M,| T
M1—M2| Iy
P—M,| T
|P—M1| _n
|M1_M2| rz_r1
P-M,| = — |M—M]
r,—r,

Den Punkt P auf der Medianen kann man mit Hilfe der Strahlensatzfigur konstruieren :

Dann zeichnet man den Thaleskreis K, := K p-m - Dieser schneidet den Kreis

Kw. indenPunkten B, , B,
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Die Geraden PB, , PB1' sind die beiden ,aufleren Tangenten an die gegebenen
Kreise. Die Schnittpunkte der Tangenten mit dem Kreis K, .. sind die Punkte B, ,

B, ,wobei B, , B, und B, , B, aufjeweils gleichen Seiten der Mediane liegen.

Gemeinsame ,,innere” Tangenten zweier Kreise

Den Punkt P auf der Medianen konstruiert man wieder mit der entsprechenden
Strahlensatzfigur.

Dann Zeichnet man die beiden Thaleskreise Uber den Strecken PM, , PM, weclche
die gegebenen Kreise in den Punkten B, , B1' und B, , Bz' schneiden, wobei die

Punkte B, , B, und B1' , Bz' jeweils auf unterschiedlichen Seiten der Mediane
liegen.
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Konstruktion der Chordalen

Die Chordale zu zwei gegebenen Kreisen K, .. , K. ist dadurch charakterisiert,

dass sie aus allen Punkten P mit jeweils gleichlangen Tangentenabschnitten zu den
BerUhrpunkten der Kreise besteht, dass namlich gilt :

P-B) = |P-B,J , |P-B,| = |P-B,|

B,+B, B, +B,
2 T2
»auBeren“ Tangenten zu bilden, um die Chordale als Gerade durch diese Punkte zu
erhalten .

Es genuigt also, die Mittelpunkte der Tangentenabschnitte der

Koordinatentransformation

2=z-P o z=3+P

\|\7|+F>—F>\)2

- . M+P+P |[ < M+P+P| _
i (z+P T)(zm T) = |F5
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N
Nz
N2
<y
Nz

N
N
N
N
<
N

N
Nz

Nl
<y

N
N
N

<4

<
N
+

<y
N
+

<
N
[l

=r | -4
~ 2
NS
2
—2@) = 4r?
A = o
— 4AMZ + AMM = 4r?

|
N
<
N
+
<}
<
[
<
Zd

[
N
<
Nl
+
N
<
<y
[l
N
-

N

=<
N2

— 2MZ + 4MM = 4r?
Mz — 2MM = — 2r?
Mz = 2MM — 2r?

Mz + 2MM — 2r?
~ Mz + 2:@ - 2r

M
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Zip =

2M
. 2MM-2r + VANENE — 8MMr? + 4r* — 4NPME + 4MM
Zip = =

2M

S, _ 2MM-2¢ = V4r'- 4NN
1/2 2|\~/|
. _ 2MN-2¢ = 20— MM
1/2 2'\7'
. MM=r* + r/r— MM
Ziz = =

Koordinatentransformation

z=z—P
M=M-P

(M=P)(M—P)-r* + ryr’~ (M—P)M—P)
Zy, — P = M_p

s = 5 _p - IMPIM-P]-r" + rr"~ [M-P][M-P]
1T A M_P

s - 5 _p - M-P|M-P]r? — rJr’— [M—P|[M—P|
2 T %2 M-P
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Gleichungen der Tangenten von P an den Kreis K,

by

t

a;z — a,z

= a,P - aP

a_zz_ 822_

a_2P - 82P

Beruhrpunkte der Tangente von P an den Kreis Ky,

L , S—
2 =P+ (M=P)(M=P)—r* + r{r’~ [M-P)[M—P]
M—P

_ MP-PP+M-P)[M-P|]-r* + ry{r’~ [M—P|[M—P]
Zyp = M_p

_ MP-PP+MM-MP-MP+PP—-r* + ryr’~ (M—P)(M—P]
Zyp = M—pP

_ MM-MP-r?> + ryr’— (M—P)[M—P
Zyp = M—P

_ M(M-P)-r* = ryr’— [M—P)[M-P)
Zyp = NM—_p
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Der Satz von Ceva und seine Umkehrung

Satz von Ceva (Fassung uber Teilverhaltnisse)

Im Dreieck seien Eck-Transversalen, die sich im Punkt schneiden, gegeben.

A ic || C Ic,|
Dann gilt : M-M-H:1
el o e
Beweis :
C
A
b, Il by , ¢, Il c,
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2. Strahlensatz:

bl _ o .| _ Jed
BT~ o S
bl _ml el _md
bof |y c2| m,|

Produkt der 4 Gleichungen:

oif b el led _fal lmel al] | |mi

o[ b e el fa fmif el |my
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Satz von Ceva (trignometrische Fassung)

Im Dreieck seien Eck-Transversalen, die sich im Punkt schneiden, gegeben.

. sina sin sin
Danngilt: |[—" - = b1 Y g
sina, sinB, siny,

_ |mi

Beweis :

Sinussatz :

sina, ‘n1| sinp, 0_1| siny,
sinf, ~ |m| siny,  |n|| sina,

Produkt der 3 Gleichungen :

sino,  sinf, siny, _ |n1| "o1| ‘m1‘

sinf, siny, sina, |m| || |o]

sinay,  sinf; siny;,
sina, sinf, siny,
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Umkehrung des Satzes von Ceva

Gilt im Dreieck mit den Eck-Transversalen AA' , BB' , CC' die Gleichung

L. 1L .2 =1 , so haben die Eck-Transversalen einen gemeinsamen

Schnittpunkt K .

A B
ic C Ic,|
Beweis :
Sei |K| = AA'NBB' . Angenommen K ¢ CC' . Dann gibt es einen Punkt
C' € AB und entsprechende Unterteilungen |c1'\ , \02' mit
[l [bs] e

c c
Nach Voraussetzung gilt |a_1‘ . ‘b_1| . M = 1 , so dass folgt L = ‘—1‘ .
o] [bo] e e [
Die ungleichen Teilungspunkte C' , C'" e AB wirden das gleiche Teilungsverhaltnis
festlegen, was jeinen Widerspruch darstellle.
Also folgt K € CC' . g.e.d.
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Berechnung des Teilverhaltnisses von Eck-Transversalen
gemeinsamen Schnittpunkt

zlcl C (1-z) lcl

a+b+c=0

A'-A = c + xa B'-B = —-¢c — (1-y)b
A'-A = ¢ + x(—c—b]
A'-A = [1-xJc — xb

s|A'-A) — t[B'-B|] = ¢
s{(1-xJc = xb] — t(-c — (1-y)b) = ¢

((1-x]s + 1t — 1)c + (~xs + (1-y]t}b = 0

Weil ¢ , b linear unabhangig sind, muss gelten:
1-x)s + 1 t=1

-x s +(1-yjt=0

Damit folgt:
S:1—y t:X
M1—x)[1-y] + x (1—x](1-y] + x
_1- X
s = t =
1 —y — X+ Xy + X 1 -y — X+ Xy + X
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s =17Y
1-y + xy

s =
1-y + xy

) ‘

Analog erhalt man die Beziehungen flr die anderen Parameter :

_1-z
t_ - =
1-z + yz
1—t=Y__
1-z + yz
_1-x
u= —————
1—-x + zX
- S
1-Xx + zX

t _1-z

u y

u _ 1-x

s  z

s t u_1-y 1-z 1-x
t u s X y z

Satz von Ceva

Eine etwas ,symmetrischere® Darstellung ist :

S

_1-ylz
(1—y)z + XyZ

1

XyZ
e = XY

(1—y)z + Xyz

t

1-2z)x
(1—z)x + Xyz

1

Xyz

—t =
(1 —z)x + Xyz

u =

[1-x)y
(1 —x)y + Xyz

1—u:(

XyZ

1—x)y + Xyz
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Berechnung des gemeinsamen Schnittpunktes von Eck-Transversalen

K=A+ s(A'-A) A' = B + x(C-B)
K=[1-s)A + sA’ A' = (1-x|B + xC

K= (1-s]A + s((1—x)B + xC
K = (1-s]A + s(1-x)B + sxC

Es ware wunschenswert, dass die Formel folgende Symmetrie hat :
K = (1-s]A + [1-t]B + (1-u|C

Hierzu miisste man zeigen, dass s(1—-x) = 1—-t und sx = 1—u gilt!

Zur Frage s(1-x) = 1-t :

Esist & = 1=¥ ,also t = 2.5 ,undes folgt :
t X 1-y

s(1-x) = 1-t

s[1-x) =1 - X

wahre Aussage

Zur Frage sx = 1—u :

Esist 4 = 1=X ,also s = 2—.u ,und es folgt :
S z 1—x
sX = 1-u
Z _ ux = 1-u
1—Xx
zX
1u =1
=% 7 ]“
1-x + le
——|u = 1
[ 1—x
_1-x
u= ——— wahre Aussage
1-x + zx
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Also hat man fur den Schnittpunkt der Eck-Transversalen folgende Formel:

K=[1-s]A + [1-t)B + (1-u]C

K=XY = A 4+ ¥ g 4+ &2
1—-y + Xxy 1-z + yz 1-x + zx

In ,,symmetrischerer” Form :

Xyz
(1—y)z + Xyz

Xyz
(1-z]x + xyz

Xyz

K =
(1—x)y + Xyz

A +
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Der Lemoine-Punkt

Spiegelt man die Medianen AM, , BM, , CM,; an den entsprechenden
Winkelhalbierenden w, , w; , w, ,so erhalt man die sogenannten Symmedianen
AN; , BN, , CN; .

Y ’

Da sich die Medianen im Schwerpunkt schneiden, gilt nach dem Satz von Ceva

sina, sinp; siny,

sina, sinf, siny,

Bildet man den Kehrwert der Gleichung, so stellt die neue Gleichung

sina, sinf, siny,
sina, sinf, siny,

die Gleichung von Ceva fur die Symmedianen dar, so dass sich die Symmedianen
ebenfalls in einem Punkt , dem sogenannten Lemoine-Punkt, schneiden.
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Der Satz von Steiner

Icl

Fir die symmetrisch zur Winkelhalbieren w, gelegenen Eck-Transfersalen

AN gilt :

M-B| [N-B| _ [cf

IM—C| IN-C| ~ |bf

Beweis :

Sinussatz:
IM—B| _ sin a, IM—C| _ sin a,+20,
lc| ~ sinu b| ~ sin 180°—u

Quotient der beiden Gleichungen :

IM-B| |b] _ sina, sin 180°—u

lc| IM—C| ~ sinu  sina,+20,

IM-B| |b] _ sina,

|c| IM—C| — sina,+20,

IM-B| _ [c|sin a, IN-B| _ c|sin a,+2q,

Analog folgt :

IM—C| — |b|sin a,+2a, IN—C| ~ |b|sin a,

Produkt der beiden Gleichungen :

M-B| [N-B| _ [cf

IM—-C| IN-C| ~ |pf
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Spezialfall des Satzes von Steiner

Ist AM der Median mit |[M-B| = [M-C| , dann ist AN der entsprechende
Symmedian, und es folgt

M-B| IN-B] _ [of
IM-C| IN-C|  |pf

IN-B| _ [c]’

IN-C| — |pf’

Allgemein gilt nun :

Die Symmediane teilen die entsprechenden Seiten im Verhaltnis der Quadrate der
anliegenden Seiten :

N—B] _ |’ N~C| _ [af Ns—A[ _ Jof

N—C| ™ o] N~A] o] N—B| ~ |a]

Die Parameter zur Berechnung des Lemoine-Punktes sind nun

X _ |C_|2 y _ ﬁ z _ @
N A
und es folgt
L = S A A + yz B + X
1-y + Xy 1-z + yz 1—-x + zX
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Berechnung des Koeffizienten von A :

o o el y = 2
[of*+[b|* ’ |a*+|c]
I
1_y = 2 2
|af +[c]
HE
xy (lef+IbF)(Jaf +lcF)
R ef—, IcFlaf
af*+lef (lel*+IbP(laf*+/cP]
xy  __leflaf
1=y + xy cFllcf+lbof) + IcFlal’
xy _ _laf
T-y + xy icf+pf + |af
Xy _ |af*
T-y + xy |al*+[o|"+|cf
b|2 ZX \c|2
Analogfolgt: Y4 = ‘— , — _
SO Tz ez T fafelef Xt X JaPelbfelof
Damit erhalt man den Lemoine-Punkt zu :
o laf . lbf i
2 2 2 2 2 2 2 2 2
|a[*+[bf +[c| la|*+|b[" +c| | +[b[*+[c|
lafA + |b]’B + |c[’C
|af"+of*+|c|*
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Harmonische Teilung
Die Winkelhalbierenen des Innen- und Aul3enwinkels eines Dreiecks teilen die Gegenseite
harmonisch im Verhaltnis der Langen der anliegenden Seiten :

Beispielweise qilt fur w

v T-B]  [T.-B]  |a

Beweis :

U]

oT_1_ 180°—(180°—y| _

N =<

°o__ -y
Der Winkel bei C' ist 100 1807) _ y
2 2
Dannist w, || BC' und nach dem 1. Strahlensatz gilt :
IT—A| _ bl
|Ti_B| ‘al
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(In)

Der Winkel bei C' ist

Dannist wyg-_, || BC' und nach dem 1. Strahlensatz gilt :

T.—A| _ bl
T.—B[ a

Die Punkte T, , T, teilen also die Strecke AB harmonisch :

IT—A| _ IT.—A| _ bl
T8 ~ [T.-B] ~ al

g.e.d.

Berechnung der Teilungspunkte T, , T,

T-A _|p| T.—A _ |b|
B—Ti \a\ Ta_B ‘a‘
la|T; — |a]A = |b[B — [b]T, la|T;a [a|A = |b[T, - |bB
lal+[o]) T, = [a|A + [o|B lal-lol|T, = [a|A - |b[B
T = la|A + |b|B T = lajA - |b|B

lal + [b] |al — |b]
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Der Kreis des Apollonius

Gegeben seien die zwei Punkte A und B in der komplexen Zahlenebene C . Die
Menge aller Punkte z € C , deren Abstandsverhaltnis zu den gegebenen Punkten
konstant ist , fur die also gilt

z-A] _

=k , ke R,
z—B|

liegen auf einem Kreis K., , dem sogenannten Apolloniuskreiszu A , B , k .

2
A=K'B  der Radius ist M :

Der Mittelpunkt ist
P 1-k* (1-K?

Beweis :
|Z_A| Kk
z—B|
lz—A| = k|z—B]

= k*(zz - Bz — Bz + BB)
= k?’zz — k*Bz - k’Bz + k’BB

_ A-kB_ A-kB_ |A-Kk°BJ[A-k’B] _ kBB - AA (A—K’B)(A—K?B]
1K ° 1k (1-k2) S ' 2)?
1-k?) (1-k2)

A—sz)(z - A—sz) _ (1—k2§£szB — AA| + (A-k’B)|A-Kk’B)

A—sz)(Z ~ K—kzﬁ) K’BB —A&A — KBB + KXAA + XA — K*AB — K*AB + K'BE

_ k’BB + K’AA — k*AB — k’AB
1)
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A—K’B |-
zZ — 1—k2 yd
A—K°B |-
zZ — 1—k2 Z
A—K?B |-
zZ — 1—k2 Z
A—K°B|[_
zZ — 1—k2 Z

_K!(BB + AA — AB - AB|

1-k? (1 k)
A—k’B k’|B— M
1-k? “
A-k’B| _ |kB- M
1-k> | |1k
2
k2 B und Radius
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Die Apolloniuskreise der Seiten eines Dreiecks A ABC

Apolloniuskreis zur Seite

Mittelpunkt
_ A—Kk’B
AB 1_k2
2
A- ‘b—‘) B
w _ .\
AB —
1_(M)z
a
_ |afA - [bf'B
® o Jaf - Jof

Apolloniuskreis zur Seite

BC

_ bfB — [cfc

~ lof — [ef

Apolloniuskreis zur Seite

CA

_ [efC — JafA

ef - aP

AB

CA ;

bl
al
bl
bl
_ll
cl

Radius
i k|B—A]
AB |1—k2|
M|E;—A|
g = |a|
(Bl
1 (|a|
= lallb[[B—A|
|af*~[bF]
__ albld
2 2
laf bl
__ [allolie
2 2
IbF ~lcf|
_ lalible
CA 2 2
lcf*~af
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Der Apolloniuskreis zur Seite AB

C/.e
180°.y
Ibl lal
_______________________
A Ti B MAB
.
r _ [alA + bB 1 — laA - B
" Ja] + |b| ’ *" la| - |b|
[afA — |p['B _ lalbllc]
M,. = , Mg = — 5 — 57
7 Jaf — Jof * |laf bl
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Satz :

Die Mittelpunkte der Apolloniuskreise zu den Seiten eines Dreiecks liegen auf einer

Geraden, der Lemoine-Geraden.

Beweis :

Die Mittelpunkte der Apolloniuskreise zu den Seiten AB , BC , CA sind:

AB BC CA

~al — Iof bl = ef cf ~ Iaf

Man betrachtet zunachst die Gerade MygMge , bzw. Mg, — M,

_ bB - fc _[afA - |bI'B
bl — |cf laf’ — |bf*

MBC - AB

(laf" = [bF)(lbI’B — [of'c) — (Ibl* — |cf|(laf'A — [ofB]

oo 7 =l oo — e

_ [afA — bI’B v B —cfc v - lfC —lafA

_ |albl’B - laflcl’c — Ibl'B + b[’lcf'c — |allbfA + |bl'B + [al’lcf’A — Ibf|cB

(laf* — 16/(l6* ~ [cf]

v _ w _ [a1ol8 — laflefc LB + Ioflefc — labfA s JofB + laflclA - bflclB

llaf* ~ [of){Ibf — Icf]

_ |albl’B - Jaffcl’c + bllcfc - |afpfA + |aflc['A - |bflc['B

MBC - MAB
(lal* = [oPJ{l6f — [cf’
Mo M, = [olel(c=B) + lallel(A—C) + [afll"(B-A]
(lal* = [oPJ{J6P — Icf’
IbPlcfa + |c[lafb + |af|bfc
MBC - MAB =
(lal* = [oPJ{l6P - [cf’
Die Richtung der Geraden M, s Mg ist gegeben
d: = |bflcfa + [cflal’b + |af|bfc .

Die Gleichung der Geraden M,;M,. ist gegeben durch
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Man muss zeigen, das der Mittelpunkt M., auf der Geraden M, gMg. liegt, also man
muss zeigen, dass

aMCA - dM—CA = aMAB - dM—AB

gilt .

Es folgt nacheinander

aMCA - dM—CA = aMAB - dM—AB

=0
2i
d ® (Mu—My) = 0
|d[Mga—M,g|sina = 0 , wobei o der Winkel zwischen d und (Mg,—M,g) ist!

Damitfolgt o = 0 , das heiltdass M., aufder Geraden M,gMg liegt.

q.e.d.
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Bild zur Lemoine-Geraden
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Satz

Gegeben sei das Dreieck AABC .
Dann ist die Gerade durch den Umkreismittelpunkt und den Lemoine-Punkt
orthogonal zur Lemoine-Geraden .

U = Umkreismittelpunkt
L = Lemoine-Punkt

BC
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Beweis :

Nach dem Beweis des vorigen Satzes ist die Richtung der Lemoine-Geraden
M,sMg. gegeben durch

d = [bflcfa + [c[lafb + |af|ofc
b
d = |a’Ibf|c’d5 + [af’[bflc[*2 + |af|b[*|c]*%
af’ Ib|’ cf’
b c
d = |af|of|cf a—+—+—
et 2 + o + o]
A ]
a = laPofiof |- + 1 +6)

Die Richtung der Lemoine-Geraden stellt sich, da man den reellen Faktor weglassen
kann, vereinfacht so dar :

+

1 1
+ — J—
b c

=
o=
ol|=
=

Der Umkreismittelpunkt U des Dreiecks A ABC ist gegeben durch

U - |IAfa + Bfb + [cfc
" A a+B b+C ¢

vgl. [Arno Fehringer : Geometrie in der komplexen Zahlenebene, S. 24 ]

Bermerkung :

DerNenner A a + B b + C c istrein imaginar, denn :

A a+B b+C c=AC-B +BA-C|]+C |
A a+B b+C c=AC-AB + BA-BC + CB-CA
A a+B b+C c=-AC-B] - BIA-C) — C(B-A]
A a+B b+C c=-Aa-Bb - Cc

A a+B b+C c=-[Aa +Bb + Ctc]|

Aa + Bb + Cc = —[Aa + Bb + Cc|

Jetzt kann man die Formel fir den Umkreismittelpunkt auch mit reellem Nenner
schreiben, wenn man mit der imaginaren Einheit erweitert :

|Afai + |Bfbi + |C[ci

U = Xai + Bbi + Coi
U éﬂi + §§bi +_CCci
Aai + Bbi + Cci
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Der Lemoine-Punkt ist der gemeinsame Schnittpunkt der Symmedianen mit den
entsprechend zugehdrigen Teilverhaltnissen

_ e , - 12 _ bP
[ef*+Jb|” [a*+[c* [bl*+[af”
Einsetzen dieser Werte in die allgemeine Formel fur den gemeinsamen Schnittpunkt

L= XY ALYz g X
1-y + Xy 1-z + yz 1—-x + zX

liefert

‘ 2

2

af L b o, ld
af+lo+lc” * " Jaf+lol+lcf a+Jo["+]cf

[Vgal. ,S. 112, 113]

lafA + [b’B + |c['C
la*+|b["+|c[*

Berechnung der Richtung der Geraden UL :

_lafA + pf'B + IcfC AAai + BBbi + CCci
 laf +[b[+|cf Aai + Bbi + Cci
Ua|2A+‘b|2B+|c‘2C) (Kai + Bbi + éci) - (|a‘2+|b’2+fc|2) (Aﬂai + BBbi + Céci)

L-U =
(|af+[b[*+/cF) (A ai+Bbi+Ccil

Zur Bestimmung der Richtung der Geraden UL kann man den reellen Nenner jetzt
weglassen :

e = (|a|2A+|b|zB+|c|ZC) (Aai+Bbi+Cci] - (|a|2+|b|2+|c|2) (AAai+BBbi+CCci)

= (jafA+[oPB+[cfC - (|a| +|of+|cf| A|Aai
+[|a?A+|bfB+[c/’C - |a| +|bf+/cf|B|Bbi
+al*A+loPB+IcPC — (jaP+/bl+[cF)c|Cei

e = (|bfB+cfC - |b]+|c| )
+al*A+/cfC — (jaP+/cf|B|Bbi
+al2A+bPB — [jaP+/bP)c|Cci

e = (jbPB+cfC — |bfA-|cA)Aai

+([afA+|cfc - |a’B—|cfB|BbI
+(lafA+|ofB - |afc—-pfc|Cci
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e = (IbF(B-A|-Jcf(A- c))*
+(cP(c—B)|af(B—A))Bb
+(a*(A—c|pP-(c- ))

e = (|b|zacﬂi — |c|2abﬁi)
+(/cfabBi - |afbcBil
+{]afbcCi — |pfacCil

e = |abc(C—BJi + |bfac(A-C)i + |d|’ab(B-Ali
e = |af’bcai + |b[’acbi + |¢[*abci

e = abca®i + abcb? + abcc?i

e = abcila® + b2 + ¢?|| , |e = —abci[a® + b2 + ¢

Wenn die Richtungen e und d orthogonal zueinander sind, muss gellten

= |d||le|cos90° = 0 ,

éd:—{56+éé ablla® + b* + c?i

ed = abci[a® + b? + cz][

ea:bci[;z+l:?+c] aci[z?+t?+€2]+abi[g2+b2+(?
3

0]
ol
0

[bc + ac + ab[ + b® + Cz]i

Wegen der Trinomischen Formel und weil a+b+c = 0 folgt
la+b+cf = a’+b’+c?+2ab+2ac+2bc

0 = a’+b*+c*+2ab+2ac+2bc
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2ab+2ac+2bc = —|a’+b%+c?

ab + ac + bc = —

Analog :

Q|
Tl
+
(O]
ol

Damit ergeben sich die Ausdricke ed |,

ed = — [bc + ac + ablla® + b? + &
ed :(23_2*b_2+ ‘?)[a% b2 + c2i
ed:(2a2+b2+c;2)[a2+b2+c2]i
und es ist
éd+ed:232+b2+c2)[az+b2+02]i
ed+ed=0

ed wie folgt

ed = [bc + ac + abl[a® + b + ¢

ed = —

g.e.d.
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Satz

Gegeben sei das Dreieck AABC . Nach dem vorigen Satz ist die Gerade durch den
Umkreismittelpunkt und den Lemoine-Punkt orthogonal zur Lemoine-Geraden .

Spiegelt man den Thaleskreis uber dem Umkreismittelpunkt und dem Lemoine-
Punkt, den sogenannten Brocard-Kreis, am Umkreis, so erhalt man die Lemoine-
Gerade.

CA

U = Umkreismittelpunkt
L = Lemoine-Punkt

Brocard-Kreis
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Beweis :

Man muss zeigen, dass der Spiegelpunkt des Lemoine-Punktes auf der Lemoine-
Geraden liegt!

Der Spiegelpunkt ist

R2
L* = N _
U+i=g
mit
U = AAa + BBb + CCc

Aa + Bb + Cc
AAai + BBbi + CCci

Uu = Aa + Bbi + Coi (reeller Nenner)

_ laf[bllef
|/Aa + Bb + Ccf

_ |aA + |pI'B + lcf'C
[al" +[o[*+[c[

[Vgl. S. 25, 26 |
[Vgl. S. 112, 113]

_lafA + [bFB + [cfC  AAai + BBbi + CCci
la|*+|b[*+|cf Aai + Bbi + Cci

_ [|aPA+bPB+|cC) (Aai + Bbi + Cci] — (jaf+/bf+cf| (AAai + BBbi + CCcil
laf*+[bP+|c]?) (Aai+Bbi+Ccil

Man vereinfacht zunachst den Zahler des Ausdrucks fir L-U
laf A+bPB+cfC) (Aai+Bbi+Cci) — (jaf+bf+|cf’) (AAai+BBbi+CCcil

= (aPA+bfB+/cf*C - (|a|2+|b|2+|c| |a|Aa
+(jal?A+[pfB+]c/’C - |a| +|bl*+[cf )B)
+al*A+loPB+IcPC — (laP+/bl+[cF)c|Cei

WI

= [jbPB+ld*c - \br +[of’)A )
+al*A+/cfC — (jaP+/cf|B|Bbi
+alA+bPB — [jaP+|bP)c|Cci
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= (Ib’B+lcfC - |bFA-|cfA|Aa
+||lafA+/cfc — |a’B—|cfB)BbI
+{laA+]ofB - |afc-p[c|Cci

= [Iof(B-A)-|cfA- c))*

+{lef(c-8) |a| AlBb
+{|af*(A-c]lbf - )
= (bfc - |c|2b)ﬂa.
+(|c|2a - |a|2c)§b|
+|]af’b — |b|2a)éci

= (pfacAi - |c[fabAlil
+|lcfabBi — |af*bcBil
+[jafbcCi — |bfacCil

= l|al’bc(C-B)i + |b|*ac(A—-CJi + |c[ab(B—Ali
= |af’bcai + |bfacbi + |c[abci
= abca’i + abcb?i + abcc?i

= abci[aﬁ2 +b? + (?]

Also folgt weiter :

abci[a® + b + ¢ ~  — abcila® + b? + ¢

(|af*+Iof+[c] (A ai+Bbi+Ccil (laf+IbP+lcF] (~Aai-Bbi—Cail

L_uy| = lalbllell® + b* + & [y - abcila®+ b + ]
|af +[of+|cf| [Aa+Bb+Cc| |aP+|bP+[cF] (Aai+Bbi+Cai)
[y abcle’ + b+ ] ]
laF+[oP+|cF)] (Aa+Bb+Cel
R2

E —
L* = U + T

* 2 1 _
L*=U+ R =]
e _y ., lallbflef (JaP+b[*+|cP) (Aa+Bb+Cc]

|Aa + Bb + Ccf* abcla® + b + ¢
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abc (|a\2+|b\2+|c\2)

L:U+(Ka+gb+ac)[a2+b2+02]

- _y , abe _ [la+lb+ef]
(Aai + Bbi + Cci] [a® + b? + ¢

Loy, abci (|2 +|bP+]cf’

[a® + b% + ¢ (Aai + Bbi + Cci|

Bemerkung :

abci[? + b+ (?2]
(|laf*+|bP+|cf) (A ai+Bbi+Ccil
fur die Gerade durch U und L den Zahler nehmen :

Da der Nenner von L-U = reell ist , kann man als Richtung

abcila? + b* + cz|2

(2 . 2. 2 _
abm[a +b +C}_[az+b2+c_2]

Lasst man den reellen Faktor weg, ist die Richtung der Geraden durch U und L :

abci | abci lallbl|c|
= y t = T == ’ =
© la® + b2 + ¢ mt-|e a? + b2 + c? e la® + b? + 7
Damit folgt weiter :
, 2 LR 2
abci laF+Jof+[c[*

L*=U~+ [az + b + cz] (Kai + Bbi + Cci)
(laf+[o*+[cf)

L* = @+l *iel)
Ut ® &ai+ Bbi + Cai

T e i
(Aai + Bbi + Ccil

Die Richtung der Lemoine-Geraden steht senkrecht auf der Richtung der Geraden durch
U und L :

d:abc— H:L M;M
&+ b2+ ¢ | a + b? + ¢ la® + B> + c? |’
e = di
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Die Gleichung der Lemoine-Geraden ist :

dz — dz = dM,; — dM,
Man muss zeigen, dass L* diese Gleichung erfullt :
dL* — dL* = dM,; — dM,

[af +/o[*+cf
(Aai + Bbi + Ccil
setzt diesen Term in die Geradengleichung ein, so folgt :

Setzt man voribergehend L* = U + v e mit v :=

Da der Abstand eines Punktes U von einer Geraden durch den Punkt M,y in Richtung
d gegeben ist durch

F-U =

N Ql

Map-U] + d[¥-0
d

Formt man die Gleichung um und und schreibt :

— (d[Mp—-U) = d(Mga-U)] = - v(de-dg]
— (d[Mp-U) - d(Mg-U)] = - v(de-de]
d(My—U) — d[M-U) = v(de—de] |+ 2d
dMe-U) - d(Mg-U] , de—de
2d B 2d
B (de—de]
F-u = 2d
U = ddi—d(-id)
2d
F-U = 2d
F-U = v di
F-U = ve
F = U+ve
F = L*

g.e.d.
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Satz

Die Abstande des Schwerpunktes S eines Dreiecks AABC zuden Seiten a , b ,
¢ verhalten sich wie die Kehrwerte der Seiten :

111
al " [bl " c|

[daf < [do] = [of =

Beweis :

AAABM1 ) AAABC
1

AASBM1 3 AAABM1

AASBM1 - gEAAABC

AASBM1 = 6 A asc

Analoge Betrachtungen fuhren zu folgender Aussage :
Die 3 Medianen zerlegen das Dreieck AABC in 6 gleich grolRe Teildreiecke .

Fir die Flacheninhalte der Dreiecke ABCS , ACAS , AABS mitden Hohen d, ,
d, , d, gilt:

Llalla,| = Zloljan| = Tleld = I Auac

2 2 2
|da‘ = ?HAAABC , ‘db‘ = 3|_b‘AAABC , |dc| = :MAAABC
1 1 1
d d d = — I =
daf =[] = |l o el

g.e.d.
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Satz

Die Abstiande des Lemoine-Punktes L eines Dreiecks AABC zu den Seiten
b , c¢ verhalten sich wie die Seiten :

led : leo) i le] = lal : o] : Ic|

Beweis :

Da die Winkelhalbierenden die Medianen in die Symmedianen spiegeln gilt :

<LCN; = <SCM, = ALCN; ~ ASCM, = e, : |d| = ICL|: [CS]
<LCN, = <SCM, = ALCN, ~ ASCM,; = e : |d| = lcL|: [CS]
Damit folgt :
ed _ |e
A [d
e _ [dy
e, |d,|
B el
e _ b €a _ |a| .
o T T T T Rllel =
a|
Eine analoge Betrachtung liefert insgesamt ‘ea‘ : |eb‘ X ‘ec‘ = |a\ : \b\ : \c\

q.e.d.
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Minimumeigenschaft des Lemoine-Punktes

Die Summe der Abstandsquadrate vom Lemoine-Punkt eines Dreiecks zu den Seiten ist
minimal :

‘2

|ea‘2 + ‘e,o|2 + |eg[” minimal

Zum Beweis benétigt man folgende algebraische Formel :

aF+lo+lo) (le,+lesf+/e.f] =

= (laleslolle il + [l -lolle)* + (lalle-elle* + floll-Ief|

Beweis der Formel :

laf + 1oF + oF)(je.f + le + ecf]
= [afle.] + Ibfe.] + Icf|el]

+ afle,]" + Ibf|es]* + lcf|es|

+ alle + IoFle + IcFled

= lafle.] + Ibflef + lcfle] + 2lalle.flblles] + 2[allelcllec] + 2lblles/lclle.]

+ alfle,[ + IbF|es]* + lcf|es|

|2

- 2[alle,|Iblles

+ lalef* + Iofle + Icfle. - 2lalle/lcljec| - 2lblleslclle

= (lalled + [blles] + [clled|" + (laled|-lblle] + (lalec|-lclle.]]" + (bllec-Ic]e.|)
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Weiterfuhrung :
llaf+bl+lcP) (|, +le.f+le.) =
= (|alle./+Iblle +/c]jec|f + (lalles|-Ib]e.))* + (lalles|Ic]jes])* + (Iolles]~Ic]es

(lalled|+blles|+lclled] + (lalles|-Iolles])* + (lalled—Iclles])” + (Iblled-lc]les]|

e Hlef vlef = = a
af +lbf+/c]

- 2Aunec]” + [[alles|-Iblle.]]" + ([alle~lclle.]]” + (Iblled-lclles||

e[ +lef +ed” = m T e
|af" +[bf" +[c]

Die rechte Seite wird minimal, wenn
(lalles|-Iblle.]| + (lallec|~lclle])” + (Iblled|-Iclles]| = 0
also wenn

lalles-Tolle =0 . [lalled-Ielled = 0 . (Ibfeleled] = o

alle|—Iblle,] =0, lalle-lclle)] = 0, [blle.|-lc[|e;| = O
e _lal e _lal o leo] _Ib]
N

led : leo) i le] = lal:[b| : Ic|

Der Lemoine-Punkt erflllt bekanntlich diese Bedingung, also gilt die behauptete
Minimaleigenschaft .

g.e.d.
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