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Voraussetzungen aus der Analysis 1:

(1)
Sei f : (a,b)] —= R .
- Minimum , . ,
X, € (a,b] heiBtlokales [ Maximurm } , falls es eine Umgebung U, (x,) gibt mit
flx) > f(xo) furalle x € Ue(xo) , X #E Xy -
f(x) < f(xo)
(2)
Sei f : (a,b] ——= R differenzierbar.
Ist X, € (a,b] einlokales Minimum oder Maximum, so ist f'(x,) = 0 .
Beweis:

Es folgt der Beweis im Falle eines Minimums. Der Beweis fur eine Maximum geht
entsprechend.

Sei x, € (a,b] ein lokales Minimum.

Dann gilt :

o = e

filxg) = lim f(xx)_i Xl »0
X X5, X>X; —Xy

Also f'(xo) = 0 .

(3) Satz von Rolle

Sei f : [a,bj] ——= R stetig, f : (a,bj ——= R differenzierbar, f(a) = f(b) .
Dann gibtes ein X, € (a,b) mit f'(x,] = 0 .

Beweis:
Da f stetig ist, wird nach dem Satz vom Maximum und Minimum flr stetige Funktionen
das Minimum oder Maximum in x, € (a,b] angenommen. Nach (2) ist dann

f'(xo) = 0 .
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(4) Mittelwertsatz

Sei f : [a,b] ——= R stetig, f : (a,b] —— R differenzierbar, f(a) = f(b) .

Danngibtesein & € (a,b] mit f'(g] = w :
Beweis:
Setze Flx) = flx) — f(bb):;( ) (x—a) .Dannist Fla) = F(b) . Nach (3) gibt es ein
£ € (a,b) mit

e f(fb) f(a)

f'lg) — “b_a 0

TR

(5) Monotoniesatz

Sei f : [a,b] ——= R stetig, f : (a,b] ——= R differenzierbar .

a) f'x] <0 auf (a,b) = f streng monoton fallend
f'(x] > 0 auf (a,b) = f streng monoton wachsend
b) f streng monoton fallend = f'(x) < 0 auf |(a,b]
f streng monoton wachsend = f'(x] > 0 auf [a,b)
Beweis:
a) Es wird nur der Fall, dass f'(x] < 0 ist, behandelt, der andere Fall luft
entsprechend .

Angenommen, f ist nicht streng monoton fallend. Dann gibt es x, < x, mit
f(x1) < f(xz) , und es folgt :

fxo)=f(xi)
Xo—Xy
Dies steht im Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist streng monoton fallend .

>0

b) Es wird nur der Fall, dass f streng monoton fallend ist ist, behandelt, der andere Fall
l&uft entsprechend .
Sei f streng monoton fallend.Sei x € (a,b) undsei x < & € (a,b) . Dannfolgt :
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(6) Hinreichendes Kriterium fur lokale Minima und Maxima

Sei f : (a,b] ——= R differenzierbar undin x, € (a,b] zweimal differenzierbar.
Dann folgt :

f'(xo) = 0 und f"(xo) >0 = X, istlokales Minimum

f'(xo) = 0 und f"(xo) < O = X, istlokales Maximum
Beweis:
Es wird nur der Fall , dass f"(xo) > 0 ist, behandelt, der andere Fall 1auft analog.
S : " W f” _ | f'(x)_fl(XO) 0 T .
ei f (xo) > 0 .Wegen (xo) = lerxwo x——xo >0 existiert Ue(xo) mit
f'(g)—f'

PIEI=F xo] >0 firalle & € Ugfx) , & # xo -

%_Xo

Wegen f'(xo) = 0 folgt:

f'(gl

>0
E_xo

f'le] >0 far &-x, >0, E > X,
f'le) <0 fir &-x,< 0, E < X,

Die Funktion f ist nach (5) in (xo,x0+e) streng monoton wachsend und in
(xo—e,xo) streng monoton fallend, und deshalb ist x, ein lokales Minimum.
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Voraussetzungen aus der Analysis 2:
[1] Richtungsableitung und partielle Ableitungen

Sei f : U ——= R eine Funktion zweier Veranderlicher auf der offenen Menge
Uc R .

Flr jedes x € U und fir jede Richtung & € R®, |[g] = 1 existiere eine
Umgebung UE(X@X) und die Richtungsableitung von f nach & ander Stelle x ,
fix+tE,, X+t — f{xq,x
D.fx) = lim [Xr+tEnX: fz) L
) t=0

Fir die kanonischen Richtungen (1,0] (0,1] erhalt man die sogenannten partiellen
Ableitungen

f(x1+t,x2) — f(x1,x2)

fl(x) = DH’O\,f(x) = lim

t=>0 t
flx , X +t)] — flx , X
f(x) = Dy, flx] = fim XXt = flxixg
t=0 t
Bei der Bildung der Richtungsableitungen f, , f, wird die jeweils andere Variable als

Konstante behandelt und die Ublichen Ableitungsregeln verwendet.

[2] Idee der linearen Approximation einer Funktion in zwei Variablen

Sei f : UcR®> —= R, e e€eR*, [gf =1, teUlx .

flx+tg) = f(x) + (a1 a2)(:§1 + @elt) mit Itim CPET(t) =0

flx+tg) = f(x) + t(a, az)(z + @elt)

f(x+t§) — f(x) = t(a1 az)(§1 + cp;g(t)

f(x+tzg)t — flx] _ a az)(§1) L lt]

D.f(x] = lim flxets) = flx) _ a, az)(&) AL

t=0 t t=0

t>0 t

D.f(x] = lim fix+tg] — flx] _ (a az)(§1)
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Fiir die kanonischen Richtungen (1,0) (0,1} erhalt man

filx) = a fo(x) = a,

f,(x] = Dy, flx) = (a, az)(?)

Die lineare Approximation erfolgt also mit Hilfe der Jakobi-Matrix, gebildet aus den

partiellen Ableitungen :

fests) = 11+ () 1) 15

+ olt) mit  lim —— =

flx+ts) = flx] + (fx)g, + fx|g)t + o[t) mit fim el _

Aulerdem folgt :
f(x+t§) — f(x) = (fl(x)‘g1 + fz(x)‘gz)t + cp(t)

f(x+tg) — f(x]
t

= f1(x)§1 + fz(x)§2 + @

D.f(x] = fim f(x+tg] — f(x]

t=>0 t t=0

D.f(x) = f,(x)g, + f,(x]g,

[3] Kettenregel

Sei f : UcR® ——= R eine nach allen Richtungen differenzierbare Funktion , und sei
o (~e,e) —= U, oft = x+ylt] , (0] = x ein differenzierbarer Weg in

U durchdenPunkt x € U .

Betrachte die Ableitung Verkettung foo : (—€,¢)] —= R ,

w,'(0] ¥.'(0)
Jakobi-Matrizen der Funktionen ® und f .

Seien  '(0] = (“’1'(0)) _ (y1'(0)) , (F,(x) f,lx]]

Dann gilt :
olt) = 0l0] + o0}t + glt) mit m L
flx+y) = fx] + (fl(x) fz(x))@;) +py) mit lim %
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Wir zeigen, dass die Ableitung der Verkettung gleich dem Produkt der beiden Matrizen ist:

feallt) = [fwl0) fz(w(on)(wf(o)) = £, {w(0)jo;' (0] + ,(w(0])w, 0]

(02'(0)
Zunachst folgt :
foollt) = floft]
foollt) = flolo) + wl0)t + ol mit tim @Y =

foullt] = flx +

) + Y mit  lim % =0

t=>0

n
(fow)(t) = fx) + (fi(x) fz(x))(ﬂ

feollt] = tlofol] + [f,lolo] f2<w(o)))(°$'-((%))ﬂ . i?((tt))) - um

+ YpMm)

(fow)(t) = f(m(O)) + (fl((o(O)) fz(w(o)))(‘m"(g))t + (fl(w(O)) fz(w(o)))(cg((tt))

Wegen ? = »'(0) + 9lt] und lim lt] _ 0 st lim m = |o'(0) ,
t-0 t=-0
aulerdemist lim % = 0 , sodass folgt :
t=>0
(wm) (Wm)
i AW2M) V2] ) _
|tl_r)1(’)1 h Itl—)O M t 0
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[4] Satz vom Minimum einer Funktion mit zwei Variablen

Sei f : UcR® ——= R eine nach allen Richtungen differenzierbare Funktion .
Dann gilt fir alle differenzierbaren Wege o : [0,1] ——= U , (0] = x, :

X,=w (0] ist lokales Minimum von f o 0 ist lokales Minimum von fo

[5] Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema

Sei f : UcR® ——= R eine nach allen Richtungen differenzierbare Funktion, die in
x € U lokal extremal ist . Dann sind die Funktionen f(x1+t,x2) , f(x1,x2+t) in

gleichem Sinn extremal, und deshalb sind fl(x1,x2) = 0 und fz(x1,x2) =0 .

[6] Taylorsche Approximationsformel und hinreichende Bedingung fiir eine
Minimum
Sei f : UcR® ——= R eine Funktion, die nach allen Richtungen differenzierbar ist,
und deren partielle Ableitungen bis zur Ordnung 2 existieren und stetig sind, und o :
0,1 —= U , olt] = x+t& , w(0) = x ein differenzierbarer Weg.

Dann kann die Funktion g(t] = (few|(t] wie folgt dargestellt werden :
ol1] = ol0) + 0] + 1g7(0) + gz mit tm Y = o
Wegen
w(t] = x+t&
o'lt) =&
o'lt] = %)
folgt

Wie unter [7] gezeigt wird, ist f,, = f,, .
Damit folgt :

9”(0) = (f11((ﬂ(0))§1 + fjg(w(o))§2)§1 + (f11(0‘)(0))§1 + fgg((ﬂ(o))gz)&

g"(O) = f11((”(0))§12 + 2f12((’0(0))§1§2 + fzz(w(o))gzz
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Falls f, [0(0]) # 0 ist, folgt weiter :

fll(w(o))
_ 2, sz(‘”(o))%z fiz(‘“(o))gzz + fzz((”(o) g _ fiz(u)(O) &’
ool = tlwlfs? + 26 SRR - SRR+ S - SR

9"(0)=f11((o(0))-(§1+ f”(“’(o))gz)z , fulololg?  flolo ))322]

I fm(oo(O)) f“(m(O)) - f11( (0))
" _ + f12((“ 0))32 i + f11((“(0))f2,2(0)(0)) _ ffz(w(o)) 2
o101 = fulol0llfs + 7 Lol | Folulo] 32]

Damit folgt fur die Taylor-Darstellung zunachst

olt) _ 4

ol1] = glo] + g0} + Jg"(0] + glg]  mit lim

0t

flol1) = flolo]] + [f;wl0]]g + flolo))s,)
. [( o il el . o
x+§ ( + §1 + f2 )
im @S]
o[8[

Betrachtung des quadratischen Terms :

Es ist

fiul0(0))g + 2f,(0(0]Jg &, + folol0))g,” = (g, Ez)(:”(x) f12(x§)(§;) = EAE> 0

21(X) fzz(x

Die quadratische Form ist stetig, positiv und nimmt deshalb auf der kompakten Menge
S=|geRr¥ I |g =1 dasMinimum o« an:

EAE = o >0 auf S

Es gilt sogar £AE > algf® furalle & € R* ,denn:
EAL = [gEAEE  , EesS
EAE = [5EAE = afgf
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Abschatzung des Taylorschen Ausdrucks unter der Voraussetzung, dass

flxrg] = flx] + (filx)g; + Hlx)g,)
, ;( i« )[(g b )%2)  ulxlfalx) = i) E;]

11(XJ ffl(x)

+ ollg])

flxeg) = flx) + (filx)g, + flx)g,) + TEAE + olg
Seinun f,(x) =0, f(x =0 und &Az>0 .
fix+g) = f(x) + %EAE + (€

Wahlt man nun o > 0 so klein, dass ¢fg < %|§|2 in der Umgebung U,(x| , also
olg) = —ZEF , folgt:

flx+g) = fx) + Zalgf - GIgf

1
2
Jalef

f(x+g) = f(x) +
f(x+g) > f(x
Damit hat die Funktion f ein lokales Minimumin x .

Die Bedingungen fur ein lokales Minimum in x der Funktion f sind speziell erflllt,

falls  f,[x]g, = 0 , f(xJg, =0, f,[x] >0 , f,(x)f,x] - f,(x) >0

[7] Gleichheit der partiellen Ableitungen f,, = f,,
flx, %) f,,0,0)] = D,D,fl0,0) =2 ,  f,(0,0] = D,D,f(0,0] = ?
Man betrachtet die Funktion

sz(x1) = f(x1,x2) — f(x1,0)
FXZ'(X1) = D1f(x1,x2) — D1f(x1,0)

Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein & mit

sz(x1)_sz(0) = FXZ'(E)X1
F..[%-F,(0) = (D,f(g,x,) — D,fl,0]]x,

Nach dem Mittelwertsatz gibt es weiterein 1 mit

sz(x1)_F 0 ((Dz 1 E n))xz)
(0) D,D, (&, n) %X,
— £(0,x,) + f(0,0] = D,D;f(E,n/x;x,
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Dann betrachtet man die Funktion

wa(xz) = f(x1,x2) - f(O,xz)
F,'(Xo) = Daf(x4,%;) — D,f(0,x,)

Nach dem Mittelwertsatz gibtes ¢ mit

f
£(0,x,) — f(x,,0) + f(0,0] = D,D,f(E,7|x,x,

Da jeweils die linken Seiten der unterstrichenen Gleichungen gleich sind, folgt

D,D,f(g,m] = D,D,f(€,%) ,undim Grenzwert D,D,f(0,0) = D,D,f(0,0) .
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Bestimmung eines Punktes im Inneren eines Dreiecks, dessen
Summe der Abstandskuben zu den Seiten minimal ist

/ c, lcl \

Es sind :

Punkt im Dreieck AABC : z

Abstand des Punktes z von a : r = d(z,a
Abstand des Punktes z von b : s = d(z,b)
Abstand des Punktes z von ¢ : t = d(z,c

Der Punkt z ist Schnittpunkt folgender Geraden :

| &z - az = é(C+ri i) - a(é—rE i) |- b
El El
I bz - bz = _(C+33 i) — b(é—s£ i) | - a -
b bl
(ab-ablz = ab(C+ri i) - ab(C—ri i) -~ ab(C+s£ i) - ab(C—sE i)
al al bl o]

(ab—ablz = abC + |a|bir — abC + |a|bir — abC — a|blis + abC — alblis

(ab—abjz = abC + |albir + |a|bir — abC — alblis — alplis

(ab—abjz = (ab — ab|C + 2|albir — 2alblis
B 2i 2]
Z = ab-ab [alb ab—ab albls
B 1 B 1
z = C+ ——— lalbr ~—Sb-ap alb|s
2i 2i

Minimale Summe der Abstandskuben 12



ba—-ba

Wegen 2A, = — o folgt :
_ 1 _ 1
z = C+ ~baba la|br ~ba_ba alb|s
2i 2i
z = C+—|a|br—ﬁa|b|

Darstellung des Punktes 2z im Dreieck AABC mit Abstand r zu a und Abstand
s zu b .

Aus Symmetriegrinden gelten dann entsprechende Formeln :

_ 1 _ 1
z = B+ oA, clat A, clalr
~ 1 1
Z_A+2AA|b|C A

Fiar die Abstande r , s , t gilt auBerdem folgende Beziehung :

1 1 1
E\a|r + §\b|s + E\c\t = A,

la|r + |b|s + |c|]t = 2A,

Speziell gilt :
t = 1(2A, — |alr — |bls]
c]
Daraus erhalt man folgende Funktionsgleichung der Summe der Abstandskuben :

flr,s) =r° + s®+ ‘%(ZAA — lalr = |ols)’
c

Notwendige Bedingung fiir ein Minimum :  f (r,s] = 0 , f_r,s] = 0

f()

2 1

0

s[2A, — |ar = |bls)*(~lal) = 0
C

3r? - M( A, — lalr = lblsf = o
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flr,s] =0

367 + ﬁ(m ~ Jalr — [blsf(-]o]) =

38 — %(ZAA —lalr = plsf = 0
C

rr— —3(2AA — |a\r — \bls)2 =0
[d

K %(ZAA _Jalr — Jblsf = 0
C

[l
o

o Ma( ~alr - bs>r
& - Nb'(zA ~Jalr - bIS)rzo

o \/W( — |alr - IbS)Hr - \/g(ZAA = Jalr - bs)] _
is+ \/‘\b‘|( ~ lalr - bS)HS - \/g(ZAA _ lalr — |b|S)] _

Unter der Voraussetzung, r
Null sein :

, s , t > 0 konnen nur die jeweils rechten Faktoren gleich

r \/| |(2A lalr — |b|s)

lcf’

s \/|b|(2A alr — Jbls] = 0

cf

[l
o

DerFall r , s, t = 0 wirdam Schluss der Arbeit noch betrachtet !

(1+a|\/ )”'b'J e = 2l
Ll (“W |) 2o
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ZJ%AA bm) “WT' Z%AA
e

: 2\/‘|a‘\ (1 Wb) 'b'm ZHAA
1+\aWCa|I +‘b|\/||:|| ‘a|\/||:‘| |b‘\/‘\;\ ‘b‘\/\zl ‘a|\/||:‘\

-

2W—aLAA W b W'a' 2WELAA
- c| lcf |’ c|
1+\a\\/‘i|3+|b|\/‘£‘3
cl c]
2\/|"“\,|3AA 1+\b\\/|ﬂ3 - |b|\/‘£‘3
c| c| lc|
1+\a\\/|i|3+\b‘\/|LL
I (o1 c|
al
2. /8L A
_ o
r =
1+\a\\/|‘a‘| +|b|\/‘|b“
2+[aA,

-

~ TeWlel+lalVIal+/o[To]

2[a[A, .
" TalVfal + IolVlol + [clfc]

-

Analog erhalt man :

_ - NHAi _
lallal + [blVlbl + |c|Vlc]

Aus Symmetriegrinden musste gelten :

2\[c[A, _
" JalIal + IblIo[ + Ichld]

Das Tupel |[r,s] ist die Nullstelle der ersten partiellen Ableitungen der Funktion

flr,s) =1 + s® + 1—(2AA — la|r - |b\s)3

of
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Betrachtung der zweiten partiellen Ableitungen :

flr,s) =1 + s® + 1—|3(2AA — lalr - [pls|’
c

flr,s) = 3r® — %(2AA — |alr - \b|s)2
C
mhﬂ:m—%?@n—wwwmww

2
f (rs) = 6r + ‘T‘T' 2A, - lalr — |bls)
C

3 2 2
f.lrs] =61 - lal |, _ 8laflbly , 12laf A,
i lcf lcf lcf
f _ 1 { ( 3 3) 2 2 ]
Lrs) = E 6llc[—|al’Jr — 6[al’|b|s + 12|a[ A,
flrs) = 38 - %(MA _Jalr = IblsP
6/b
n$ﬂ=6s—§ﬂmy4w—bMHw
2
f.lr.s) = 6s + Tc|:b|3‘ (2A, — la|r = |bls)
6/b[’|a b’ 12|b]* A
irsl = - Bl ( - b}, , saia,
£ _ 1 [ 2 ( 3 3) 2 ]
s = E — 6lb[|alr + 6l|c[—|b[|s + 12|b]°A,
e = 367 - %(ZAA ~Jalr — |blsP
6|allb
foolr,s) = “C:‘S ‘(ZAA — lalr — |b|s]
f (rs) = _6\a|2\b\r B 6|a|\b|2S , 12lallblA,
” lcf |’ lcf

1
mmazﬁﬂ4w%n—mﬂws+mmwm]
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Einsetzen der Nullstellen der ersten partiellen Ableitungen

2+[aA, ] 2\[b[A,
" JalVlal+lblViol+lelIe] ~ JalVlal+IbIbl+[clVIe]

in die zweiten partiellen Ableitungen :

flrs) = al6llcf-lalr — 6lafbls + 12/afA,]

c]
ol = M gllop_tar 2V[a]A, 2+[bA,
flr2o) ||3[6(" R PR AR A R L R A R
 (r.o) = 12llolAd|ValA, —12(aftorTHTA, + 12laf" A, atalpr Rl +cly[c]
" o ([al\[a+[bls[bl+|c[Ic]]
12[of Vla|A, + 12[afo[v[c[A,
P (lalVIal+[blv]bl+/c| Vic])
leos) = 12IEIA, + 120af VElA,
cFlalV[al+/b[Vok|clVIc]
 lros) = 12, lcf Vfal + [af*V[c]
" (o (Jalv[al+[ol+bl+lc|c]]

+ 12laf A,

f lr,s] =

f.lrs) = ﬁ — 6lbPlalr + 6[[cf—Ibf)s + 12]ofA,]

ot 12bflalEA, | t2llef-loPlBIA
73 =TGR T Talsel ol el T el el T © 2
_(r.s = —12lollalVialA, + 12(jcf' ~[o VITA, + 121bf A, (lal\[al+/b}[bF+[c][e]
= oF el Jal+lol ol +lelvic]
( (r.o) = 22lbPtavRIA, + 12{cf Ao’ )VblA, + 12]of A, llakefal ok TBl+lchy ]
gy of a1 Jal+[ol ol +lelvic]

12]cf'VIb[ + 12Jo* A, e Vie]]

flrs) = 2 LT 20 Calb ]
S SN AN RN )

_ 12 [[e' Vbl + |bf[c]
Fl0+%) = [oPlalV Rl Bl T
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1
folr,s) = E{—6|a|2|b\r — 6lallbf's + 12aljb|A,]

1| _12la[polv[alA, 12]al|bf /o[ A,
el 8] = 1051 a] bl i T = — + 12[a||b|A
r.s) Pl lalV]al+blv[bl+/c|vc]  lalv]al+/b[V]ol+[c|V]c] [al[b| A,

rs] = 12lalltatA, — 12lalbi AL + 12lalbla, (lal JJaFlb|yfefc|V[d]
lcP (|l v[al+[o|V]b]+/c|v[c]
rs) = — 12allblAsjelvle]
* (cF (|l v]al+[b|V[ol+[c| V[c]]

) = 12A,[allb|[c]
) e al[al+[blV[ol+|c]VIc]

Berechnungvon f_f _ — f?
fl’rfSS - fr52
_ 1443l VIal + [af Vlell[lefV[bl + bFViell 1442 [af |bfc|
of*(la[V[al+[blV[ol+|cl[el)” ~ [of'(la[VTal+[b|[BF+|cl el

_ 144 A2[c[ V[a[V[o] + |c|’lof*V]alVic] + |cflaf vib[Viel + [afoflc]] — 144A2[af|bfc]
- |cl*(lalVlal+[bl[bl+/c|[c]]

_ 144A2cr VIalV[bl + [of*lof Vialviel + [effafvlolVie]

- 2
(of*(|al [al+[o|V[bl+[c| el

Damit ist gezeigt, dass flr die Stellen

21[a[A, 2\[b[A,
" JalVlal+lolVlbl+lel\Tel " JalVlal o [Vb[+lc Vel

die hinreichenden Bedingungen flr ein lokales Minimum erfullt sind :

flr,s] =0, fJlr,s)=0

flrslf.lr,s) >0 ,  f.lrs|f,lr,s) - f lr,sf >0

§§(
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Berechnung des Punktes, dessen Summe der Abstandskuben
lokal minimal ist.

Es werden die Minimalstellen

2[alA, . 27[b[A,
" JalVlal+lollbl+lcl\Iel * ~ ~ TalVal+[ol\Tol+[c Vel

eingesetzt in die Gleichung [z = C + ﬁ lalbr — A, albls
z = C+K|a|br—2Aa|b|s
1 2V[alA 1 2V[b[A
z = C + |a| 2 - a|| 2
[alv[al+[b[¥Io[+|c|vc] 2A, |a|v[al+[b[V[b]+[c|]c]
|al/[a] o] V[o]
z = C + —! — — b -
[alvlal+[olVIbl+/c|V|c] [a[VTal+/blVbl+lclIe] °
, - C |ala] A—C| [ol+/[b] c-B|

[alvlal+[o[VIbl+[c|V|c] [alvlal+[b[VIbl+[c]V]c]
CllalV[al+blVbl+lclVlc]) + lalfalla—c|] - |blv[bllc-B]
. _ [alV]al+[b[VIbl+[elv]e] = . .
Clalv[al + clblVbl + Clelvlc[ + Alalv[a] — Clalvlal - clblvbl + Blblb]
lal/[al+[b|/[bl+[c|]c]
ClelVlel + Alalvla] + BIbl[ol
lalV[al+[b] Vo[ +[c|+]c]

A|a|x/|5{_+ B|b|\/|_a + CENH
lalV[al + [b|VIb] + [c|v[c]

3 3 3
Alal® + |3|b|2 + Clcf

3
2

ol + bl + Io

Punkt, dessen Summe der Abstandskuben lokal minimal ist.
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Berechnung des lokalen Minimums der Summe der Abstandskuben

P+ s+t

2V[a[A, _)3+( _2V[blA, _)3+( 2V[c[A,
[al[a[+[b| V|b[+|c]V[c] |alv[al+[b|V[bl+[c|]c] lal[a[+/b|V|b[+|c|V|c]

8\[a A2 + 8V[p['A + 8V[c[ A2

(|a[V[al+[b|V]bl+[c|Ve]

sA2(Vfal + Vb + VI

JalTal+blVibl+le Vel
8A3[JalV[a] + [olJ[o] + [c|V]c])

(|a|s[al+[o|vIo+[c|v[c]]

8A3
(1alvTal+ bl VIbl+lc|¥[e]

8A3
(lalV[al+[blV[bl+/clVIc])]

P+ s+t

8A3

3 3 3
Jaf +lof il

P+ s+t = .

Lokaler Minimalwert der Summe der Abstandskuben
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Zum Schluss betrachten wir die notwendige Bedingung fur lokale Extrema der
Summe der Abstandskuben fiirden Fall,dass r , s , t > 0 ist.

Die Gleichungen lauten (vgl. S. 14) :

}*%@@M_b“_MﬁL_%%kM‘b“—Mﬁzo

s — \/||£|3(2AA — |alr — |b|s)] =0
c

S+ \/—3(2AA — |a|r = |b|s)

Setzt man die jeweils ersten Faktoren gleich Null, folgt :

r+ \/%(ZAA — lajr - |b|s)] =0
c

s + \/M(ZAA — |alr — |b|s)

=0
el

Die Summe von nichtnegativen Gro3en kann nur gleich Null sein, falls alle Summanden
gleich Null sind :

r=0 und \/%(ZAA — |alr = |b|s) = 0 liefert
c

(2L, ~ sl = o

c]
2A, — pl]s =0
s = 2A
bl
s = h,

H
[l
o o

— Jalr — |bls) = 0 liefert

w
1
o
c
>
o
_
E\
N
>
>

¢
2A, —Jajr =0
rs 2A,
al
r=nh,
1 2A
t = —|2A,—a A)
|C|( Y 4l
t=20
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Es sind also genau zwei Abstande gleich Null und der dritte Abstand ist die jeweilige
Dreieckshohe :

r=t=0 , s =h, = z=A, fl0,s,0 =h}
s=t=0 , r = h, = z =B, f[r0,0 = h3
r=s=0, t = h, = z =C , f(0,0,t) hc3

Die Eckpunkte A , B , C kommen als lokale Extrema in Frage, wenn man aber die
Summe der Abstandskuben vergleicht mit der Summe der Abstandskuben des bereits
gefundenen Minimums vergleicht, folgt :

3 3
8A < — 8A3A 3 Abschétzung durch die Trinomische Formel
3} lal+lbl+[c
af +fof+ ol
8A: __2Af
2 — 3 3 3
(|a\2+|b\2 ‘CF) [af"+[b[ +[c]
lal’|h,|”
- 3 3 3
(|a\2+|b\2 ‘CF) [a"+[b["+[c]
8A; Bl 3
32 = B nB.13 ‘ ‘
> al +|b[ +|c
A N L
BAL < |nf

3 3 3)?
(Ia\2+lb\2+\c|2)
8A3

3 3 3)?
(Ia\2+lb\2+\clz)

Entsprechend wurde folgen :

8A3

3 gA 3 <|hb|3
(Ia\2+lb\2+\clz)

8Ai <|hc|3

s 3 s
(|a\2+|b\2+\0|2)

Das gefundene lokale Minimum fir die Summe der Abstandskuben ist somit sogar das
absolute Minimum .
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