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Gegeben  sei  das  Dreieck  Δ ABC in  der  komplexen  Zahlenebene  sowie  drei 
Ecktransversalen, welche die Gegenseite jeweils im Verhältnis s : (1−s) , t : (1−t ) ,

u : (1−u) mit s , t , u ∈ ℝ teilen.

S−B = s (C−B) = sa  
T−C = t (A−C ) = t b  
U−A = u (B−A ) = uc  

Man berechne den Flächeninhalt des Dreiecks ΔDEF  !

Berechnung des Punktes D :

AS : (c+as )z − (c+as) z = (c+as) A − (c+as) A
CU : (b+cu) z − (b+cu) z = (b+cu )C − (b+cu)C

D =
((c+as) A − (c+a) A s)(b+c u) − (c+as) ((b+cu)C − (b+cu ) C)
(c+as) (b+c u) − (c+as) (b+cu)

 

Nenner N von D  :

N = (c+as) (b+c u) − (c+as) (b+cu)  

= cb + c cu + abs + acsu − c b − c cu − abs − acsu

= cb − cb − abs + abs + ac su − acsu  

= cb − cb − (ba − ba) s + (ac − ac )su  
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Wegen AΔ A BC =
cb−c b
4

=
ba−ba
4

=
ac−ac
4

 folgt :

N = 4 iAΔ A BC [1 − s + su ]  

Zähler Z von D  :

Z = ((c+as) A − (c+as) A ) (b+cu) − (c+as) ((b+cu)C − (b+c u) C)   

= (c A−c A + (aA−a A ) s)(b+cu ) − (c+as)(bC−bC + (cC−c C) u)  

= (c A−c A )b − c (bC−bC)

+ [ (a A−aA )b − (bC−bC) a ]s + [ (c A−c A )c − c (cC−cC ) ]u

+ [ (a A−aA )c − a (cC−c C) ]su

  

Berechnung des Absolutglieds von Z :

(c A−c A )b − c (bC−bC )

= cb A − cbA − c bC + cbC , A = C+b

= cb (C+b) − cb (C+b) − c bC + cbC  

= cbC + cbb − cbC − cbb − c bC + cbC
 

= cbC + cbb − cbC − cbb − c bC + cbC

= cbC + cbb − cbb − c bC

= (cb − cb)C + (c b − cb) b  

= (cb − cb) [C + b ]  

= (cb − cb ) A , AΔ A BC =
cb−c b
4i

 

= 4i AΔA B C A

Berechnung des Koeffizienten des linearen Terms von Z bezüglich s :

(a A−aA )b − (bC−bC ) a

= abA − abA − baC + baC
= ab(C+b) − ab (C+b) − baC + baC
= abC + abb − abC − abb − baC + baC
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= abC + abb − abb − baC  

= −(ba − ba) C − (ba − ba) b
= −(ba − ba) (C + b)
= −(ba − ba) A

= −4 i AΔA BC A

Berechnung des Koeffizienten des linearen Terms von Z bezüglich u :
  

(c A−c A )c − c (cC−c C)

= c c A − cc A − c cC + cc C
= c c (C+b) − c c (C+b) − ccC + cc C
= c cC + ccb − cc C − cc b − c cC + cc C

= c cb − c cb

= (cb − cb)c
= −4 i AΔA BC c

Berechnung des Koeffizienten des quadratischen Terms von Z :

(a A−aA )c − a (cC−cC )

= ac A − ac A − acC + acC

= ac (C+b) − ac (C+b) − acC + acC  

= acC + acb − ac C − acb − ac C + acC

= (ac − ac)C − (ba − ba) c , AΔ A BC =
cb−c b
4i

= 4i AΔ A BC (C − c )  , −c = b+a

= 4i AΔ A BC (C + b + a) , C+b = A

= 4i AΔ A BC ( A + a)

Damit erhält man jetzt den Zähler Z von D  :

Z = (c A−c A )b − c (bC−bC)

+ [ (a A−aA )b − (bC−bC) a ]s + [ (c A−c A )c − c (cC−cC ) ]u

+ [ (a A−aA )c − a (cC−c C) ]su
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Z = 4i AΔ A BC A − 4 i AΔA BC A s + 4 i AΔA BC cu + 4 i AΔA BC (A+a) su   

Z = 4i AΔ A BC [ A − A s + c u + (A+a) su ]

Damit folgt für den Transversalen-Schnittpunkt D  :

D =
Z
N

  

D =
4 i AΔ A BC [ A − A s + cu + ( A+a) su ]
4 i AΔ A BC [1 − s + su ]

  

D =
[ A − A s + c u + ( A+a) su ]
[1 − s + su ]

     

Aus Symmetriegründen sind dann die anderen Transversalen-Schnittpunkte 

E =
[ B − B t + as + (B+b) t s ]
[1 − t + t s ]

 

F =
[ C − Cu + b t + (C+c )u t ]
[1 − u + u t ]

  

Andere Darstellung der Transversalen-Schnittpunkte :

D =
[ A − A s + cu + ( A+a ) su ]
[1 − s + su ]

 

D =
[A − A s + cu + A su + asu ]
[1 − s + su ]

 

D =
A [1 − s + su ] + [c + as ]u
[1 − s + su ]

 

D = A +
u
[1−s+su ]

[c+as ]  

D = A +
u
[1−s ] [1−u ] + u

[c+as ]

Aus Symmetriegründen sind dann die anderen Transversalen-Schnittpunkte 

E = B +
s
[1−t ][1−s ] + s

[a+b t ]

F = C +
t
[1−u ] [1−t ] + t

[b+c u ]
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Berechnung der Seiten des Dreiecks ΔDEF  :

d = F−E  , e = D−F , f = E−D

d = C +
t
[1−u ] [1−t ] + t

[b+cu ] − (B +
s
[1−t ] [1−s ] + s

[a+b t ])   

d = C − B +
t
[1−u ] [1−t ] + t

[b+cu ] −
s
[1−t ] [1−s ] + s

[a+b t ]

d = a +
t
[1−u ] [1−t ] + t

[b+cu ] −
s
[1−t ] [1−s ] + s

[a+b t ]

e = b +
u
[1−s ] [1−u ] + u

[c+as ] −
t
[1−u ] [1−t ] + t

[b+cu ]

f = c +
s
[1−t ][1−s ] + s

[a+b t ] −
u
[1−s ] [1−u ] + u

[c+as ]   

Der Flächeninhalt des Dreiecks ΔDEF ist gegeben durch :

AΔDE F =
ed − ed
4 i

AΔDE F =
1
4i

(ed − ed)  

AΔDE F =
1
4i

e×d   mit   e×d := ed − ed

Setzt man vorübergehend 

α :=
s
[1−t ] [1−s ] + s

β :=
t
[1−u ][1−t ] + t

γ :=
u
[1−s ] [1−u ] + u

 , 

so folgt :

d = a +
t
[1−u ] [1−t ] + t

[b+cu ] −
s
[1−t ] [1−s ] + s

[a+b t ]

e = b +
u
[1−s ] [1−u ] + u

[c+a s ] −
t
[1−u ] [1−t ] + t

[b+cu ]

d = a + β [b+cu ] − α [a+b t ]  

e = b + γ [c+as ] − β [b+cu ]  

d = a + βb + βuc − αa − α t b

e = b + γc + γsa − βb − βuc  
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e×d = (b + γc + γsa − βb + βuc ) × (a + βb + βuc − αa − α t b)

e×d = (b + γc + γsa − βb − βuc) × a

+ (b + γ c + γsa − βb − βuc ) × βb

+ (b + γ c + γsa − βb − βuc ) × βuc

+ (b + γ c + γsa − βb − βuc ) × −αa

+ (b + γ c + γsa − βb − βuc ) × −α t b

  

e×d = + b×a + γ c×a + γsa×a − βb×a − βuc×a

+ βb×b + γβc×b + γβsa×b − β
2b×b − β

2uc×b

+ βub×c + γβuc×c + γβusa×c − β
2ub×c − β

2u2c×c

−(αb×a + γαc×a + γα sa×a − βαb×a − βαuc×a)

−(α tb×b + γα tc×b + γ α t sa×b − βα t b×b − βα t uc×b)

e×d = + b×a + γ c×a + γsa×a − βb×a − βuc×a

+ βb×b + γβc×b + γβsa×b − β2b×b − β2uc×b

+ βub×c + γβuc×c + γβusa×c − β
2ub×c − β

2u2c×c

− α b×a − γ αc×a − γ αsa×a + βαb×a + βαuc×a

− α t b×b − γ α t c×b − γα t sa×b + βα tb×b + βα t uc×b

  

e×d = + b×a + γ c×a − βb×a − βuc×a

+ γβc×b + γβsa×b − β
2uc×b

+ βub×c + γβusa×c − β
2ub×c

− α b×a − γαc×a + βαb×a + βαuc×a

− γ α t c×b − γ α t sa×b + βα t uc×b
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e×d = + b×a − γa×c − βb×a + βua×c

+ γβc×b − γβsb×a − β2uc×b

− βuc×b + γβusa×c + β
2uc×b

− α b×a + γαa×c + βαb×a − βαua×c

− γ α t c×b + γα t sb×a + βα t uc×b

Wegen 4 i AΔA BC = b×a = c×b = a×c folgt :

e×d = 4 i AΔA BC ⋅

[
+ 1 − γ − β + βu

+ γβ − γβs − β2u

− βu + γβus + β
2u

− α + γ α + βα − βαu

− γα t + γα t s + βα t u

]    

e×d = 4 i AΔA BC ⋅

[
+ 1 − γ − β

+ γβ − γβs

+ γβus

− α + γ α + βα − βαu

− γα t + γα t s + βα t u

]   

e×d = 4i AΔ ABC ⋅ [
1 − α − β − γ + αβ + βγ + γ α − αβu − βγs − γα t

+ αβ t u + βγus + γαs t ]       

e×d
4 i

= AΔ A BC ⋅ [
1 − α − β − γ + αβ + βγ + γ α − αβu − βγs − γ α t

+ αβ t u + βγus + γαs t ]   

AΔ DEF = AΔ ABC ⋅ [
1 − α − β − γ + αβ + βγ + γα − αβu − βγ s − γα t

+ αβ t u + β γus + γα st ]  

AΔD EF

AΔ ABC

= [1 − α − β − γ + αβ + β γ + γα − αβu − βγs − γα t + αβ t u + β γus + γα st ]
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AΔD EF

AΔ ABC

= [1 − α − β − γ + αβ(1−u+ t u) + βγ (1−s+us ) + γα (1−t+st )]   

Resubstitution :

α :=
s
[1−t ] [1−s ] + s

β :=
t
[1−u] [1−t ] + t

γ :=
u
[1−s ] [1−u ] + u

α =
s
[1−t+s t ]

β =
t
[1−u+ t u]

γ =
u
[1−s+us ]

 

αβ =
st
[1−t+s t ] [1−u+ t u ]

βγ =
t u
[1−u tu] [1−s+us]

 γα =
us
[1−s+us ] [1−t+s t ]

αβ [1−u+t u ] =
s t
[1−t+s t ]

βγ [1−s+us ] =
t u
[1−u+ t u]

γα [1−t+st ] =
us
[1−s+us]

AΔD EF

AΔ ABC

= [1 −
s
[1−t+st ]

−
t
[1−u+ tu ]

−
u
[1−s+us ]

+
st
[1−t+st ]

+
tu
[1−u+t u]

+
us
[1−s+us ] ]   

A
ΔD EF

AΔ ABC

= [1 −
s (1−t )
[1−t+st ]

−
t (1−u)
[1−u+ tu ]

−
u(1−s )
[1−s+us ] ]   

Spezialfall : s = t = u

AΔD EF

AΔ ABC

= [1 − 3 t

[1−t+ t2]
+ 3 t 2

[1−t+t2] ]   

AΔD EF

AΔ ABC

= [1−t+ t 2

[1−t+ t2 ]
− 3 t

[1−t+ t 2]
+ 3 t2

[1−t+ t2 ] ]  

 
AΔD EF

AΔ ABC

=
1−t+ t2−3 t+3t 2

[1−t+ t2 ]
 

AΔD EF

AΔ ABC

=
1−4 t+4 t2

[1−t+ t2 ]
 

AΔD EF

AΔ ABC

= 4

1
4

−t+ t2

[1−t+ t2]
 

AΔD EF

AΔ ABC

= 4
[ t−

1
2 ]

2

[1−t+ t2]
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