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Der Satz von Ceva und seine Umkehrung

Satz von Ceva (Fassung uber Teilverhaltnisse)

Im Dreieck seien Eck-Transversalen, die sich im Punkt K schneiden, gegeben.

ic | c: Ic,|

Dann gilt : — - — - — = 1

Beweis :

ic || c Ic,|
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b, Il b, , ¢, Il c,

2. Strahlensatz:

bl e
b oy e
bl _ml ol
bof  |myl e

Produkt der 4 Gleichungen:

T TN B 2 A T
CIN R P I Y
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Satz von Ceva (trignometrische Fassung)

Im Dreieck seien Eck-Transversalen, die sich im Punkt schneiden, gegeben.

. sina sin sin
Danngilt: |—0>" - = br | Y1 —
sina, sinB, siny,

Beweis :

Sinussatz :

sina, _ \n1| sinf, _ 0_1| siny, _ \mﬂ
sinf,  |m,| siny, |n,] sina, oy

Produkt der 3 Gleichungen :

sino,  sinf, siny, _ |n1| "o1| ‘m1‘

sinf, siny, sina, |m| || |o]

sinay,  sinf; siny;,
sina, sinf, siny,
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Umkehrung des Satzes von Ceva

Gilt im Dreieck mit den Eck-Transversalen AA' , BB' , CC' die Gleichung
|a_1\ . “O_1| . M — 1 , so haben die Eck-Transversalen einen gemeinsamen
;| [ba| e

Schnittpunkt K .

A B
ic C Ic,|
Beweis :
Sei |K| = AA'NBB' . Angenommen K ¢ CC' . Dann gibt es einen Punkt
C' € AB und entsprechende Unterteilungen |c1' , \02' mit
al ol el _
[2of [bef e
cq' c
Nach Voraussetzung gilt |a_1‘ . ‘b_1| . M = 1 , so dass folgt L = ‘—1‘ .
o] [bo] e e [
Die ungleichen Teilungspunkte C' , C' € AB wirden das gleiche Teilungsverhaltnis
festlegen, was jeinen Widerspruch darstellle.
Also folgt K € CC' . g.e.d.
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Berechnung des Teilverhaltnisses von Eck-Transversalen
gemeinsamen Schnittpunkt

A B
zlcl C (1-z) Icl
a+b+c=0
A'-A = c + xa B'-B = —-¢c — (1-y)b
A'-A = ¢ + x|-c—b)
A'-A = [1-xJc — xb

s|A'-A) — t[B'-B|] = ¢
s{(1-xJc = xb] — t(-c — (1-y)b) = ¢

((1-x]s + 1t — 1)c + (~xs + (1-y]t}b = 0

Weil ¢ , b linear unabhangig sind, muss gelten:
1-x)s + 1 t=1

-x s +[(1-yt=0

Damit folgt:
3:1_y t:X
(1—x)(1—y) + X (1—x)(1—y) + X
_1-y _ X
s = t =
1T —y — X+ Xy + X 1 —y — X+ Xy + X
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s = 1Y
1-y + xy

s =
1-y + xy

) ‘

Analog erhalt man die Beziehungen flr die anderen Parameter :

1-z
t = —<%
1-z + yz
-t =22
1-z + yz
_1-x
u= —————
1—x + zx
- S
1—x + zX

t _1-2z
u y
u _ 1-x
S z
st u_1wy M-z 1-x
t u s X y z
1:1—x'1—y 1-z
X y z

Satz von Ceva

Eine etwas ,symmetrischere® Darstellung ist :

S

_ [1-y)z
(1—y)z + XyZ

1

XyZ
= N

(1—y)z + Xyz
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Berechnung des gemeinsamen Schnittpunktes von Eck-Transversalen

K=A+ s(A'-A) A' = B + x(C-B)
K=[1-s)A + sA’ A' = (1-x|B + xC

K= (1-s]A + s((1—x)B + xC
K = (1-s]A + s(1-x)B + sxC

Es ware wunschenswert, dass die Formel folgende Symmetrie hat :
K = (1-s]A + [1-t]B + (1-u|C

Hierzu miisste man zeigen, dass s(1—-x) = 1—-t und sx = 1—u gilt!

Zur Frage s(1-x) = 1-t :

Esist & = 1=¥ ,also t = 2.5 , und es folgt :
t X 1-y
s(1-x) = 1-t
s(1-x) =1 - X —s
-y
X
1— =
1)+ 2 s
(1—x)(1—y) + xls — 1
-y
1-y + xy]S — 1
-y
s = 1Y wahre Aussage
1-y + xy
Zur Frage sx = 1—u :
Esist 4 = 1=X ,also s = 2—.u ,und es folgt :
S z 1—x
sX = 1-u
Z _ ux = 1-u
1—Xx
zZx
1u =1
=% 7 ]“
1-x + le
—|u =1
[ 1—x
_1-x
u= ——— wahre Aussage
1-x + zx
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Also hat man fiir den Schnittpunkt der Eck-Transversalen folgende Formel:

K = (1-s]A + [1-t|B + [1—ulC

KXY A,y g, X
1-y + Xy 1-z + yz 1-x + zx

In ,,symmetrischerer” Form :

Xyz
(1—y)z + Xyz

Xyz
(1-z)x + xyz

Xyz
(1 —x)y + XyZ

K = A + B +
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Der Lemoine-Punkt

Spiegelt man die Medianen AM, , BM, , CM,; an den entsprechenden
Winkelhalbierenden w, , w; , w, ,so erhalt man die sogenannten Symmedianen
AN; , BN, , CN; .

Y ’

Da sich die Medianen im Schwerpunkt schneiden, gilt nach dem Satz von Ceva

sina, sinp; siny,

sina, sinf, siny,

Bildet man den Kehrwert der Gleichung, so stellt neue Gleichung

sina, sinf, siny,
sina, sinf, siny,

die Gleichung von Ceva fur die Symmedianen dar, so dass sich die Symmedianen
ebenfalls in einem Punkt , dem sogenannten Lemoine-Punkt, schneiden.
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Der Satz von Steiner

Icl

Fir die symmetrisch zur Winkelhalbieren w, gelegenen Eck-Transfersalen

AN gilt :

M-B| [N-B| _ [cf

IM—C| IN-C| ~ |bf

Beweis :

Sinussatz:
IM—B| _ sin a, IM—C| _ sin a,+20,
lc| ~ sinu b| ~ sin 180°—u

Quotient der beiden Gleichungen :

IM-B| |b] _ sina, sin 180°—u
lc| IM—C| ~ sinu  sina,+20,
IM-B| |b] _ sina,

|c| IM—C| — sina,+20,

IM—-B| _ [c|sina,

= Analog folgt :
IM—C| ~ |blsin a+2a, nalog 1ol

Produkt der beiden Gleichungen :

M-B| [N-B| _ [cf

IM—-C| IN-C| ~ |pf
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IN—C| ~ |b|sin a,

1

q.e.d.



Spezialfall des Satzes von Steiner

Ist AM der Median mit |M-B| = [M-C| , dann ist AN der entsprechende
Symmedian, und es folgt

M-B| IN-B] _ [of
IM-C| IN-C|  |pf

IN-B| _ [c]’

IN-C| — |pf’

Allgemein gilt nun :

Die Symmediane teilen die entsprechenden Seiten im Verhaltnis der Quadrate der
anliegenden Seiten :

N—B] _ |’ N~C| _ [af Ns—A[ _ Jof

N—C| ™ o] N~A] o] N—B| ~ |a]

Die Parameter zur Berechnung des Lemoine-Punktes sind nun

X _ |C_|2 y _ ﬁ z _ @
N R A
und es folgt
L = S A A + yz B + X
1-y + Xy 1-z + yz 1—-x + zX
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Berechnung des Koeffizienten von A :

o o el y = 2
|c|*+[b|* ’ |al*+[c]
_ e
1_y - 2 2
|a[ +|c|
lcflal’
Xy _ leF+bf)(laf +lcf]
T-y + xy lcf Icf|af
2 2 + 2 2 2 2
lal*+lcf  (|c[*+Ib?)(|af+|cP]
2 2
Xy ___lcflal
1=y + xy cf(lcf+oP] + Icflaf
xy _ _laf
1—-y + Xy icf+pf + |af
Xy _ |af*
T-y + xy |a*+]b|*+|c[’
b|2 zZX \c|2
Analog folgt: ¥2—— = ‘— T - S
U Tz vz T PPl TXr X [aPalofelof
Damit erhalt man den Lemoine-Punkt zu :
_af b e[’
|af+[bf*+[c| laf*+[bf +[c[* la* +[b[*+[c|?

Samm Luo ; Cosmin Pohoata : Let's talk about Symmedians! ; MATHEMATICAL
REFLECTIONS 4 (2013)
https://www.awesomemath.org/wp-pdf-files/math-reflections/mr-2013-

04/lets_talk_about symmedians.pdf.

a
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