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Der Inkreis

Gegeben sei das Dreieck Δ A BC .

Berechnung des Inkreis-Mittelpunktes I :

wα : (c
∣c∣

−
b
∣b∣)z − (c

∣c∣
−

b
∣b∣)z = (c

∣c∣
−

b
∣b∣)A − (c

∣c∣
−

b
∣b∣)A

wβ : (a
∣a∣

−
c
∣c∣)z − (a

∣a∣
−

c
∣c∣)z = (a

∣a∣
−

c
∣c∣)B − (a

∣a∣
−

c
∣c∣)B

wα : (c
∣c∣

−
b
∣b∣)z − (c

∣c∣
−

b
∣b∣)z = (c

∣c∣
−

b
∣b∣)A − (c

∣c∣
−

b
∣b∣)A  

wβ : (a
∣a∣

−
c
∣c∣)z − (a

∣a∣
−

c
∣c∣)z = (a

∣a∣
−

c
∣c∣)( A+c) − (a

∣a∣
−

c
∣c∣)(A+c )

wα∩wβ  : I =
Z
N

 

N = (c
∣c∣

−
b
∣b∣)(

a
∣a∣

−
c
∣c∣) − (c

∣c∣
−

b
∣b∣)(

a
∣a∣

−
c
∣c∣)  

N =
ac
∣a∣∣c∣

−
cc
∣c∣∣c∣

−
ba
∣b∣∣a∣

+
cb
∣c∣∣b∣

−
ac
∣a∣∣c∣

+
cc
∣c∣∣c∣

+
ba
∣b∣∣a∣

−
cb
∣c∣∣b∣
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wα

wβ

A

C

B

I



N =
ac
∣a∣∣c∣

−
ba
∣b∣∣a∣

+
c b
∣c∣∣b∣

−
ac
∣a∣∣c∣

+
ba
∣b∣∣a∣

−
cb
∣c∣∣b∣

  

N = −
ac
∣a∣∣c∣

+
ac
∣a∣∣c∣

−
ba
∣b∣∣a∣

+
ba
∣b∣∣a∣

+
c b
∣c∣∣b∣

−
cb
∣c∣∣b∣

   

N = −
ac − ac
∣a∣∣c∣

−
ba − ba
∣b∣∣a∣

−
cb − cb
∣c∣∣b∣

Wegen ac − ac = ba − ba = c b − c b = −4 i AΔ A BC  folgt :

N = 4 i AΔ A BC [1∣a∣∣c∣ +
1
∣b∣∣a∣

+
1
∣c∣∣b∣]  

N = 4 i AΔA BC [1∣a∣∣c∣ +
1
∣b∣∣a∣

+
1
∣c∣∣b∣ ]

N =
4 i AΔA BC

∣a∣∣b∣∣c∣
[∣b∣ + ∣c∣ + ∣a∣]  

N =
4 i AΔ A BC

∣a∣∣b∣∣c∣
[∣a∣ + ∣b∣ + ∣c∣]     

Z = [(c
∣c∣

−
b
∣b∣)A − (c

∣c∣
−

b
∣b∣)A](a∣a∣−c

∣c∣) − (c
∣c∣

−
b
∣b∣)[(a

∣a∣
−

c
∣c∣)(A+c ) − (a∣a∣−c

∣c∣)(A+c )]  

Z = [(c∣c∣−b
∣b∣)A − (c

∣c∣
−

b
∣b∣)A](a∣a∣−c

∣c∣) − (c
∣c∣

−
b
∣b∣)[(a

∣a∣
−

c
∣c∣)(A+c ) − (a∣a∣−c

∣c∣)(A+c )]  

Z = (c∣c∣−
b
∣b∣)(

a
∣a∣

−
c
∣c∣ )A − (c∣c∣−

b
∣b∣)(

a
∣a∣

−
c
∣c∣)A − (c∣c∣−

b
∣b∣)(

a
∣a∣

−
c
∣c∣)c + (c

∣c∣
−

b
∣b∣)(a

∣a∣
−

c
∣c∣)c  

Z = (ac
∣a∣∣c∣

−
c c
∣c∣∣c∣

−
ba
∣b∣∣a∣

+
cb
∣c∣∣b∣)A + (− ac

∣a∣∣c∣
+

cc
∣c∣∣c∣

+
ba
∣b∣∣a∣

−
cb
∣c∣∣b∣)A

+ (− ac
∣a∣∣c∣

+
cc
∣c∣∣c∣

+
ba
∣b∣∣a∣

−
cb
∣c∣∣b∣)c + (ac

∣a∣∣c∣
−

c c
∣c∣∣c∣

−
ba
∣b∣∣a∣

+
cb
∣c∣∣b∣)c

   

Z = (ac
∣a∣∣c∣

−
ba
∣b∣∣a∣

+
c b
∣c∣∣b∣)A + (− ac

∣a∣∣c∣
+

ba
∣b∣∣a∣

−
cb
∣c∣∣b∣)A

+ (− ac
∣a∣∣c∣

+
ba
∣b∣∣a∣

−
cb
∣c∣∣b∣)c + (ac

∣a∣∣c∣
−

ba
∣b∣∣a∣

+
c b
∣c∣∣b∣)c
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Z = [− ac − ac
∣a∣∣c∣

−
c b − cb
∣c∣∣b∣

−
ba − ba
∣b∣∣a∣ ]A

−
ac2

∣a∣∣c∣
+

bac
∣b∣∣a∣

−
cc b
∣c∣∣b∣

+
ac c
∣a∣∣c∣

−
bac
∣b∣∣a∣

+
c cb
∣c∣∣b∣

  

Z = [− ac − ac
∣a∣∣c∣

−
c b − cb
∣c∣∣b∣

−
ba − ba
∣b∣∣a∣ ]A

−
ac2

∣a∣∣c∣
+

bac
∣b∣∣a∣

+
ac c
∣a∣∣c∣

−
bac
∣b∣∣a∣

  

Z = [− ac − ac
∣a∣∣c∣

−
c b − cb
∣c∣∣b∣

−
ba − ba
∣b∣∣a∣ ]A

−
ac2

∣a∣∣c∣
+

acc
∣a∣∣c∣

+
bac
∣b∣∣a∣

−
bac
∣b∣∣a∣

  

Z = [− ac−ac
∣a∣∣c∣

−
cb−cb
∣c∣∣b∣

−
ba−ba
∣b∣∣a∣ ]A −

c
∣a∣∣c∣

(ac−ac) +
b
∣b∣∣a∣

(ac−ac)  

Z = [− ac−ac
∣a∣∣c∣

−
cb−cb
∣c∣∣b∣

−
ba−ba
∣b∣∣a∣ ]A −

c
∣a∣∣c∣

(ac−ac) +
b
∣b∣∣a∣

(ac−ac)  

Wegen ac−ac = ba−ba = cb−cb = −4i AΔA B C  folgt :

Z = [ 4i AΔ A BC

∣a∣∣c∣
+

4 i AΔ ABC

∣c∣∣b∣
+

4 iAΔ ABC

∣b∣∣a∣ ]A +
c
∣a∣∣c∣

4 iAΔ ABC −
b
∣b∣∣a∣

4i AΔ A BC  

Z = 4i AΔ A BC [1∣a∣∣c∣ +
1
∣c∣∣b∣

+
1
∣b∣∣a∣ ]A +

4 iAΔ ABC

∣a∣ [c
∣c∣

−
b
∣b∣ ]   

Z =
4i AΔ A BC

∣a∣∣b∣∣c∣
[∣a∣ + ∣b∣ + ∣c∣]A +

4 iAΔ ABC

∣a∣∣b∣∣c∣
∣b∣∣c∣ [c∣c∣ −

b
∣b∣]  

Z =
4i AΔ A BC

∣a∣∣b∣∣c∣ [ [∣a∣ + ∣b∣ + ∣c∣]A + ∣b∣∣c∣ [c
∣c∣

−
b
∣b∣ ] ]  

Z =
4i AΔ A BC

∣a∣∣b∣∣c∣
[ ∣a∣A + ∣b∣A + ∣c∣A + ∣b∣c − ∣c∣b ]  

Wegen c = B−A , b = A−C  folgt :

Z =
4i AΔ A BC

∣a∣∣b∣∣c∣
[ ∣a∣A + ∣b∣A + ∣c∣A + ∣b∣(B−A ) − ∣c∣(A−C) ]

In- und Ankreise des Dreiecks               4



Z =
4i AΔ A BC

∣a∣∣b∣∣c∣
[ ∣a∣A + ∣b∣A + ∣c∣A + ∣b∣B − ∣b∣A − ∣c∣A + ∣c∣C ]  

Z =
4i AΔ A BC

∣a∣∣b∣∣c∣
[ ∣a∣A + ∣b∣B + ∣c∣C]

Damit folgt weiter :

I =
Z
N

I =

4 iAΔ A BC

∣a∣∣b∣∣c∣
[ ∣a∣A + ∣b∣B + ∣c∣C ]

4 iAΔ A BC

∣a∣∣b∣∣c∣
[∣a∣ + ∣b∣ + ∣c∣]

  

I =
∣a∣A + ∣b∣B + ∣c∣C
∣a∣ + ∣b∣ + ∣c∣

 Inkreis-Mittelpunkt  

Berechnung des Inkreisradius ρ :

AΔ AB C =
1
2

∣a∣ρ +
1
2

∣b∣ρ +
1
2

∣c∣ρ

AΔ AB C =
1
2

[∣a∣+∣b∣+∣c∣]ρ  

ρ =
2AΔ ABC

∣a∣+∣b∣+∣c∣
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wα

wβ

A

C

B

I

ρ

ρ

ρ Ta

T
b

Tc

sa

tb

uc

(1-s)a

(1-t)b

(1-u)c



Wegen ac−ac = ba−ba = cb−cb = −4i AΔA B C  und a = C−B ,  b = A−C , 
c = B−A folgt  zunächst :

−4i AΔ A BC = ac−ac

−4i AΔ A BC = (C−B ) (B−A ) − (C−B ) (B−A )  

−4i AΔ A BC = C B − C A − B B + B A − CB + C A + B B − B A

−4i AΔ A BC = C B − C A + B A − CB + C A − B A

−4i AΔ A BC = C A − B A + B A − C B + C B − C A

−4i AΔ A BC = A (C−B) + B ( A−C) + C (B−A )

−4i AΔ A BC = A a + Bb + C c   

AΔ A BC = −
A a + Bb + C c
4i

Damit folgt weiter :

ρ =
2AΔ ABC

∣a∣+∣b∣+∣c∣
 

ρ = −

2
A a + B b + Cc
4i

∣a∣+∣b∣+∣c∣
  

ρ = −
A a + Bb + Cc
2i (∣a∣+∣b∣+∣c∣)

Inkreisradius 

Abstände der Berührpunkte Ta , Tb , Tc des Inkreises  von den Ecken B , C ,
A : 

 
Der Lotfußpunkt des Lotes von I an die Seite a sei Ta . Man erhält ihn  wie folgt :

BC : az − az = aB − aB
l : −ia z − −iaz = −ia I − −ia I  

BC : az − az = aB − aB
l : ia z + iaz = ia I + iaI  

BC : az − az = aB − aB
l : az + az = aI + aI  
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2az = a(I+B ) + a(I−B)

z =
a (I+B) + a (I−B )
2a

Ta =
a (I+B ) + a (I−B)
2a

 

Ta−B =
a(I+B ) + a (I−B)
2a

− B

Ta−B =
a(I+B ) + a (I−B) − 2aB
2a

Ta−B =
aI + aB + a(I−B ) − 2aB
2a

 

Ta−B =
aI − aB + a (I−B)
2a

Ta−B =
a(I−B) + a(I−B )
2a

    ,   Ta−B =
a(I−B) + a(I−B )
2a

Ta−B =
a(I−B) + a(I−B )
2a

∣Ta−B∣
2

= (Ta−b) Ta−B

∣Ta−B∣
2

=
a (I−B ) + a(I−B )
2a

⋅
a(I−B) + a(I−B )
2a

∣Ta−B∣
2

=
(a (I−B ) + a (I−B) )

2

4∣a∣
2

 

Nebenrechnung :

I =
∣a∣A + ∣b∣B + ∣c∣C
∣a∣ + ∣b∣ + ∣c∣

I−B =
∣a∣A + ∣b∣B + ∣c∣C
∣a∣ + ∣b∣ + ∣c∣

− B  

I−B =
∣a∣A + ∣b∣B + ∣c∣C − ∣a∣B − ∣b∣B − ∣c∣B
∣a∣ + ∣b∣ + ∣c∣

I−B =
∣a∣A + ∣c∣C − ∣a∣B − ∣c∣B
∣a∣ + ∣b∣ + ∣c∣

I−B =
∣c∣C − ∣c∣B − ∣a∣B + ∣a∣A
∣a∣ + ∣b∣ + ∣c∣

I−B =
∣c∣(C−B ) − ∣a∣(B−A )
∣a∣ + ∣b∣ + ∣c∣

 

I−B =
∣c∣a − ∣a∣c
∣a∣ + ∣b∣ + ∣c∣

, I−B =
∣c∣a − ∣a∣c
∣a∣ + ∣b∣ + ∣c∣
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Jetzt folgt weiter :

∣Ta−B∣
2

=
(a (I−B ) + a (I−B) )

2

4∣a∣
2

∣Ta−B∣
2

=
(a (∣c∣a − ∣a∣c) + a (∣c∣a − ∣a∣c ))

2

4∣a∣2 (∣a∣+∣b∣+∣c∣)
2   

∣Ta−B∣
2

=
(∣a∣2∣c∣ − ∣a∣ac + ∣a∣2∣c∣ − ∣a∣ac )

2

4∣a∣
2 (∣a∣+∣b∣+∣c∣)

2

∣Ta−B∣
2

=
(2∣a∣2∣c∣ − ∣a∣(ac + ac ))

2

4∣a∣
2 (∣a∣+∣b∣+∣c∣)

2   

∣Ta−B∣
2

=
∣a∣

2
(2∣a∣∣c∣ − (ac + ac))

2

4∣a∣
2
(∣a∣+∣b∣+∣c∣)

2
  

∣Ta−B∣
2

=
(2∣a∣∣c∣ − (ac + ac ))

2

4(∣a∣+∣b∣+∣c∣)
2

  

Nebenrechnung :

ac + ac = (−b−c )c + a (−a−b)

ac + ac = −bc − c c − aa − ab  

ac + ac = −bc − ab − aa − cc

ac + ac = b (−c−a) − aa − c c  

ac + ac = bb − aa − cc

ac + ac = ∣b∣
2

− ∣a∣
2

− ∣c∣
2

 

Damit folgt weiter :

∣Ta−B∣
2

=
(2∣a∣∣c∣ − (ac + ac ))

2

4(∣a∣+∣b∣+∣c∣)
2

∣Ta−B∣
2

=
(2∣a∣∣c∣ − ∣b∣2

+ ∣a∣2 + ∣c∣2)
2

4(∣a∣+∣b∣+∣c∣)
2  

∣Ta−B∣
2

=
(∣a∣2 + 2∣a∣∣c∣ + ∣c∣2

− ∣b∣2)
2

4(∣a∣+∣b∣+∣c∣)
2

∣Ta−B∣
2

=
( (∣a∣+∣c∣)

2
− ∣b∣

2 )
2

4(∣a∣+∣b∣+∣c∣)
2

  

∣Ta−B∣
2

=
( ( ∣a∣+∣c∣ − ∣b∣) (∣a∣+∣b∣ + ∣c∣) )

2

4(∣a∣+∣b∣+∣c∣)
2
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∣Ta−B∣
2

=
( ∣a∣+∣c∣ − ∣b∣)

2
(∣a∣+∣b∣ + ∣c∣)

2

4(∣a∣+∣b∣+∣c∣)
2

  

∣Ta−B∣
2

=
( ∣a∣+∣c∣ − ∣b∣)

2

4
  

∣Ta−B∣ =
( ∣a∣+∣c∣ − ∣b∣)
2

  

∣Ta−B∣ =
( ∣a∣+∣c∣+∣b∣ − 2∣b∣)
2

  

∣Ta−B∣ =
∣a∣+∣c∣+∣b∣
2

− ∣b∣    ,    wegen Symmetrie : ∣Ta−C∣ =
∣a∣+∣c∣+∣b∣
2

− ∣c∣

Weiter aus Symmetriegründen:

∣Tb−C∣ =
∣a∣+∣c∣+∣b∣
2

− ∣c∣  ∣Tb−A∣ =
∣a∣+∣c∣+∣b∣
2

− ∣a∣

∣Tc−A∣ =
∣a∣+∣c∣+∣b∣
2

− ∣a∣  ∣Tc−B∣ =
∣a∣+∣c∣+∣b∣
2

− ∣b∣

Die Teilverhältnisse sind somit :

∣Ta−B∣
∣Ta−C∣

=

∣a∣+∣c∣+∣b∣
2

− ∣b∣

∣a∣+∣c∣+∣b∣
2

− ∣c∣

∣Ta−B∣
∣Ta−C∣

=
SΔA B C − ∣b∣

SΔA B C − ∣c∣
   mit  SΔA BC =

∣a∣+∣b∣+∣c∣
2

 ist

∣Tb−C∣
∣Tb−A∣

=
SΔ A BC − ∣c∣

SΔ A BC − ∣a∣

∣Tc−A∣
∣Tc−B∣

=
SΔ A BC − ∣a∣

SΔ A BC − ∣b∣
  

Das Produkt der Teilverhältnisse ist :

∣Ta−B∣
∣Ta−C∣

⋅
∣Tb−C∣
∣Tb−A∣

⋅
∣Tc−A∣
∣Tc−B∣

=
SΔ A BC − ∣b∣

SΔ A BC − ∣c∣
⋅

SΔ AB C − ∣c∣

SΔ AB C − ∣a∣
⋅

SΔA B C − ∣a∣

SΔA B C − ∣b∣

∣Ta−B∣
∣Ta−C∣

⋅
∣Tb−C∣
∣Tb−A∣

⋅
∣Tc−A∣
∣Tc−B∣

= 1

Nach  der  Umkehrung  des  Satzes  von  Ceva schneiden  sich  die  Geraden   A Ta , 
BTb , CTc  in einem Punkt , dem sogenannten Gergonne -Punkt !
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Bemerkung :

Die Abstände der Berührpunkte Ta , Tb , Tc des Inkreises  von den Ecken B ,
C , A kann man schneller gewinnen unter Beachtung von Kongruenzen  !

∣Ta−B∣ + ∣Ta−C∣ + ∣Tb−C∣ + ∣Tb−A∣ + ∣Tc−A∣ + ∣Tc−B∣ = ∣a∣ + ∣b∣ + ∣c∣

2∣Ta−B∣ + 2∣Tb−C∣ + 2∣Tc−A∣ = ∣a∣ + ∣b∣ + ∣c∣

∣Ta−B∣ + ∣Tb−C∣ + ∣Tc−A∣ =
∣a∣ + ∣b∣ + ∣c∣
2

 

∣Ta−B∣ =
∣a∣ + ∣b∣ + ∣c∣
2

− (∣Tb−C∣ + ∣Tc−A∣)    

∣Ta−B∣ =
∣a∣ + ∣b∣ + ∣c∣
2

− (∣Tb−C∣ + ∣Tc−A∣)  

Wegen ∣Tb−C∣ + ∣Tc−A∣ = ∣Tb−C∣ + ∣Tb−A∣ = ∣b∣  folgt :

∣Ta−B∣ =
∣a∣ + ∣b∣ + ∣c∣
2

− ∣b∣

Zyklische Vertauschung liefert :

∣Tb−C∣ =
∣a∣ + ∣b∣ + ∣c∣
2

− ∣c∣

∣Tc−A∣ =
∣a∣ + ∣b∣ + ∣c∣
2

− ∣a∣

In- und Ankreise des Dreiecks               10

wα

wβ

A

C

B

I

ρ

ρ

ρ Ta

T
b

Tc

∣Ta−B∣

∣Tc−B∣

∣Ta−C∣

∣Tc−A∣

∣Tb−C∣

∣Tb−A∣



Berechnung des Gergonne-Punktes G

Im Skriptum „Der Satz von Ceva und seine Umkehrung“  gibt es folgende Formel für 
diesen Schnittpunkt :

G =
xyz
(1−y) z + xyz

A +
xyz
(1−z)x + xyz

B +
xyz
(1−x) y + xyz

C

mit x ,y ,z ∈(0 ;1 )  und Ta−B = xa , Tb−C = yb , Tc−A = zc

Die Parameter  x,y,z erhält man nach dem Vorigen wie folgt :

∣Ta−B∣ = SΔA BC − ∣b∣ = x∣a∣

∣Tb−C∣ = SΔA BC − ∣c∣ = y∣b∣

∣Tc−A∣ = SΔ AB C − ∣a∣ = z∣c∣

x =
SΔ A BC − ∣b∣

∣a∣
, 1−x =

SΔA BC − ∣c∣

∣a∣

y =
SΔ A BC − ∣c∣

∣b∣
, 1−y =

SΔ A BC − ∣a∣

∣b∣

z =
SΔ AB C − ∣a∣

∣c∣
, 1−z =

SΔ A BC − ∣b∣

∣c∣
   

Mit S := SΔA BC =
∣a∣+∣b∣+∣c∣
2

 folgt  xyz =
(S−∣a∣)(S−∣b∣) (S−∣c∣)
∣a∣∣b∣∣c∣

  und 

(1−y ) z =
(S−∣a∣)

2

∣b∣∣c∣
, (1−z ) x =

(S−∣b∣)
2

∣a∣∣c∣
, (1−x) y =

(S−∣c∣)
2

∣a∣∣b∣

xyz
(1−y )z + xyz

=

(S−∣a∣)(S−∣b∣)(S−∣c∣)
∣a∣∣b∣∣c∣

(S−∣a∣)
2

∣b∣∣c∣
+

(S−∣a∣)(S−∣b∣) (S−∣c∣)
∣a∣∣b∣∣c∣

=
(S−∣a∣) (S−∣b∣)(S−∣c∣)

(S−∣a∣)
2
∣a∣ + (S−∣a∣)(S−∣b∣) (S−∣c∣)

 

xyz
(1−z )x + xyz

=

(S−∣a∣)(S−∣b∣)(S−∣c∣)
∣a∣∣b∣∣c∣

(S−∣b∣)
2

∣a∣∣c∣
+

(S−∣a∣)(S−∣b∣) (S−∣c∣)
∣a∣∣b∣∣c∣

=
(S−∣a∣) (S−∣b∣)(S−∣c∣)

(S−∣b∣)
2
∣b∣ + (S−∣a∣)(S−∣b∣) (S−∣c∣)

 

xyz
(1−x )y + xyz

=

(S−∣a∣)(S−∣b∣)(S−∣c∣)
∣a∣∣b∣∣c∣

(S−∣c∣)
2

∣a∣∣b∣
+

(S−∣a∣)(S−∣b∣) (S−∣c∣)
∣a∣∣b∣∣c∣

=
(S−∣a∣) (S−∣b∣)(S−∣c∣)

(S−∣c∣)
2
∣c∣ + (S−∣a∣)(S−∣b∣) (S−∣c∣)
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G =
(S−∣a∣)(S−∣b∣)(S−∣c∣)

(S−∣a∣)
2
∣a∣ + (S−∣a∣)(S−∣b∣)(S−∣c∣)

A

+
(S−∣a∣)(S−∣b∣)(S−∣c∣)

(S−∣b∣)
2
∣b∣ + (S−∣a∣)(S−∣b∣) (S−∣c∣)

B

+
(S−∣a∣)(S−∣b∣) (S−∣c∣)

(S−∣c∣)
2
∣c∣ + (S−∣a∣)(S−∣b∣)(S−∣c∣)

C

Gergonne-Punkt
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Die Ankreise

Gegeben sei das Dreieck Δ A BC und die Ankreise.

Wegen ∣Ta '−B∣ = ∣Ta−B∣ , ∣Ta ' '−C∣ = ∣Ta−C∣ gilt :

∣Ta '−A∣ = ∣Ta '−B∣ + ∣c∣ = ∣Ta−B∣ + ∣c∣ ∣Ta ' '−A∣ = ∣Ta ' '−C∣ + ∣b∣ = ∣Ta−C∣ + ∣b∣

Wegen ∣Ta '−A∣ = ∣Ta ' '−A∣ folgt :

∣Ta '−A∣ + ∣Ta ' '−A∣ = ∣Ta−B∣ + ∣c∣ + ∣Ta−C∣ + ∣b∣   

Wegen ∣Ta−B∣ + ∣Ta−C∣ = ∣a∣ folgt :

∣Ta '−A∣ + ∣Ta ' '−A∣ = ∣a∣ + ∣b∣ + ∣c∣

2∣Ta '−A∣ = ∣a∣ + ∣b∣ + ∣c∣  2∣Ta ' '−A∣ = ∣a∣ + ∣b∣ + ∣c∣

∣Ta '−A∣ =
∣a∣ + ∣b∣ + ∣c∣
2

 ∣Ta ' '−A∣ =
∣a∣ + ∣b∣ + ∣c∣
2

∣Ta−B∣ + ∣c∣ =
∣a∣ + ∣b∣ + ∣c∣
2

∣Ta−C∣ + ∣b∣ =
∣a∣ + ∣b∣ + ∣c∣
2

∣Ta−B∣ =
∣a∣ + ∣b∣ + ∣c∣
2

− ∣c∣ ∣Ta−C∣ =
∣a∣ + ∣b∣ + ∣c∣
2

− ∣b∣
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∣Ta−B∣ = SΔ A BC − ∣c∣ ∣Ta−C∣ = SΔ ABC − ∣b∣

Zyklische Vertauschung liefert :

∣Tb−C∣ = SΔ ABC − ∣a∣ ∣Tb−A∣ = SΔ ABC − ∣c∣

∣Tc−A∣ = SΔ AB C − ∣b∣ ∣Tc−B∣ = SΔ A BC − ∣a∣

Die Teilverhältnisse sind somit :

∣Ta−B∣
∣Ta−C∣

=
SΔA B C − ∣c∣

SΔA B C − ∣b∣

∣Tb−C∣
∣Tb−A∣

=
SΔ A BC − ∣a∣

SΔ A BC − ∣c∣

∣Tc−A∣
∣Tc−B∣

=
SΔ A BC − ∣b∣

SΔ A BC − ∣a∣
 

Das Produkt der Teilverhältnisse ist :

∣Ta−B∣
∣Ta−C∣

⋅
∣Tb−C∣
∣Tb−A∣

⋅
∣Tc−A∣
∣Tc−B∣

=
SΔ A BC − ∣c∣

SΔ A BC − ∣b∣
⋅

SΔ AB C − ∣a∣

SΔ AB C − ∣c∣
⋅

SΔA B C − ∣b∣

SΔA B C − ∣a∣

∣Ta−B∣
∣Ta−C∣

⋅
∣Tb−C∣
∣Tb−A∣

⋅
∣Tc−A∣
∣Tc−B∣

= 1

Nach  der  Umkehrung  des  Satzes  von  Ceva schneiden  sich  die  Geraden   A Ta , 
BTb , CTc  in einem Punkt , dem sogenannten Nagel-Punkt !
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Berechnung des Nagel-Punktes N

Im Skriptum „Der Satz von Ceva und seine Umkehrung“  gibt es folgende Formel für 
diesen Schnittpunkt :

N =
xyz
(1−y )z + xyz

A +
xyz
(1−z) x + xyz

B +
xyz
(1−x) y + xyz

C

mit x ,y ,z ∈(0 ;1 )  und Ta−B = xa , Tb−C = yb , Tc−A = zc

Die Parameter  x,y,z erhält man nach dem Vorigen wie folgt :

∣Ta−B∣ = SΔA BC − ∣c∣ = x∣a∣

∣Tb−C∣ = SΔA BC − ∣a∣ = y∣b∣

∣Tc−A∣ = SΔ AB C − ∣b∣ = z∣c∣

x =
SΔ A BC − ∣c∣

∣a∣
, 1−x =

SΔA BC − ∣b∣

∣a∣

y =
SΔ A BC − ∣a∣

∣b∣
, 1−y =

SΔ A BC − ∣c∣

∣b∣

z =
SΔ AB C − ∣b∣

∣c∣
, 1−z =

SΔ A BC − ∣a∣

∣c∣
   

Mit S := SΔA BC =
∣a∣+∣b∣+∣c∣
2

 folgt  xyz =
(S−∣a∣)(S−∣b∣) (S−∣c∣)
∣a∣∣b∣∣c∣

  und 

(1−y ) z =
(S−∣b∣)(S−∣c∣)
∣b∣∣c∣

, (1−z ) x =
(S−∣c∣)(S−∣a∣)
∣c∣∣a∣

, (1−x) y =
(S−∣a∣) (S−∣b∣)
∣a∣∣b∣

xyz
(1−y ) z + xyz

=

(S−∣a∣)(S−∣b∣)(S−∣c∣)
∣a∣∣b∣∣c∣
(S−∣b∣)(S−∣c∣)
∣b∣∣c∣

+
(S−∣a∣) (S−∣b∣)(S−∣c∣)
∣a∣∣b∣∣c∣

=
(S−∣a∣) (S−∣b∣)(S−∣c∣)
(S−∣b∣) (S−∣c∣)∣a∣ + (S−∣a∣)(S−∣b∣)(S−∣c∣)

xyz
(1−z ) x + xyz

=

(S−∣a∣)(S−∣b∣)(S−∣c∣)
∣a∣∣b∣∣c∣
(S−∣c∣) (S−∣a∣)
∣c∣∣a∣

+
(S−∣a∣)(S−∣b∣)(S−∣c∣)
∣a∣∣b∣∣c∣

=
(S−∣a∣)(S−∣b∣)(S−∣c∣)
(S−∣c∣) (S−∣a∣)∣b∣ + (S−∣a∣)(S−∣b∣)(S−∣c∣)

xyz
(1−x ) y + xyz

=

(S−∣a∣)(S−∣b∣) (S−∣c∣)
∣a∣∣b∣∣c∣
(S−∣a∣)(S−∣b∣)
∣a∣∣b∣

+
(S−∣a∣) (S−∣b∣) (S−∣c∣)
∣a∣∣b∣∣c∣

=
(S−∣a∣)(S−∣b∣) (S−∣c∣)
(S−∣a∣)(S−∣b∣)∣c∣ + (S−∣a∣) (S−∣b∣)(S−∣c∣)
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N =
(S−∣a∣) (S−∣b∣)(S−∣c∣)
(S−∣b∣)(S−∣c∣)∣a∣ + (S−∣a∣)(S−∣b∣)(S−∣c∣)

A

+
(S−∣a∣)(S−∣b∣)(S−∣c∣)
(S−∣c∣)(S−∣a∣)∣b∣ + (S−∣a∣)(S−∣b∣)(S−∣c∣)

B

+
(S−∣a∣)(S−∣b∣) (S−∣c∣)
(S−∣a∣)(S−∣b∣)∣c∣ + (S−∣a∣)(S−∣b∣) (S−∣c∣)

C

Nagel-Punkt
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Berechnung der Ankreis-Mittelpunkte Ia , Ib , Ic

wβ ' : (c
∣c∣

+
a
∣a∣) z − (c

∣c∣
+

a
∣a∣) z = (c

∣c∣
+

a
∣a∣) B − (c

∣c∣
+

a
∣a∣) B  

wγ ' : (a
∣a∣

+
b
∣b∣) z − (a

∣a∣
+

b
∣b∣) z = (a

∣a∣
+

b
∣b∣) (B+a) − (a

∣a∣
+

b
∣b∣) (B+a)

wβ'∩wγ '  : Ia =
Z
N

 

N = (c
∣c∣

+
a
∣a∣)(a

∣a∣
+

b
∣b∣) − (c

∣c∣
+

a
∣a∣)(a

∣a∣
+

b
∣b∣)  

N =
ac
∣a∣∣c∣

+
cb
∣c∣∣b∣

+
aa
∣a∣∣a∣

+
ba
∣b∣∣a∣

−
ac
∣a∣∣c∣

−
cb
∣c∣∣b∣

−
aa
∣a∣∣a∣

−
ba
∣b∣∣a∣

  

N =
ac
∣a∣∣c∣

+
cb
∣c∣∣b∣

+
ba
∣b∣∣a∣

−
ac
∣a∣∣c∣

−
cb
∣c∣∣b∣

−
ba
∣b∣∣a∣

N = −
ac
∣a∣∣c∣

+
ac
∣a∣∣c∣

+
c b
∣c∣∣b∣

−
c b
∣c∣∣b∣

−
ba
∣b∣∣a∣

+
ba
∣b∣∣a∣

N = −
ac−ac
∣a∣∣c∣

+
cb−cb
∣c∣∣b∣

−
ba−ba
∣b∣∣a∣

 

Wegen ac−ac = ba−ba = cb−cb = −4i AΔA B C  folgt :

N = 4 i AΔ ABC [1∣a∣∣c∣ −
1
∣c∣∣b∣

+
1
∣b∣∣a∣ ]  

N =
4 i AΔ ABC

∣a∣∣b∣∣c∣
[−∣a∣ + ∣b∣ + ∣c∣]   

Z = [(c∣c∣+a
∣a∣)B − (c∣c∣+

a
∣a∣)B](a∣a∣+b

∣b∣) − (c
∣c∣

+
a
∣a∣)[(a

∣a∣
+

b
∣b∣)(B+a ) − (a∣a∣+

b
∣b∣)(B+a)]   

Z = [(c∣c∣+a
∣a∣)B](a

∣a∣
+

b
∣b∣) − (c∣c∣+

a
∣a∣)[(a

∣a∣
+

b
∣b∣)(B+a) − (a

∣a∣
+

b
∣b∣)a]  

Z = (c∣c∣+
a
∣a∣)(

a
∣a∣

+
b
∣b∣)B − (c

∣c∣
+

a
∣a∣)(

a
∣a∣

+
b
∣b∣)B − (c

∣c∣
+

a
∣a∣)(a

∣a∣
+

b
∣b∣)a + (c

∣c∣
+

a
∣a∣)(

a
∣a∣

+
b
∣b∣)a  

Z = [ac
∣a∣∣c∣

+
cb
∣c∣∣b∣

+
aa
∣a∣∣a∣

+
ba
∣b∣∣a∣]B − [ac

∣a∣∣c∣
+

c b
∣c∣∣b∣

+
aa
∣a∣∣a∣

+
ba
∣b∣∣a∣ ]B

− [ac
∣a∣∣c∣

+
cb
∣c∣∣b∣

+
aa
∣a∣∣a∣

+
ba
∣b∣∣a∣]a + [ac

∣a∣∣c∣
+

cb
∣c∣∣b∣

+
aa
∣a∣∣a∣

+
ba
∣b∣∣a∣]a
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Z = [ac
∣a∣∣c∣

+
cb
∣c∣∣b∣

+
ba
∣b∣∣a∣]B − [ac

∣a∣∣c∣
+

cb
∣c∣∣b∣

+
ba
∣b∣∣a∣ ]B

− [cb
∣c∣∣b∣

+
ba
∣b∣∣a∣ ]a + [cb

∣c∣∣b∣
+

ba
∣b∣∣a∣ ]a

 

Z = [ac
∣a∣∣c∣

+
cb
∣c∣∣b∣

+
ba
∣b∣∣a∣]B − [ac

∣a∣∣c∣
+

cb
∣c∣∣b∣

+
ba
∣b∣∣a∣ ]B

−
c ba
∣c∣∣b∣

−
baa
∣b∣∣a∣

a +
cba
∣c∣∣b∣

+
baa
∣b∣∣a∣

Z = [− ac−ac
∣a∣∣c∣

+
c b−cb
∣c∣∣b∣

−
ba−ba
∣b∣∣a∣ ]B − c

ba−ba
∣c∣∣b∣

− a
ba−ba
∣b∣∣a∣

  

Wegen ac−ac = ba−ba = cb−cb = −4i AΔA B C  folgt :

Z = 4i AΔ A BC [(1
∣a∣∣c∣

−
1
∣c∣∣b∣

+
1
∣b∣∣a∣)B + c

1
∣c∣∣b∣

+ a
1
∣b∣∣a∣ ]   

Z =
4i AΔ A BC

∣a∣∣b∣∣c∣
[(∣b∣ − ∣a∣ + ∣c∣)B + ∣a∣c + ∣c∣a]   

Z =
4i AΔ A BC

∣a∣∣b∣∣c∣
[(∣b∣ − ∣a∣ + ∣c∣)B + ∣a∣(B−A ) + ∣c∣(C−B )]   

Z =
4i AΔ A BC

∣a∣∣b∣∣c∣
[ ∣b∣B − ∣a∣B + ∣c∣B + ∣a∣B − ∣a∣A + ∣c∣C − ∣c∣B ]

Z =
4i AΔ A BC

∣a∣∣b∣∣c∣
[ −∣a∣A + ∣b∣B + ∣c∣C ]

Damit folgt weiter :

Ia =
Z
N

Ia =

4i AΔA BC

∣a∣∣b∣∣c∣
[ −∣a∣A + ∣b∣B + ∣c∣C ]

4i AΔA BC

∣a∣∣b∣∣c∣
[ −∣a∣ + ∣b∣ + ∣c∣ ]

Ia =
−∣a∣A + ∣b∣B + ∣c∣C

−∣a∣ + ∣b∣ + ∣c∣
 

Ib =
∣a∣A − ∣b∣B + ∣c∣C
∣a∣ − ∣b∣ + ∣c∣

Ic =
∣a∣A + ∣b∣B − ∣c∣C
∣a∣ + ∣b∣ − ∣c∣
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Berechnung der Ankreisradien ρa , ρb , ρc  :

Flächenbetrachtung des Vierecks A BIaC :

AΔ A BC +
∣a∣ρa

2
=

∣b∣ρa

2
+

∣c∣ρa

2
 

SΔA BC ρ +
∣a∣ρa

2
=

∣b∣ρa

2
+

∣c∣ρa

2
  

SΔA BC ρ =
∣b∣ρa

2
+

∣c∣ρa

2
−

∣a∣ρa

2
  

SΔA BC ρ =
∣a∣ρa

2
+

∣b∣ρa

2
+

∣c∣ρa

2
− 2

∣a∣ρa

2
  

SΔA BC ρ = SΔABC ρa − ∣a∣ρa   

SΔA BC ρ = (SΔABC−∣a∣)ρa   

ρa =
SΔ A BC

(SΔ ABC−∣a∣)
ρ  ρb =

SΔ A BC

(SΔ ABC−∣b∣)
ρ ρc =

SΔ AB C

(SΔ ABC−∣c∣)
ρ
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Wegen ρ = −
A a + Bb + Cc
2i (∣a∣+∣b∣+∣c∣)

 folgt :

ρa = −
SΔ AB C

(SΔ ABC−∣a∣)
A a + Bb + C c
2 i(∣a∣+∣b∣+∣c∣)

  

ρb = −
SΔ AB C

(SΔABC−∣b∣)
A a + Bb + Cc
2i (∣a∣+∣b∣+∣c∣)

 

ρc = −
SΔA B C

(SΔABC−∣c∣)
A a + Bb + C c
2 i (∣a∣+∣b∣+∣c∣)
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Zum Abschluss dieser Abhandlung noch zwei „schöne“ Zusammenhänge :

1
ρa

+
1
ρb

+
1
ρc

=
(SΔ ABC−∣a∣)
SΔ A BC ρ

+
(SΔABC−∣b∣)
SΔA BC ρ

+
(SΔABC−∣c∣)
SΔA B C ρ

 

1
ρa

+
1
ρb

+
1
ρc

=
(SΔ ABC−∣a∣) + (SΔ ABC−∣b∣) + (SΔ ABC−∣c∣)
SΔ A BC ρ

 

1
ρa

+
1
ρb

+
1
ρc

=
3SΔABC − ∣a∣ − ∣b∣ − ∣c∣

SΔ A BC ρ
  

1
ρa

+
1
ρb

+
1
ρc

=
3SΔABC − 2SΔ ABC

SΔ A BC ρ
 

1
ρa

+
1
ρb

+
1
ρc

=
1
ρ

Wegen 

Ia =
−∣a∣A + ∣b∣B + ∣c∣C

−∣a∣ + ∣b∣ + ∣c∣
=

−∣a∣A + ∣b∣B + ∣c∣C

2(SΔABC−∣a∣)
 

Ib =
∣a∣A − ∣b∣B + ∣c∣C
∣a∣ − ∣b∣ + ∣c∣

=
∣a∣A − ∣b∣B + ∣c∣C

2(SΔ ABC−∣b∣)
 

Ic =
∣a∣A + ∣b∣B − ∣c∣C
∣a∣ + ∣b∣ − ∣c∣

=
∣a∣A + ∣b∣B − ∣c∣C

2(SΔ ABC−∣c∣)
   

folgt 

1
ρa

Ia +
1
ρb

Ib +
1
ρc

Ic =
(SΔ ABC−∣a∣)
SΔ A BC ρ

−∣a∣A + ∣b∣B + ∣c∣C

2(SΔ ABC−∣a∣)

+
(SΔ ABC−∣b∣)
SΔ A BC ρ

−∣a∣A + ∣b∣B + ∣c∣C

2(SΔABC−∣b∣)

+
(SΔ ABC−∣c∣)
SΔ A BC ρ

∣a∣A + ∣b∣B − ∣c∣C

2(SΔABC−∣c∣)

  

1
ρa

Ia +
1
ρb

Ib +
1
ρc

Ic =
1
SΔ A BC ρ

−∣a∣A + ∣b∣B + ∣c∣C
2

+
1
SΔ A BC ρ

∣a∣A − ∣b∣B + ∣c∣C
2

+
1
SΔ A BC ρ

∣a∣A + ∣b∣B − ∣c∣C
2
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1
ρa

Ia +
1
ρb

Ib +
1
ρc

Ic =
1
2SΔ A BC ρ

(−∣a∣A + ∣b∣B + ∣c∣C )

+
1
2SΔA B C ρ

(∣a∣A − ∣b∣B + ∣c∣C )

+
1
2SΔ A BC ρ

(∣a∣A + ∣b∣B − ∣c∣C )

 

1
ρa

Ia +
1
ρb

Ib +
1
ρc

Ic =
1
2SΔ A BC ρ

(−∣a∣A + ∣b∣B + ∣c∣C )

+
1
2SΔA B C ρ

(∣a∣A − ∣b∣B + ∣c∣C )

+
1
2SΔ A BC ρ

(∣a∣A + ∣b∣B − ∣c∣C )

 

 
1
ρa

Ia +
1
ρb

Ib +
1
ρc

Ic =
1
2SΔ A BC ρ

(∣a∣A + ∣b∣B + ∣c∣C )  

1
ρa

Ia +
1
ρb

Ib +
1
ρc

Ic =
1
ρ

(∣a∣A + ∣b∣B + ∣c∣C )
2SΔABC

  

1
ρa

Ia +
1
ρb

Ib +
1
ρc

Ic =
1
ρ

(∣a∣A + ∣b∣B + ∣c∣C )
∣a∣ + ∣b∣ + ∣c∣

 

1
ρa

Ia +
1
ρb

Ib +
1
ρc

Ic =
1
ρ I   

Diese  Formel  wurde  von  Hugo  Wehrle,  einem  Mathematik-Kollegen,  aufgrund 
numerischer Berechnungen vermutet.
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