Integralrechnung

Flache A unter dem Graphen der stetigen Funktion f :

la;b] ——> R,

y A
e [ oo y = flx]
f(b)
fla) froveeereeees A
>
a X; = a+iAXx X max = X b «
i=0,...2" A =l2)n_a
Xo=a Xy=b
Faralle n e N
2" -te Naherung von unten : 2" -te Naherung von oben :
21 21
A, = X minf([xi;xm])Ax A, = Y maxf([xi;xm])Ax
T i=0 T i=0
(1) Ay < Ay
2"1 21
A, — A, = X maxf([xi;xm])Ax - > minf([xi;xi+1])Ax
i=0 i=0
A_2” - & = [ f(xmax) - f(a) + f(xmax) - f(b) }AX
A_Z" o &‘ = [ f(xmax) - f(a) + f(xmax) - f(b) ] l:2)n_a
(2) im A, — A, = 0
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Falls nun X, < X,. < X, fur ein bestimmtes k ist, folgt ebenfalls

lim A, = 0 , wie die folgende Darstellung zeigt :

n->o0

2"_622

e [ oo e y = flx]
N f(b]
{EY EE——— A
)
a X; = a+iAx b X
i=0,....2" AX=Zn_a
Xo=a X»=b
2"1 -1
A, — A, = X maxf([xi;xm])Ax - > minf([xi;xi+1)Ax
i=0 i=0
A_2” - &‘ < [ f(xmax) — f(a) + f(xmax) B f(b) }AX
Ar = Ay < [ flxu) = flal + flxn) = b | 22
(2) lm Ay — Ay =0
(3) Ay < Ay < Ay < A,

Die Folge der Intervalle Ay A_2 .y Dildet eine Intervallschachtelung mit Zentrum
A mit A =lim A, = lim A, ,welches den gesuchten Flacheninhalt darstellt .

n-»o0 n->ow
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In Anlehnung an Leibnitz (1646 - 1716) verwendet man folgende suggestive

Schreibweise fur die Berechnung des Flacheninhalts oder fur die Berechnung des
bestimmten Integrals :

n—

A = lim A, = lim > f(x)Ax

n->o0 n»>o0w =0

N

b
A = [ flxdx Sprechweise : ,Integral f(x) dx von a bis b*

b

Das Integralzeichen f kombiniert mit den Integrationsgrenzen a und b stellt ein

a

langgezogenes S im Sinne der Summation dar, die Differenz Ax geht Uber in das
,unendlich kleine“ Differential dx .
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Die Flacheninhaltsfunktion

Gegeben sei die stetige Funkton f : J[a;b] ——> R, f >0 Die
Flacheninhaltsfunktion F : [a;b] —— R ist wie folgt definiert :
Fix) = [ flg)ds
) x|
vl .. y = TX
m [ A T
X+A X
I flgjae
F(x]
a A X b »>
X
X X+AX
X+AX X
f(g)dg — f(E|d
Fxeax) - Flx) 4 fEd8 = [ f(Eae
AX T AX
X+A X
f(g|d
F(x+Ax) — F(x) X &)ds
AX  AX
X+AX
Esgit: mAx < [ f(EdE < MAx
mit m,M Minimum und  Maximum  von f auf [x;x+Ax] und
im m = lim M = f(x| ,
Ax=0 Ax=0
X+A X X+AX
| flejde [ gt
m < = < M , AI|Xr110 = = f(x) ,also
i F(x+Ax| — F(x] = flx
Ax>0 AX
Frix) = flx|
Die Ableitung der Flacheninhaltsfunktion F ist gleich der Integrandenfunktion . Die

Flacheninhaltsfunktion F ist eine Stammfunktion der Integrandenfunktion f .
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Berechnung des Integrals mittels Stammfunktionen

Falls nun F irgendeine Stammfunktion von f ist, unterscheidet sich diese von F
nur durch eine Konstante c¢ :

F=F+c , F=F-c

Xs

X4

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Schreib- und Sprechweise :

X, X3
[ flg) d= = Flx .» F inden Grenzen x, , x, *
X, X
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Integral uber negative Funktionen

Gegeben sei die stetige Funktion f : [a;b] ——> R , f < 0 .Danngilt:

:f f(x) dx = ‘:f —(—f(x)) dx = LI-[Q LZ; —(—f(xi))Ax = _lm rg —f(xi)Ax
} f(x] dx = — } —f(x) dx

Fir die Flache A ,unter dem Graphenvon f giltdann:

A =

} f(x) dx

Einige Grundeigenschaften des Integrals

(1) } flx)dx = f f(x)dx + } flxJdx , a<c<b
(2) } f(x] + glx) dx = } flx)dx + j" g(x]dx
(3) } c-flx)dx = ¢ j f(x)Jdx , ¢ € R konstant
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Kettenregel, Substitutionsregel

Sei ¢ : [0;8] — [a;b) eine bijektive differenzierbare Funktion und f : [a;b]
—> R eine stetige Funktion mit der Stammfunktion F . Dann gilt :

} fix)dx = [flole] - ¢'(E) dE Substitutionsregel

J lulx) vl ox = ule] wix) |

F el vlx) + ulxl vl dx = ul) v |
Pt vix o+ - vid ax = ulel i |
futd - vix) = uixivix |0 = F ulxl - vixl ax
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