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Die Fibonacci-Zahlenfolge

for=1 , f,:=1 fo.=f, + f, fluralle n> 2

Von Interesse ist die Folge der Quotienten aufeinander folgender Fibonacci-Zahlen

_n+1

. . . f
firalle n >0 sowie lim 21 =2

n n->o n

Ubergang zur Vektor- und Matrizendarstellung :

fro 1 1| foue .
n+ — n+ f ” >
(fn+1) [1 O](fn ) uralle n =0
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Folgerung :

f 1 1]"(1 i K
Wegen 1] = nd = n—1 folgt
g (fn ) l1 0- (1) y (fn ) |:fn—'l fn—2](1) g

[1 1] = lfn :”1] firalle n > 2

Eigenwerte und Eigenvektoren der Linearen Abbildung mit der Matrix

v ) = o)

—
—
o -
[ S

0
0

Gibtes ¢ und X1l

X,

—_
X

—_
X

X — -cp 0]

X, 0 o]lx,
1[x| _ [o 0]x| _ (0
0]ix, 0 ollix, 0

) = 0

Diese Gleichung hat nichttriviale Losungen genau dann, wenn Det“_CP 1 l =0 .
—®
1=¢)—¢ =11 =0
¢ —¢-1=0
Die Lésungen der quadratischen Gleichung Qo = ;J”/S , p, = ;_i sind die

11
10

Rechnung gebraucht werden :

Eigenwerte der Matrix l l und haben folgende Eigenschaften, welche zur spateren

(1) o+ 9, =1 , @9, = —1 (Formeln von Vieta)
@ e -9, =15

¢+ 2 —9 — 2 _
B g T e T %
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Beweis von (3) :

@+ 2 g1+l qﬁ+1 _ ¢$_¢1@2 _ P[P — P2 _

C1=P T QT T 9T T Ty I R (2 - %

—g, = 2 _ == 11 =01 09, PP Py)
P1—P2 TP, I 2 Rl 2 S VP () TPy = @

Berechnung der Eigenvektoren zu den Eigenwerten :

X = ol 1 Setze x,:=1 = Xx,=¢
0] x, X2
1 1)@} = (o
1 o) = oli)
Die Eigenvektoren zu ¢, , ¢, sind die orthogonalen, linear unabhangigen Vektoren
(1p1) : (TZ) , denn es ist (:p1)(c1p2) =@+ 1 =-1+1=0

Die Eigenvektoren werden nun zunachst als Basisvektoren herangezogen und die Matrix
der Linearen Abbildung F beziiglich der Basis T1 Tz berechnet . Dazu

’

bendtigt man die Matrizen der Basistransformationen S , S

- > [

A A

— _1 ‘ij st | |s ﬁ” TZ] s s
\'} \'}
= [
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Q1Y + @Y, = X4

1y, + 1y, =

X = %,

P1— @2

—1X + 9%

S . F-S

1 1 —g,]
©1—¢, —1 @4
1 [ 1 —q)
©1=%2 |1 @4

®1— @2

1 1] [o, 9,
1 0] [1 1

(g +1 @+
| P41 N2

¢1—@

1

()

11X

- Py X,

1%, + @4X,
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D] = 1 @1 +1 =19 Pt 1— @3
T 0T 2
91— 1+ —@o=1+¢1 ¢,
1 -(p +1+1 0
D = == !
D] ©1=%2 |po —cp2—1—1]
1 [, +2 0
D] = ©1=%2 | —p,—2
D] ¢y 0 Diagonalmatrix
0 o,
s"eFes] = |9 O
0 @

[STeF%S] = STeFoFe .. oFeF oS

[SToF%8] = SToFo(SesTeFo(Se8T o .. o[SeSTeFo[SeST|oF oS

[STeF%8] = [STeFes] o [STeFeS) .. o [§7T%FeS) o (S7'oFeS]
[s'oFs] = [s'oFes]
[S'oFs] = [Df
[seFes] = |@ O
0 P2 |
[SJIOFnoS = (Pr1] 0
0 ¢

SOS*']OFHOSOSf‘]] — [SO(Si1anOS 0871] et [S] cp:l On [871]
0 ¢
Pl o= (8% 0 [ls]
0 @
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F] = [cm o] |@F O | 1 _ 1 —¢,
1 1 0 cpg_ P1=%2 | 1 o
F] = 1 (@ @, |91 O 1T —q,
P1=%2 |1 1] _0 o3| |1 1]
F] o= 1 AR — 1P
PP 11 ]| b P12 |
n+1 n+1 n+1 n+1
[Fn] _ 1_ 1 —P2 —Q1 Q@@
P12 gl - —Q1P2 + P1¢;
1 n+1__ n+1 - ( n_ n)
[Fn] _ @4 ®; P1 P2 P1—P;
(P} n n n—1 n—1
RARRZ: _CP1(Pz(CP1 ) )
1 n+1 n+1 n n
[Fn] _ _ P11 @2 P1—@2
172 i - o7 =5 |
1 n+1  n+1 n_.n
[F]n — _ P —@2 P1— @2
AR R @7 =5
n
F] = [1 1] _ e fa
1 O fn71 fn72
f. fo 1 o= P19
foa foo MG 1= (PqA_ 271
n+t1 n+1 .
f o= I P2 Formel von Binet
n P1~@;
Beispiel zur Uberpriifung : fs = 8 fs

1++/5
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Berechnung des Grenzwertes der Quotientenfolge der Fibonacci-Zahlen :

n+2 n+2
Py T P
fn+1 _ P1—¢,
f - n+1 n+1
n @4 - ¢
(P
fn__” _ Cp?+2 o (P;+2
f - n+1 n+1
n Py = P
@ @\’
2 : P2 _ .
Wegen -1 < o, < 0 und leo (@1) = 0 folgt:
0 n+1
2
n+2 n+2 (p1 (p2(—)
im = gim BT %e i Bl - g,
n->w fn n->w (p?” — (pg+ n-=>w 1 (pz n+
7}
|im n+1 —
n-=>o fl’] (p1
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Die Tribonacci-Zahlenfolge

for=1 , f:i=1 , ty,=1 , toa=t.,, +t., +t fliralle n>20

Von Interesse ist die Folge der Quotienten aufeinander folgender Tribonacci-Zahlen

n+1

. . .t
furalle n >0 sowie lm 2 =2

n->o n

t

n

Ubergang zur Vektor- und Matrizendarstellung :

n+3 1 1 1 n+2
t.,| = |1 0 0||t, | firalle n=20
t 01 0] |t
Speziell :
t, 11 1] [t
t,| = |1 ol [t,
t1 1 O. to
t 11 1] [t 11 11 1 1] [t
t,|] = {1 0 of[t,|=]1 0 of|1 0 o] [t
t, 1 0] |, 0 1 00 1 0]l
t, 1 1 1T [t
t,| = [1 0 o] [t
t, 0 1 0] |t
ts 11 1] [t T1o1 1)1 1 1)t
t,] = |1 0 of[t,|=1]1 0 of[1 o o[t
t, 0 1 0] |t 0 1 0J0 1 0]l
ts 11 17 [t
t,| = [1 0 of |t
t, 0 1 0] |t
tn+2 1 1 1n tz
w1l = |1 0 0 |t || faralle n > 1
t 0 1 0] |t
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Folgerung :

n+2 1 1 1” 1 1:n+2 n+1 tn n—1 1
Wegen tn+1 = 1 O O 1 Und tn+1 = tn tn—1 tn—2 1 f0|gt
tn O 1 0 1 tn n—1 n—-2 tn—3 1
1 1 1” tn+1 tn tn—1
10 0| =|t, t._, t_,|| firalle n >3
O 1 O tn—1 n—-2 n—-3
1 1
Eigenwerte und Eigenvektoren der Linearen Abbildung mit der Matrix |1 0
0 1
X1 O 1 1 1 X»] X.]
Gibtes T und |[x,|#[0| mit 1.0 0f |x,| = T|x, ?
X4 0 010 X, X,
11 1] [x X4
1 0 | x| = T|x,
1 0_ X3 )(3
11 1] [x 1 0 0] [x
1 0| IX,] = T|0 1 0] |x,
1 0] X4 0 0 1 X4
11 1] [x [« 0 o] [
10 0] |x,] = |0 © O] [x,
1 0_ Xs _0 0 T Xs
11 1] [x [« 0 o] [x 0
1 0| IX,] — |0 © O] |x,] = |0
1 0_ Xs _O 0 T X5 0
1 1 1] [x 0
1 -t 0] |x,] = |0
0 1 —x X, 0

Diese Gleichung hat nichttriviale Lé6sungen genau dann, wenn

1—t 1
Det|1 -1
0 1

1
of = O

—7T

Betrachtung der Fibonacci- und Tribonacci-Zahlenfolgen mit Hilfe von Matrizen 10

O O -



1-1){~vi—t-01) — 1{1~v-0-0) + 1(1-1——10] = 0

2 3
T -t + 1t + 1 =0

- -1T-1 =0

Im Anhang wird gezeigt, dass diese Gleichung eine reelle und zwei konjugiert komplexe
Lésungen hat , namlich

(919 + 333 + {19 — 3v33 + 1) ~ 1,893 286 755

T =

r:—1——3ir—1 +1— T, = 7T,
3 2 2 1 3 3 3 2
11 1
Die Loésungen sind die Eigenwerte der Matrix 1 00 und haben folgende
010
Eigenschaften :
Ti+T,+T, = 1
Ty Tt T T+ T T, = —1 Gleichungen von Vieta
Tq 12'5_2 = 1
Berechnung der Eigenvektoren zu den Eigenwerten
Xi+Xo+ X3 = TXy
X1 = TX2
Xy = TXs Setze x; =1 = x,=71 , X, =1
11 1] [ .
1 0 O T = T|T
01 of\1 1
112 12 1_22
Die Eigenvektoren sind die linear unabhangigen Vektoren |t , [T, , [T,
1 1 1

Betrachtung der Fibonacci- und Tribonacci-Zahlenfolgen mit Hilfe von Matrizen 11



Zur Begrundung der linearen Unabhangigkeit :

_2
2 7 T, 0
ul Ty + v T | + w(T, = |0
1 1 1 0
U + oV + T,W = 0

T™u + 1,V + T,Ww =0

U +1v+1w =0

2

FRR N
Falls Det|t, T, T, | # 0 galte
11 1
0 v %
Det|0 t, =,
01 1
u = = =0
2 2 _2
T, T, T,
Det|t, T, T,
1 1 1
© 0 T,
Det{t, 0 T,
1 0 1
vV = =0
2 2 _ 2
T Ty T
Det|t, 1, T,
1 1 1
© 0
Det|t, v, O
1 1 0
w = = = 0 y
2 2 _2
T, T, T,
Det|t, T, T,
1 1 1
A A I
und das hiele, dass die Vektoren T, T2 . [T linear unabhangig sind.
1 1 1
2 2 2
T, T, T,
Es bleibt also zu zeigen , dass Det|t, T, T, | # 0 ist:
1 1 1
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2 _ 2]
< 2 — 2
Det|ty T, T, | = ©(1o-T;) — T(u—
11 1]
2 _ 2]
Ty Ty T
Det|t, T, T, | = 1:12(172—?2) + 173(1:_2—
1 1 1

Man zeigt nun,
ist :

dass rf(rz—@) + rz(r

—2
T2 (131_1:2

Ty (T1—Ty)

—2
—T) + T, (T

- Tg + Tz?z)(?z_'ﬁ)

2 2
T Ty + T T,

linke Seite = —(t4—7T,)(T,—T;)(To—
linke Seite = (11752 - T,
linke Seite = (v, 5,%, — % -
linke Seite = (}/— 1,7, —
. . 2 —2
linke Seite = (— TT, — TaT, + T,y —
linke Seite = t,T, + 15T, —
linke Seite = Ti(1,~T,) + (TG + T (T~
2 2 _2
Ty T T
Alsoist |Det|ty T, T, | = —(14—
1 1 1
2 2 _2
T, T, T,
Angenommen, Det|ty T, T, | = —(7y—
1 1 1

Dann miusste mindestens eine
Nullstellen mussten gleich sein,

komplex sind. .

(T T[T T (BT

22— 2 —

2 2 -
T UT T, _}(2/172)

2
+ T, 12)

der Faktoren gleich Null sein, das hielRe zwei der drei
im Widerspruch, dass <, reellund =, , T, konjugiert
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Die Eigenvektoren werden nun als Basisvektoren herangezogen und die Matrix der

2 2 — 2
T; T, T,
Linearen Abbildung T bezuglich der Basis T, [T, |7, berechnet . Dazu
1 1 1
bendtigt man die Matrizen der Basistransformationen S , S~
111
F ;|1 00
X, 0 10 Xy X+ X,
X, > |Xx,
X3 Xz
I\ A
S™ S s S
V v
y1 > Z1
Y2 D Z,
Y3 Z3
Basistransformation S :
X, ’cf 172 17_22
Xo| = Yq[ T + Yo T2| + Y3 T2
Xq 1 1 1
X, Yo% | (Y
Xp| =T T2 T2 | |Y,
X3 T 1 1 [y,
2 2 -2
T, T, T,
S|ty 1 T,
1 1 1
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Basistransformation S’

Tf Tg T:22 Y1 X
T T, T ||y, = X,
1 1 Vs Xs
2 _2]
X1 T2 Ty
Det|x, t, T,
X, 1 1
Vi 2 2 2
T T T
Dett, T, T,
1 1 1
2 _2
¥ —(T=Tp) [T T [Ta— T4 Detix, t
X 1 1
1 _ _ _
Y1 _(,51_.52)(.52__5—2)(_5—2_11) ((TZ_TZJX'I — TS(XZ—T2X3) + ’522(X2—12X3))
1 _ _ .
y1 _(11_,52)(,52_1—2)(1—2_11) ((TZ_TZ)X‘] — (‘C;—rzz)x2 + (T;TZ—thZZ)X?’)
Y4 1_ — = =_ ((‘52—172)X1 — (T T (T T X, + Tz@(rz_@)xs)
(T1—T2)(T2—T2)(T2—T4)
_2.
Det|t, x, T,
1 x; 1
% 2 2 2
Ty Ty T
Det|t, T, T,
1 1 1
2 _2
Yz —(T— Ty [T T [T, T4 Detit, x, T
1 x; 1
1 ( 2 o o _ 5 )
Y —(T1—T2) [T~ T2) (T2 —T4) 11(X2_T2X3) = X(0T) T (r1x3—x2)
1 _ _ _ _
Y —(T—T2) [T2—T2) [T~ T4 ((TZ—‘C1)X1 - (Tzz_rf)xz + (rfn—rzrf)xs)
1 _ _ _ _
Y2 —(T1—T2)[T2— T (T~ T4) ((12_r1)x1 - (Tzz_'cf)xz + (r22‘51—r2r$)x3)
1 — _ _ o
Y, ((12—11)X1 — (T[Tt Ty X, + 1211(12—11)X3)

—(T1—T2) (Tz_'c_z)('f_z_'ﬁ)

Betrachtung der Fibonacci- und Tribonacci-Zahlenfolgen mit Hilfe von Matrizen 15



Det|t, T, x,
1 1 x5
s = 2 2 2
T, T, T,
Det|t, T, T,
1 1 1
2 2
YT ] T T
1 1 x5
1 2 2
Ys = —(T1— o) [T~ T3 [T (T1(szs_xz)_rz(T1X3_X2>+X1(11_T2))
1 2 2 2 2
Yy = A e ((11—r2)x1 — (11—r2)xz + (11 12—1112)X3)
1
Yy = —(11—172)(172—‘5_2)(‘5_2—‘51) ((171—12)X1 = (T T (T T X, + 1112(11—12)X3)

Insgesamt haben wir also

=] (=%, = (Tt Tl X, + T Ta(Ta= T %)
Y = T [T ) [T 1) 27 Ta) Xy (T2 T[T+ T2) X, 20T T2 Xs
-1 (T_—‘EX—”C_—'E T,4T X, + T,T,(T,—T x)
Y, = (=) [T T3 [T —T1) (Tt X4 (T ) [T T4 X, 2T (T Tq) Xs
1
Yy, = _(11_%)“2_?2)“_2_11) ((171—‘52)X1 - (11—12)(r1+12)xz + 1112(11—r2)x3)
Y4 1 T, T, — (1= T, [T+ Ty T, T, T, T X,
Yo| = (T =) [T T [T T4 Tom Ty (T T (Tt 4T 1) | X,
Y3 T~ T, (T T[Tyt Ty TiT(T— Ty | | X3
1 T, T, —[ T T[T+ T, T, T T,— T,
1 _ _ _ _ _
S R =A== T, T (T ) (Tt T (T Ty
‘ T T, (T T, (T Ty T Ty(T1—Ty)
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= S '.ToS
4 T,— T,
T Tt |2
T~ Ty

2 _2

2
Ty Ty Ty
T Ty T
17 1 1

Zur besseren Lese- und Umformungsverstandnis ist es sinnvoll folgende Umbenennungen

zu machen :
a:=rt, b:=1, C:=T,
] b—c —[b—cllb+c] belb—c)] [1 1 1] [a® b c?
[D] = c-a —[c-allc+a] calc-al| |1 0 O||la b ¢
—~la-bjlb—cllc-a) | " —[a—ba+b| abla=b)| [0 T O] [1 1 1
1 b—c —(b—c|lb+c) bc(b—c). [a2+a+1 bZ4b+1 c2+c+1
[D] = c-a —[c—allc+a] calc-al| |a® b c?
~la-bllb-clic-al a-b —(a—bjla+b] abla-b)| |a b c
1 b—c —[b—clb+c] belb—c)] [a® b® ¢
[D] = c-a —(c—allc+a] calc—al||a® b? c?
~la-b]lb-c)lc-a) a—b —[a—blla+b] abla-bj||a b ¢
Berechnung der einzelnen Elemente der 3x3 - Matrix [D] :
1 3 2
dy = b—cja” — |[b—c/lb+cja® + bcib—c)a
w = ey [bols’ — lb-cliorela® + bolb-cla
(b—c)a 2
dy = — b b
11 —(a—b)(b—c)(C—a) (a ( +C)a+ C)
a 2
d, = =&————— |a° — [b+cla+ bc
" = Tabllc-a) ( (b+c] )
d, = & (a2 — ab — ca + bc)
a” — ab — ca + bc
d, = & (a2 — ab — ca + bc]
a” — ab — ca + bc
dy = a
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1

e P S ((b—c)b® — (b—c)(b+c|b® + bc(b—c]b)
(b—C)b 2
de = - pTb=oTloal (b = (b+c|b + be|
(b—c)b 2 .2
de = o pTbsllo=al b2 — b® — bc + be)
d, = 0
d, = 1—(a—b)(b—c)(c—a) ((b—c)c® — [b—c|(b+c)c® + bec(b—clc)
_ [b—clc 2
diz = —(a—b)(b—c)(c—a) (c — (b+c)c + bc)
_ [b—clc 2 2
di; = —(a—b)(b—c)(c—a) (c —bc — ¢ + bc)
d, = 0

Zur Berechnung der Elemente in der 2. und 3. Zeile der Matrix [D] nutzt man aus, dass
die Terme bezuglich a, b, ¢ zyklisch sind :

Beispiel :
Ersetzt manin d,; b, c,a zyklisch durch c, a, b, so erhdlt man aus

1

4 = T plbcllo-a

| ((b—c)a3 — [b—c)(b+c)a® + bc(b—c)a)

den Ausdruck

1
—(a—bl(b—c)(c—a

| ([c—a]b® — (c—a(c+a|b? + calc—alb) = d,, , also gerade den

Ausdruck fir d,, .

Ergebnis : Die Matrix [D] hat Diagonalgestalt

a 0o
(D] =10 b 0
0 0 c
T, 0 O
D] =10 1, O
0 0 =
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Nun kann man umgkehrt die Abbildung T wie folgt darstellen :

T = SoDoS™
T = [SeDoS™") "
T = (SODOSq) o (SOD0871

Wegen der Diagonalgestalt von Matrix D

ist

T T 2 1 Tom T
Tn — n+1 1 _—n+1 : _ T—1
= e T e |
T T, T T~ T,
n+2 n+2 _—_—n+2 —
1 T 2 2 To— T,
Tn — _ n+1 n+1  _—_n+1 To—1
T — (T T[T, T, (T T4 T; T: Tzn 2T
T T, T T4~ Ty
n n+2 n+2 __n+2
11 1 1 T T, T,
1 0 0 — _ n+1 n+l  _ _n+1
01 0 =TT [T ) (T Ty T; Tﬁ Tzn
Ty Ty T,
Andererseits haben wir gezeigt, dass
n
11 1 t.ot ot
10 0 =|t, t, t_,| faralle n >
0 1 0 tn—1 tn—2 tn—3
Deshalb folgt
t. ottt 1 SHSIE
— n+1
e Al
o o b, Ty T2 T2

(T T[T T, (T, Ty

n+2 - n+2

n+1  __n+1

T~ T
T, Ty

T—T

T,— T,
T, T

T4~ Ty

—[T=T,)[T2+7T)
—(T—Tq)(To*Ty)
—( T T)(T1* Ty
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DI = 1o T, und
0 0
T, T, — (T [T+ T T, T T, T,
T,— Ty — (T (T+ ) T (T 1)
T4~ Ts —(T—Ty)(T1+ Ty T1T2(T1— Ty
—( T =T, (24T, T, (T T,
=TT )(T4T) (T
—(T1=T)( T4+ Ty) '51"52("51_172)_
—( T =T, (T2+ T, T T2 (T2~ T
() [Te+t) (T 1)
—(T1—Tp)(T1+7Ty) "71"72("71_'52)_
—[1 T[T+ T[T
=T )T+ ) T (T
(T T (TaH Ty T T[T Ty

"72"7_2("72_"5_2)
T (T 1)

Ty T (T =Ty



Durch Vergleich der Elemente auf der linken Seite mit der entsprechenden Elementen auf
der rechten Seite ergibt sich zum Beispiel :

—_ 1 n+1 _ n+1,___ _ n+1
b = e (4 e R %) ¢ B )

Diese Formel ist eine Binet- ahnliche Formel fiir Tribonaccizahlen , mit der man die n-

te Tribonaccizahl aus den Nullstellen <, , T, , T, der Gleichung

-1 - 1t -1 =0 berechnenkann.

Fur die Quotientenfolge aufeinanderfolgender Tribonaccizahlen erhalt man nun:

n+2

bt _ T (T T (T T (4T
B n+1 = n+1/— —n+1

£, 1 (T + T (T + T, (T4,

o \"" -1 o\ 1,—1

e nfR] . g2

n+l 1 27 L2 1 2 2
t - n+l ___\n+1

T T~ T T T~ T,

Um den Grenzwert der Quotientenfolge zu berechnen, sind folgende Abschatzungen
notwendig :

(11—1)+g—§(3r1—1)i

T _ 1 (v +\/_3_, 3t,—1 i
T, T 6 \T

(vgl. S.31)
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912-181,+9 + 271 -18t,+3
361

3612 — 367, + 12

361}
T2 1 11
T, ~ T, 317?

a | Nfl
_ _ _ _

Wegen
tw>1>0 3t, >1 >0
1 1
0 <z <1 0<£<1
-1 <——<0
Ty
0<1—1—<1
T
folgt
1 1
0<ﬁ(1—T1)<1
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Nach der Formel von Moivre ist

T T .
1_12 = % CoS(q| + COS(¢) i

g

Wegen

I;—f” (cos(ncp) + cos(ng) i )

0 <

3
A
RN

7

—

3
Il

o

[

-]

o

3

Analog zeigt man, dass | lim

Damit erhalten wir nun der Grenzwert der
aufeinanderfolgender Tribonaccizahlen :

Quotientenfolge

n+1 — \n+1
T T T T T T
T, + T, 214 |2 12
ot ) T T,—T T, T,—7T
| n+1 I 2 2 2 2
Im t - Im n+1 — __\n+1 _
n=oo n n=>o 1 + (T_Z) T:2 1:1 + (T:_Z) T'I 1:2
Ty T,— T, Ty T, T,
lim ™ = ¢
- 1
n->o0 n
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Anhang

Losung von kubischen Gleichungen (vgl.: [2], Seite 108 ff)

Die Gleichung |z° - a=0|in €, aeR

z° - a z-2z) = Z+zz+7
-2 - z,7?]
z,z2° — a
2,2 - 2%Z]
z’z — a
—[zfz - zf’]

z$ — a RestNull

Faktorisierung :
2’ —a = (z - 21)(22 + 2,2 + 2

Weitere Losungen :

2 2
z°+z,z+2z; =0
Z Z 2
_ 1 1 2
Zyz = 2 + 2| Z,
Z4 V3.
22/3 = —2— + 2—| Z1

Betrachtung der Fibonacci- und Tribonacci-Zahlenfolgen mit Hilfe von Matrizen
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Darstellung der Losungen der kubischen Gleichung

Zahlenebene C

iy A

z

3

a in der komplexen
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Die (reduzierte) kubische Gleichung |z’ + pz + g = 0| in €, p,geR
zZ2+pz+q=0
Setze z =u +v
(u+v]’ + plutv] + g = 0
u> + 3u’v + 3uv’® + V' + plutv] + g = 0
uw + V> + g+ 3u°v + 3uV + plutv) = 0
w+ v+ g+ 3uv(u + v+ p(u+v) =0
W+ v+ g+ (3uv +pllu+ v =0
Setze 3uv + p =0
3uv + p=0 = uv = —% = 4uv® = —4(%)3
W4+ VvV+qg=0 = W+vi=—q = uw + 20’V + V= ¢

-2v* = g

[+
_
o]
N
+
I
—_
w|o
~——  —
w
U
<
w
0l
|
N2
+
_
—
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Losungen der (reduzierten) kubischen Gleichung |[z° + pz + q = 0

2 3
e P
1.Fall: |2 5l >0

Wegen der Bedingung uv = —% folgen nur die 3 Losungen

22 2
L N T S
Z = =5 5 V3
Z3 = Uzt+V,
z, = (—%—i—zﬁ|)u1+(—‘|—+\/3|)v1
u,+Vv, U=vqy 3
Z3 = = 5 V3i
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2 3
. a4 P 0
2. Fall : (2) + (3 ) <

Die Mathematiker des 15. und 16. Jahrhunderts bezeichneten diesen ,nicht
zuriickzufuhrenden Fall“ als Casus irreducibilis .

2 3

Wenn (%) + (%) < 0, istsicher p <0 ,etwa p = —p'
1 \3 2

Die reduzierte Gleichung geht iiberin z° — p'z + g =0 , (g—) - (g—) >0

Damit folgt fur den Radikanden der 3. Wurzel von u, , v,

R C IR R i |
R R RS R G
N N TR

Nach der Formel von Moivre kann der komplex Radikand wie folgt ausgedrickt werden :

N o

N2

v \3 2
—% + \/(g—) - (%) i = p(COS(cp) + sin(g) i)
1 \3 2
_ g Pl _ (9
. _[p'V 2 . 3 2
mit p = | : COS (@) = 73 ; SIN(@] = 7—3
3 P D'
3 3
Damit erhalt man weiter
u, = %p(cos(%) + sin(%) i) v, = 95(003(%) F sin(%) i)
Yo = U+ vy
y, = 95(008(%) + sin(gi) i) + \3/5(008(%) F sin(%) i)

y, = 2%005(39)

Die anderen beiden Wurzel lauten wegen 3 - 120° = 360° , 3 - 240° = 720°

Y, = 235cos(§ ; 120°)

Ys = Z%Tcos(% + 240°)
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Die kubische Gleichung |y° + ry? + sy +t =0 in €, r,s;te R

y +ry> +sy +t=0
Substitution y = z —%
vy +ry>+sy +t=0

3 2
r r
z — +rlz - | +slz - =|+
r r\? r\’ 2r° r\? sr
23—/3@?*'3(5)2—(3—)4%{—3—Z+r(§)+32—3—+t:0

w|—
—
[l
o

3 3 3
2 2 3 2
23+sz+3—z—2Lz—r—+r— )
3 3 3
2 3
3 _r 2r° _ sr.
zZ° + sz 32 57 3 t=20

2 3
3 r 2r sr _
z + (s 3 )z + 57 3 +t=0

Reduzierte kubische Gleichung

3

zZ + pz + =0 mit p:S—3— , qQ = ————+t

2 3
Die Losungen der reduzierten kubischen Gleichung fur (g—) + (%) > 0 sind nach

den vorigen Uberlegungen z, , z, , z; .

Daraus ergeben sich fiir die kubische Gleichung [y + ry” + sy + t = 0| die

) r r r
Losungen vy, = z1—§ v Yy = Zg—§ v Y3 = Z3_§ -
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Die kubische Gleichung

P -1 -1-1=0

Substitution 1 = z_% =

—

T =2Z +

w

Dadurch erhalt man die reduzierte kubische Gleichung

2 +pz+q=0 mt p=

2 3 2

_r _2r st q
s 3 q_27 3 +t und (2) +
__4 __38 _19
P=73 =77 27
207 _

729

Die Lésungen sind

a=d%+¢(—) g
TR E

SO

(-l B e 25
1= 127 729 729
~ §/19 \/933 \s/ \/9-33
Z, = + + —
1= \27 * o8 27 ~ Vo8
3/19 \/33 §/19 \/33
z, = + TE (AN o
27 * |81 27 ~ |81
_ 419 1 \3/@ 1
z, = \/27 + 9¢33 + A5 V33
z, = \/19 233 4 \3/;—“79 - 33
2, = 1 1 $19 + 3v33  + ;— f19 — 3V33
7, = % ¥19 + 3v33 + Y19 — 3V33 |
z, = (—;—+\2/—3i)z1
1 3.
22 = (—2——2—|)Z1
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Durch Resubstitution v = z + erhalt man die Losungen

w|=

1 34— Tas 1 37— Tas 1

T =g V19 + 3V33 + 3 719 — 333+ 3

T, = % §19 + 3V33 + 19 —3V33 + 1) ~  1,893286755
1 V3, 1 1

T, (—§+2—|)Z1 + g mit Z, = Ty — §

1 V3, 1
) (—§+2—|)Z1+§
T :—1—2 +§zi+1—
2 271 2 7 3
T :—1—2 +1—+£zi
2 271 3 2
12:—% 1319 + 3v33 + J19 — 3v33) + +E¢3—3($19+3¢3§+319—3¢£)i

s g_g 19+ 3V33 + {19 — 3733) i

OIN W=

T, = —% 319 + 333 + J19 — 333 +

T, = —% (319 + 3v33 + 19 — 333 — 2) + X3 ({19 + 3433 + {19 — 3V33) i

Analog:

=t (1194373 + 110373 - 2 - 12 ({19 + 3738 + {10 - 373
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Spezielle Darstellung der Nulistellen T, T, . T, der Gleichung
v — 1 — 1 — 1 =0 in Abhingigkeit von der reellen Nullstelle :

T, = %—(719 +3V33 + 19 -3V33 + 1] ~  1,893286755

3t,—1 = 719 + 3V33 + {19 — 3/33

T, = —;T (319 + 3v33 + {19 — 3733 - 2 +g—§ (319 + 3v33 + {19 — 3v33) i
1 V3 .
12:—5(311—1—2)+6—(3r1—1)|
1 V3 .
12:—5(3171—3)+6—(311—1)|

12:—;—(1:1—1)+é/—3(3r1—1)i
Analog
‘52:—;—(11— 1)—2—3(3r1—1)i
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