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Bemerkung:

Im zitierten Skript wird die Existenz und Eindeutigkeit der In- und Ankugeln bestimmt und
dass die Zentren Schnittpunkte von ,Winkelteilenden® sind. Formeln zur Berechnung von
Zentren und Radien sind nicht angegeben.

Da ich in der Literatur und im Netz keine Rechnungen fir die In- und Ankugelmittelpunkte
und die Radien gefunden habe, habe ich dieses Skriptum erstellt.
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Gegeben ist ein allgemeines Tetraeders mit den Ecken A , B
, C, D

Gesucht sind Mittelpunkte und Beriihrradien der In- und
Ankugeln.

x, ¥

Das Volumen des Tetraeders sei V .
Die Flachen seien nach den gegenuberliegenden Ecken benannt :

I:A’ FB’ FCsFD

Es qgilt :

;_FA+FB+FC+FDp:V

3V
Fo+ Fg + Fo + F
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Ankugeln mit Mittelpunkten | und Beriihrradius p, , i€/A,B,C,D| , eines
allgemeines Tetraeders mitden Ecken A , B, C , D .

C

)
X,

X, K

Volumenbetrachtung
1 1 1 1
BTFB Pa +§Fc pA+3TFD Pa = gFA pa + V
1 1 1 1
_?TFApA + gFBpA+§FcpA+§FDpA =V

1 1 1 1 1 1 1 1
_gFApA + 3_FBpA+§FcpA+§FDpA = gFAp+§FBp+3_Fcp+§FDp

1—(—FA+FB+FC+FD)pA =

3 (FA+FB+FC+FD)p

W=

(—FA+FB+FC+FD)pA = (FA + FB+FC+FD)p
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Fa + Fg + F. + Fp

Pa = —FA+FB+FC+FDp
Analog :
_ Fa+Fg+ F, + Fp
P = R —Fo+F, +F, "
_ Fa+ Fg + F. + Fp
Po = F v F —F, +F, "
_ Fa+ Fg+ F, + Fp
Po = F, +F,+F —F "

Fur die In- und Ankreisradien folgt folgender Zusammenhang :

2

i€/A,B,C,D|

2

i€/A,B,C,D|

1 —Fa+Fg+F +Fy 1

P F,+ Fg+ F + F,
Fa — Fg + Fo + Fp 1
F, + Fg + F, + Fy, P
Fo + Fg — F, + F 1
Fo, + Fg + F, + Fy P
F, + Fg + F. — F5 1
Fo, + Fg + F, + Fy, P

1 _ —2Fp+Fa+Fg+Fo+Fp 1

i F, + Fg + F_+ F, P

Fa — 2Fg + Fg + Fo + Fp 1
F, + F; + F, + F, P
Fo + Fg — 2F. + Fo + Fy 1
F, + Fg + F, + F, P
F, + Fg + F. — 2F, + F 1
F, + F; + F, + F, P

1 4FA+FB+FC+FD)—2(FA+FB+FC+FD1

i F, + Fg + F, + F,
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Z 1 2(Fa+ Fg + F. + Fp) 1
i€/A,B,C,D| b FA + FB + Fc + FD P
1 1
. = 2 —
ic/A.B,C,D| b P

oIN
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Zwischenbetrachtung : Abstand eines Punktes von einer Ebene

X1
n,
Ebene E durch den Punkt  A(A;|A,|A;] , Normalenvektor A = |n,| mit [A] = 1
n3

Der Punkt A+n liege im entgegengesetzten Halbraum wie 0 .
E: Alx-A] = o
AX = RnA

NyX; + NX, + N3X3 = NA; + NA, + n;A;

Da der Term auf der rechten Seite ist positiv ist, gibt er den Abstand des Ursprungs von
der Ebene an :

nA, + LA, + A, = A = [i|Alcosig) , 0 =g < 90°
nA, + A, + n,A, = A = |A|cos(q

nA, + n,A, + n,A, = d(0;E|

Allgemeines Tetraeder und In- und Ankugeln 6



Fiir irgendeinen Punkt P ist der Abstand d(P;E| von der Ebene E gesucht!

1. Fall: P liegt nicht im gleichen Halbraum wie 0

Man denkt sich eine zu E parallele Ebene E* durch P.
E : n,X, + N;X, + N3X3 = nP; + n,P, + N3P,

n,P, + n,P, + n,P, = d(0;E’

dlP;E] = d[0;E'| — d(0;E)

dP;E) = AP — RA
diP;E) = AP - A
AP — Al = d[P;E|
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2.Fall: P liegtim gleichen Halbraum wie 0

Man denkt sich eine zu E parallele Ebene E* durch P.
E: NiX; + N;X, + N3Xg = NPy + NPy + N3Py

n,P, + n,P, + n,P, = d(O;E')

]
o
I
pt
I
S
o
I
=1
pt

St
o
|
pt
I

d(0;E') — d(0;E)

]
o
I
>
[l

—d(P;E)

Was man jetzt mit Sicherheit jetzt sagen kann:

| 8P - A | = dlP;E)

Ende der Zwischenbetrachtung !
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Berechnung der In- und Ankugelmittelpunkte

X2
C
X1
Inkugelmittelpunkt 1( I, | 1, | I |
Die normierten Normalenvektoren zu den Flachen F, , Fz , F. , F, seien
s nM _ bxé S nB1 _ ¢xa s nm _axb
A T A2 T IR > ’ B ™ B2| T |2 2 ’ c - c2|l 7 =2y ’
6] %3] |axD|
Nas Ng3 Ncs
Np4
Np = |Np,
Np3

Die Vektoren 3@ , b , ¢ bilden ein Linkssystem, so dass das Volumen des Tetraeders
beschrieben wird durch V= —;—(éxB)E = —%(BXE)é = —;—(Exé)ﬁ :
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Die Flacheninhalte berechnet man durch :

Fo = 15|6><6| , Fy = —|&x3a| , F, = ~|axb| , F, =

Zum Aufstellen der Abstandsgleichungen zur Berechnung der In- und
Ankugelmittelpunkte nehme man an, dass der Ursprung des Koordinatensystems
im Inneren des Tetraeders liegt !

dLE) :  fl[T-B) = —p
d(I,Es) : (1-D) = —p
dllLE) :  rclT-B) = -p
dlLE) :  lT-A] = —p

Zur weiteren Rechnung verwendet man nur die ersten 3 Gleichungen :

ol
X
ol
—
I

i

o
X
o
1
[
i®)

(o]
Il
|
©

}

<o
X
jOR
—i
|

o
[l
|
kel

w4 ‘;2*
X o
o

—

|

D) = —p [bx3T|
-B) = —p |éxa
B = —p |axb]

B = —2p F,
D) = —2p Fy
6) = —2p F¢
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(b2C3_b302)(|1_D1) + (b301_b103)(|2_D2) + (b102_b201)(|3_D3) = _2p FA
(0283—0332)(|1—D1) + (C3a1_C1a3)(|2_D2) + (C1az_02a1)(|3_D3) = _2p FB
(32b3—a3b2)(|1—D1) + (a3b1_a1b3)(|2_D2) + (a1b2_azb1)(|3_D3) = _2p FC
—2pF, b,c,—b,c, b,c,—b,c,
—2pFg c;a,—C,a, c,a,—C,a,
—2pF; a;b,—a,b; a,b,—a,b,
,-D, =
b,c,—b,cC, b,c,—b,c;  b,c,—b,c,
c,a;—C;a, c;a,—c,a; C,a,—C,a,
a,b,—a;b, a;b,—a;b, a,;b,—a,b,
b,c,—b,c, —-2pF, b,c,—b,c,
c,a,—Cja, —2pFg c,a,—C,a,
a,b,—asb, —2pF; a,b,—a,b,
,—D, =
b,c,—b,c, b,c,—b,c, b,c,—b,c,
c,a,—cCja, c;a,—C,a, c,a,—C,a,
a,b,—a;b, a;b,—a,b, a;b,—a,b,
b,c;—bsc, bsc,—b;c;  —2pF,
c,a,—C;a, c,a,—c,a, —2pF;
a,b,—a;b, a;b,—a,;b; —2pF,
l,—D,; =
b,c,—b,c, b,c,—b,c, b,c,—b,c,
c,a,—C;a, C,;a,—C,a, c,a,—c,a,
a,b,—a;b, a;b,—a,b, a;b,—a,b,
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Vereinfachung des Nenners N

N = c,a,—C,a, C;a,—C,a, c,a,—C,a,

N = [byc,—bsc,) | [c;8,—c,a;)(a;b,—a,b,)—(c,a,—¢,a, |(a;b,—a,by) ]

—[bsc,=b, 5| | (c,85—C,a,)(a;b,~a,b,)—(ci8,—C, 8, |(a,b,—a5b,) |

[bic,—bycy) | (c85—C4a,)(asb,—aiby)—(csa,—C ay)(a,b5—a5D,) |
Nebenrechnungen :

(c331—c1 a3)(a1bz—azb1)—(c1a2—cza1)(a3b1—a1b3)
= a’b,c, — a,a,b,c, — a,a;b,c, + a,a,b,c,
—a,a,b,c, + a,ab,c, + a,a,b,c, — a’b,c,
= a’b,c, — a,a,b,c, — a,a,b,c, + a,a,b,c, + a,a,b,c, — a’b,c,
= a1(a1b2c3 - a,b,c; — ajb,c, + a,b,c, + azb,c, — a1b302)
= a1( a1[b,C3—bsyC,y| + @,[bsci—byCs] + as[bsc,—b,cy] )
= a,|albx3))
= —6a,V

(02a3—03a2)(a1b2—a2b1)—(c1a2—02a1)(azb3—a3b2)

= a,a,b,c, — a,a,b,c, — a,a,b,c, + asb,c,
2

—asb,c, + a,a,b,c, + a,a,b,c, — a,a;b,c,
= -—a,a,b,c, — a,a,b,c, + asb,c, — asb,c, + a,a,b,c, + a,a,b,c,
= _az( a;b,c, + a;b,c; — a,b,c; + a,b;c; — a;b,cy — a;bsc, )
= —az(a1[bzc3—b3cz] + a,[bsCi—b;c;] + a3[b102—b201])
= —a,(abx3))
= 6a,V

(cza3—03a2)(a3b1—a1b3)—(c3a1—c1a3)(azb3—a3b2)
= aib,c, — a,a,b,c, — a,ab,c, + a,a,b,c,
~a,a,b,c, + a,a;b,c, + a,a,b,c, — aib,c,
= a’b,c, — a,ab,c, — a,a;b,c, + a,ab,c, + a,ab,c, — a’b,c,
= 33(a3b102 - a1b302 - azb1C3 + a1b203 + azb301 - a3b201)
= 33( a1[b203_b302] + az[b301_b1cs] + a3[b102—b201] )
= a,[albxg))
= —6a,V
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Jetzt folgt fur den Nenner

N = (b203—b302) [ (c3a1—c1a3)(a1b2—a2b1)—(c1a2—02a1)(33b1—a1b3) ]
—(b3c1—b1c3) [ (czas—c3a2)(a1bz—azb1)—(c1a2—02a1)(a2b3—33b2) ]
(b1cz—bzc1) [ (czas—c3a2)(a3b1—a1b3)—(c3a1—c1a3)(azb3—a3b2) ]

N = (bycs—bsc,) [ —a,6V]
—~[bsci—bycs) [ @,6V |
(byc,—b,c,) [ —a;6V |

N = —6Va,(b,Cs—bsCy) — 6Vay(bsci—bCs] — 6Vay(bsc,—b,cy)
N = —6V| a,(b,c;—b,c,) + a,(bsc,—b,cy) + ay(b,c,—b,c,) |
N = -6V(-6V|

N = 36V?

Vereinfachung des Zahlers von |,

—2pF, b,c,—b,c, b,c,—Db,c,
Z, = —2pF; c,a,—c,a, C,a,—C,a,
—2pF¢ a;b;—a;b;  a;b,—a,b,

Z, = —2pFA[(c3a1—c1a3)(a1b2—azb1) - (c1a2—cza1)(a3b1—a1b3)]
+2pFg(bycy—b, Cy)(a;b,—a,b, ) — [byc,—bycy)(asb,—a,by)]
_ZPFA[(b3C1_b103)(C1 82—0231) - (b102_b201)(c3a1_c1aa)]

Z, = —2pF,|a’b,c,—a,a,b,c,—a,a;b,c,+a,a,b,c,~a,a,b,c,+a,a,b,c,+a,a,b,c,—a’b,c, ]

2 2
+2pFB[a1 b2b3C1_a2b1b3 C1_a1 b»] b203+a2b103_a3b102+a1 b1 b2 02+a3b1 b201—a1 b2 b3 C1:|
—2pF,[a,b,ci—a,b,c,c,—a,b,c,c +a,b,c,c,—a, b,c,c,+a,b, ¢, ¢, +a, b,c, c;—ayb,cl

_ 2 2
Z, = —2pFA[a1 b,c,—a,a,b,c,—a,a,b,c,+a,a,b,c,+a,a;b, 02—a1b3c2]
2 2
+2pFB[_a2b1 b301_a1 b1 b203+azb103_33b1C2+a1b1 b2 Cz+as b1 b201]
—2pF,[a,b,ci—a,b,c,c,—a,b,c,c+a,b,c,C+a,b,c,c—a,b,Cl

Z, = —2pF,a,|a,b,c;—a,b,c;—a,b,c +a,b,c,+a;b,c,—a,b,c,)|
+2pFB(—b1)[a2 b,c,+a,b,c,—a,b,c,+a;b, c,—a,b,c,~a,b,c,]
—2pFCC1 [a2b3C1_a1 b302_a2b1 C3+a3b102+a1b2 C3_a3b2 01]

Z, = —2pF,a,[a,(b,c,~b,c,| + 8,(bc,—b, | + ay(b,c,—b,c,]
—2pFgby[a;[b,cs—bsCy) + @,[bsCi—biCy) + ay(byc,—bye, |
—2pF ¢, [a;(b,c,—bsC,) + @,(bsc,—b,cy) + ay(b,c,—b,c, ]
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= _2pFAa1[a(

Z, bx&

~2pFgb,[a[bxE)]

—2pF.c,|a(bxd)]
Z, = 12VpF,a, + 12VpFgb, + 12VpF_c,
Z, = 12Vp[Faa, + Fgb, + Fcc]

Nun folgt weiter :

12Vp(Faay + Fgby + Fooy

P ey
B p(FAa1 + Fgby + Fcc1)
WD = 3y
Faa; + Fgby + Fccy
=Dy = 3y
=
L-D, = Fara; + Fgb, + F.c,

!

D, +

D1(FA + Fg + F¢ + FD) + Fpa, + Fgby + Fccy

F, + Fg + Fo + F,

FAa1 + FBb1 + FCC1
Fo+ Fg + Fc + Fp

!

=FA+FB+FC+FD

Di(Fa + Fg + Fg + Fp| + Fo(A,—Dy| + Fg(B;—D,| + F¢(C,—D]

:FA+FB+FC+FD

!

_ FAAy + FgBy + FcCy + FpDy

 F, + Fg + F, + Fp

Aus Symmetriegriinden gilt entsprechend:

FAA, + FgB, + FcC, + FD,

Fo + Fg + Fo + Fp

-

FAA + FBE + FC(_i + FDf)

F, + Fg + F. + F

_ FAA; + FgBy + FcC;y + FpD,

T F, + Fg + F, + F
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Jetzt folgt die Berechnung des Mittelpunkts |, der entsprechenden Ankugel.

Wieder wird voausgesetzt, dass der Ursprung des Koordinatensystems im Inneren
des Tetraeders liegt !

Zuerst muss man einige Umbenennungen vornehmen :

B
ID
X1
Ibsxfa\(E’_A) -
SeA =
\aaxfm(ﬁ"’l) -
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bx&(ip-A|] = pp [BXE]

cxd(ip-A] = —p, [Exd]
axB(i, A = —p, |axB|
bx&(ip-A] = 2p, Fp
exdliA) = —po F
dxb(ip-A] = -2p, Fe
bx&(ip-A|] = —2p, (~Fp)
exdliA) = —po F
dxb(i-A] = —2p, Fe

Das Gleichungssystem fiir |, hat die gleiche Form wie das Gleichungssystem fiir
| . Deshalb folgt sofort :

| FAA1 + FBB»] + FCC1 - FDD1
T F, + Fg + Fo — Fp

| FaAy, + FgBy; + FcC, — FpD, [ I:A'K‘ + Fsé + Fc;(_j _ I:DI_j
P2 " F, + Fg + F. — F, ° " F,+ Fy + F. — Fp

| FAaA; + FgB; + FcCy — FpDg
T F, + Fg + F, — F,

Aus Symmetriegriinden folgt entsprechend:

FAA; + FgBy — FcC; + FpDy
Fo + Fg — Fc + Fp

ler =

FuA, + FgB, — FcC, + FoD, . F.A + F,B - F.C + F,D
F, + Fs — F. + Fp C Fa+ Fg — Fo + Fp

o

le, =

FAA3 + FBB3 - Fcc3 + FDD3
Fa + Fg — Fc + Fp

les =
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FAA; — FgB; + F:C; + F,D,
F, — Fg + Fc + Fp

FAA, — FgB, + FcC, + FyD,
Fo— Fg + Fo + F,

FAA; — FgB; + FcCy + FpDs
Fo— Fg + Fc + Fp

r_FAA—FBI§+FC6+FD|3
B F, — Fg + F. + F,

—F, A, + FgB, + F:C, + FyD,

-F, + Fg + F. + F,

_FAA2 + FBBZ + Fcc2 + FDD2

-F, + Fg + F. + Fj

- —FAA + FBI§ + Fcé + FDE)

Q=
AT —F,+ Fy + F, + Fp

—FAA; + FgBs + F.C; + FpDs

-F, + Fg + F. + F
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Nun kann man noch folgende Formel uber In- und Ankugelmittelpunkte und Radien
herleiten :

Beweis :

1 -~ —F,+F,+F +F {1 —F,A+FB+F,.C+F,D

|, =
Pa A Fo,+ Fg + F,+Fy, P —F, +Fg+ F;,+ Fp

-1 ~F,A + FgB + F.C + F,D
Pa AP F,+ Fp + Fo + F,

-1 —2F,A + F,A + F,B + F.C + F,D
Pa AP F, o+ Fy + Fo + Fp

1 - _1 F,A + F;B — 2F.C + F,.C + F,D
Pc ¢ P F, + F, + F, + F
1 - _1 F,A + F,B + F.C — 2F,D + F,D
Pc ¢ P F, +F, +F,+F,

1 - 1, 1 1= _ 1 2FA + FeB + FC + FoD
FKA+p—BB+FFC+f$D_FTFA+FB+FC+FD

(I B 1r_2FAA+FBé+FCé+FDE)
mA+@B+F¥C+f¥[’_aFA+FB+FC+FD

L P T |

Pa'A " PgB " PcC " PppD T P

g.e.d.
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