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Quellen:
Eberley, David : Centers of a Simplex; 2008

https://www.geometrictools.com/Documentation/CentersOfSimplex.pdf

Bemerkung:
Im zitierten Skript, in der Literatur und im Internet habe ich keine einfache symmetrische

Formel fur den Umkugelmittelpunkt und den Radius gefunden. Deshalb habe ich dieses
Skriptum erstellt.
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Gegeben ist ein allgemeines Tetraeder mitden Ecken A , B, C , D .
Gesucht sind Mittelpunkt und Radius der Umkugel.
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Da die Vektoren a , b , C ein Rechtssystem bilden, ist das Volumen des

Tetraeders gegeben durch :

_ Tiaxilz = Lloxela = Liexalp
Vo= 6(a><b)c = 6(b><c)a = 6(c><a)b .

Die Normalenvektoren bx¢ , c¢xa , axb derFlachen F, . Fg ,

Fc sind nach
innen gerichtet .

Der entsprechende Normalenvektor der Flache F, ergibt sich zu :

(8-3|x[b-3) = &xb — &xa — axb
(8-3)x[b-3) = -bxd — &xa — axb
(&-3)x[b-3) = —[bx& + &x3@ + axb
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Erster Rechenweg zur Berechnung des Umkugelmittelpunktes U :

Der Umkugelmittelpunkt U ergibt sich als Schnittpunkt der Mittelsenkrechten-
Ebenen durch die Punkte

D+A _ = 1. D+B _ = .1- D+C _ = .1
= — = — = D+—
5 D+Za . D+2b 5 +20
Die Gleichungen lauten :
3 0-{B+La|| = o
2
b|U— I_f)+1—b =0
2
sl U-{D+1g|| = o
2
- A 1 52
D] = =+
alU-B) = ;
(> > _ 1_ - 5
b(U-B) = > B
- "_" _ 1_ _'2
a(U D) = 3 a
1 -
a,(U,—-D,) + a,(U,~D,| + a;(U,-D,) = > a’
1 N
b,(U,—D,) + b,(U,—D,| + by(U,—D;) = > b’
1 -
¢i(U=Dy) + (U,=D,| + ¢[Uy=Dy) = 5 &’
;— a’ a, a,
1 -
5 b ? b, b, a2 a, a,
1 -2 b’ b, b,
5 C C, GCg =2
2 C C, Cs
U-D, = =
a, a, a, a, a, a,
b, b, b, 2|b, b, b,
C, C, G C, C, Cs
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a, a’ a,
b, b? b,
c, G2 ¢4
U,-D, =
2 | b, b, b,
cC, C, G,
a, a, a’
b, b, b?
c, ¢ ¢°
U,-D; =
a, a, a;
2(b, b, b,
C, C Cs
3 2bx3), + b2(cxa) + & 2axb) .
U-D ' ' ! i =123
b 12V
3 %(bxc) + b2(exa) + &°(axDb) L
U = D+ | | i =123

¢ = {[U=D,F + UD,F + [U,-D,[
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Zweiter Rechenweg zur Berechnung des Umkugelmittelpunktes U :

Die Gleichungen lauten :

al = 55”7*

50 - 5D*B

¢ 0 = ag”é

a0 = 2(A-0)B + A

50 = 2(8- Db + 8

¢ 0 = ;—(6—5)(5+6)
Nebenrechnung :

A -8B+ A = I > - Do+ A
YA -BlB+Al = J YA -0
VA -8B+ Al = L YA T Yo
LA -blp+Al = L A- 1B
»A-BlB+ Al = J(A7-DB"

Fur die Gleichungen folgt also :

a0 = 2 [A?- b7
rno_ 1 (g2 RBe
b0 = 2—(5 D2
0 = ;—(62—52)
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a,U, + a,U, + a,U, = ;—(Az— D2
b,U +bU +bU = ~(B2-02
11 22 3¥3 2
c,U, + c,U, + c,U :1—(62—52)
11 22 3¥3 2
1 (%2 =2
E(A _D) a 8
1 B82-D579 b, b AZ- D2
2 2 3 A D a, a,
D 2 A 2
1 (25 =9 B D b, b,
7 67-07 o o E:-B® o o
U1 = =
a, a, a, a; 3 &
b, b, b, 2|b, b, b,
Cq Cs Cs C1 Cy Cs
A?-D? a, a
|§2—D2 b, b,
02_52 CZ 03
U, =
a'] a2 a3
2|b, b, b,
c, C, Cg
Zahler Z, von U,
A2-D? a, a,
Z, = |§2—D2 b, b,
C?-D? ¢, ¢4
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Z,

Z,

A? a,
B2 b,
C? o
A? a,
B2 b,
C? o
A 2(5X6)1 +
A 2(5)(6)1 +

vs))

o}

a, D2 a, a,

b, — D? b, b,

Cs D? ¢, c,

a; 1 a, a,

b, - D2 | 1 b, b

Cs; Co Cs

2(&xa), + C2(axb), — DY (bx¢), + (6xa), + (axb), |
2(&xa), + C2(axb), + D2 —(bxg&), — (xa), — (axb), ]

Die Vektorsumme in der eckigen Klammer stellt den Normalenvektor der Flache
dar, weshalb man jetzt auch schreiben kann :

Fo

Z,

A2 = R2 = ~2 = N2 2
A“n,+B“ng,+C°n., +D" ny,

Damit folgt aus Symmetriegriinden fiir die Koordinaten der Umkugelmittelpunktes

U.

U = AR, +B?n,, + C*nA., + D? Ay,
12V

N, = bxXc , ng =cxXa , ng = axb ,

n, = —|bx¢ + ¢cxa + axb
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Berechnung des Umkugelradius :

_ 3%bxg) + b?Exa) + ¢?(axb)
e e PYV
= (U,-D, + (U,~D,f + (U,~D,f
: a%bxc), + b2(exa) + &%axb), ’
' 12V
. a%bxc), + b2(cxal, + & 2axb), 2
12V
. [ a%bxe) + Bcxak + c*axb, |
12V
" s (112V)2 | a%(Bxa), + b2(exal, + & *(axb)
+ (112\/)2 [ 3 %(bx3), + b2(Exa), + & 2(axb),
+ (112\/)2 [ 32(6xc), + b2(cxal, + &2axb),
2 (12vf = | &% bxg), + b2(éxa), + &?(axb),
+ [ 3%(bxE), + b3Exa), + &?(axb,
+ [ 3%(bxE); + B2(Exa)s + & ?(axbl,
Nebenrechnung :

= 3‘bxcf + b4Exal + ¢“(axbl:
+ 23%02 [bxc)(Exa), + 23a% [bx&),(axb),
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Jetzt folgt :

2 (12v]? = 3*bxg

ﬂ
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N
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Umkugelradius des Tetraeders
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