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Bemerkung: 
Im zitierten Skript, in der Literatur und im Internet habe ich keine einfache symmetrische 
Formel für den Umkugelmittelpunkt und den Radius gefunden. Deshalb habe ich dieses 
Skriptum erstellt.
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Gegeben ist ein allgemeines Tetraeder mit den Ecken A , B , C , D .
Gesucht sind Mittelpunkt und Radius der Umkugel. 

Da  die  Vektoren  a⃗ ,   b⃗ ,  c⃗  ein  Rechtssystem  bilden,   ist  das  Volumen  des 
Tetraeders gegeben durch :  

V =
1
6

(a⃗×b⃗) c⃗ =
1
6

(b⃗× c⃗) a⃗ =
1
6

( c⃗×a⃗)b⃗ .

Die Normalenvektoren b⃗×c⃗ , c⃗×a⃗ , a⃗×b⃗ der Flächen FA . FB , FC sind nach 
innen gerichtet .

Der entsprechende Normalenvektor der Fläche FD  ergibt sich zu :

(c⃗−a⃗)×(b⃗−a⃗) = c⃗×b⃗ − c⃗×a⃗ − a⃗×b⃗  

(c⃗−a⃗)×(b⃗−a⃗) = −b⃗×c⃗ − c⃗×a⃗ − a⃗×b⃗  

(c⃗−a⃗)×(b⃗−a⃗) = −(b⃗×c⃗ + c⃗×a⃗ + a⃗×b⃗)
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Erster Rechenweg zur Berechnung des Umkugelmittelpunktes U⃗ :

Der  Umkugelmittelpunkt  U⃗ ergibt  sich  als  Schnittpunkt  der  Mittelsenkrechten-
Ebenen durch die  Punkte 

D⃗+ A⃗
2

= D⃗+
1
2

a⃗   ,   
D⃗+B⃗
2

= D⃗+
1
2

b⃗     ,   
D⃗+C⃗
2

= D⃗+
1
2

c⃗

Die Gleichungen lauten :

a⃗(U⃗−(D⃗+
1
2

a⃗)) = 0

b⃗(U⃗−(D⃗+
1
2

b⃗)) = 0

c⃗(U⃗−(D⃗+
1
2

c⃗)) = 0

a⃗(U⃗−D⃗ ) =
1
2

a⃗ 2

b⃗(U⃗−D⃗ ) =
1
2

b⃗ 2

a⃗(U⃗−D⃗ ) =
1
2

a⃗ 2

a1 (U1−D1) + a2 (U2−D2) + a3(U3−D3 ) =
1
2

a⃗ 2   

b1 (U1−D1 ) + b2(U2−D2) + b3 (U3−D3) =
1
2

b⃗ 2

c1(U1−D1) + c2 (U2−D2 ) + c3 (U3−D3) =
1
2

c⃗ 2

U1−D1 =

∣
1
2

a⃗ 2 a2 a3

1
2

b⃗ 2 b2 b3

1
2

c⃗ 2 c2 c3 ∣
∣ a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3 ∣
=

∣ a⃗ 2 a2 a3

b⃗ 2 b2 b3

c⃗ 2 c2 c3 ∣
2 ∣ a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3 ∣
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U2−D2 =

∣ a1 a⃗ 2 a3

b1 b⃗ 2 b3

c1 c⃗
2

c3 ∣
2 ∣ a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3 ∣
  

U3−D3 =

∣ a1 a2 a⃗ 2

b1 b2 b⃗ 2

c1 c2 c⃗
2 ∣

2 ∣ a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3 ∣
  

Ui−Di =
a⃗ 2(b⃗×c⃗)i + b⃗ 2 (c⃗×a⃗)i + c⃗ 2( a⃗×b⃗)i
12 V

   i = 1,2,3

Ui = Di +
a⃗ 2 (b⃗×c⃗ )i + b⃗ 2 (c⃗×a⃗ )i + c⃗ 2 (a⃗×b⃗)i
12 V

   i = 1,2,3

r = √(U1−D1 )
2

+ (U2−D2)
2

+ (U3−D3)
2    
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Zweiter Rechenweg  zur Berechnung des Umkugelmittelpunktes U⃗  :

Die Gleichungen lauten :

a⃗ U⃗ = a⃗
D⃗ + A⃗
2

  

b⃗ U⃗ = b⃗
D⃗ + B⃗
2

c⃗ U⃗ = c⃗
D⃗ + C⃗
2

a⃗ U⃗ =
1
2

( A⃗ − D⃗ )(D⃗ + A⃗ )   

b⃗ U⃗ =
1
2

( B⃗ − D⃗)(D⃗ + B⃗)

c⃗ U⃗ =
1
2

(C⃗ − D⃗)(D⃗ + C⃗)

Nebenrechnung :

1
2

( A⃗ − D⃗ )(D⃗ + A⃗ ) =
1
2

∑
i=1

3

(A i − Di)(Di + Ai)  

1
2

( A⃗ − D⃗ )(D⃗ + A⃗ ) =
1
2

∑
i=1

3

A i
2 − Di

2

1
2

( A⃗ − D⃗ )(D⃗ + A⃗ ) =
1
2

∑
i=1

3

A i
2 −

1
2

∑
i=1

3

Di
2

1
2

( A⃗ − D⃗ )(D⃗ + A⃗ ) =
1
2

A⃗ 2
−

1
2

D⃗ 2

1
2

( A⃗ − D⃗ )(D⃗ + A⃗ ) =
1
2

( A⃗ 2
− D⃗ 2)

Für die Gleichungen folgt also :

a⃗ U⃗ =
1
2

( A⃗ 2
− D⃗ 2)   

b⃗ U⃗ =
1
2

( B⃗ 2
− D⃗ 2)

c⃗ U⃗ =
1
2

(C⃗ 2
− D⃗ 2)

Allgemeines Tetraeder und  Umkugel                 5



a1U1 + a2U2 + a3U3 =
1
2

( A⃗ 2
− D⃗ 2)

b1U1 + b2U2 + b3U3 =
1
2

(B⃗ 2
− D⃗ 2)

c1U1 + c2U2 + c3U3 =
1
2

(C⃗ 2
− D⃗ 2)

U1 =

∣
1
2

( A⃗ 2
− D⃗ 2) a2 a3

1
2

(B⃗ 2
− D⃗ 2) b2 b3

1
2

(C⃗ 2
− D⃗ 2) c2 c3 ∣

∣ a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3 ∣
=

∣ A⃗ 2
− D⃗ 2 a2 a3

B⃗ 2
− D⃗ 2 b2 b3

C⃗ 2
− D⃗ 2 c2 c3 ∣

2 ∣ a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3 ∣
  

U1 =

∣ A⃗ 2
− D⃗ 2 a2 a3

B⃗ 2
− D⃗ 2 b2 b3

C⃗ 2
− D⃗ 2 c2 c3 ∣

2 ∣ a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3 ∣
  

Zähler Z1 von U1  :

Z1 = ∣ A⃗ 2
− D⃗ 2 a2 a3

B⃗ 2
− D⃗ 2 b2 b3

C⃗ 2
− D⃗ 2 c2 c3 ∣   
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Z1 = ∣ A⃗ 2 a2 a3

B⃗ 2 b2 b3

C⃗ 2 c2 c3 ∣ − ∣ D⃗ 2 a2 a3

D⃗ 2 b2 b3

D⃗ 2 c2 c3 ∣   

Z1 = ∣ A⃗ 2 a2 a3

B⃗ 2 b2 b3

C⃗ 2 c2 c3 ∣ − D⃗ 2 ∣ 1 a2 a3

1 b2 b3

1 c2 c3 ∣  

Z1 = A⃗ 2 (b⃗×c⃗ )1 + B⃗ 2( c⃗×a⃗)1 + C⃗ 2 (a⃗×b⃗)1 − D⃗ 2 [ (b⃗× c⃗)1 + ( c⃗×a⃗)1 + (a⃗×b⃗)1 ]    

Z1 = A⃗ 2 (b⃗×c⃗ )1 + B⃗ 2( c⃗×a⃗)1 + C⃗ 2 (a⃗×b⃗)1 + D⃗ 2 [ −(b⃗×c⃗)1 − ( c⃗×a⃗)1 − ( a⃗×b⃗)1 ]

Die Vektorsumme in der  eckigen Klammer stellt  den Normalenvektor  der  Fläche 
FD  dar, weshalb man jetzt auch schreiben kann : 

Z1 = A⃗ 2 n⃗A 1 + B⃗ 2 n⃗B 1 + C⃗ 2 n⃗C 1 + D⃗ 2 n⃗D 1  

Damit folgt  aus Symmetriegründen für die Koordinaten der Umkugelmittelpunktes 
U⃗ : 

Ui =
A⃗ 2 n⃗A i + B⃗ 2 n⃗B i + C⃗ 2 n⃗C i + D⃗ 2 n⃗D i

12 V
i = 1,2,3

n⃗A = b⃗×c⃗ , n⃗B = c⃗×a⃗ , n⃗C = a⃗×b⃗ , 

n⃗D = −( b⃗×c⃗ + c⃗×a⃗ + a⃗×b⃗)
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Berechnung des Umkugelradius :

Ui−Di =
a⃗ 2(b⃗×c⃗)i + b⃗ 2 ( c⃗×a⃗)i + c⃗ 2( a⃗×b⃗)i
12 V

   i = 1,2,3

r2
= (U1−D1)

2
+ (U2−D2)

2
+ (U3−D3 )

2
   

r2
= [ a⃗ 2(b⃗×c⃗ )1 + b⃗ 2 (c⃗×a⃗ )1 + c⃗ 2 (a⃗×b⃗)1

12 V ]
2

+ [ a⃗ 2(b⃗×c⃗)2 + b⃗ 2 ( c⃗×a⃗)2 + c⃗ 2( a⃗×b⃗)2
12 V ]

2

+ [ a⃗ 2(b⃗×c⃗)3 + b⃗ 2(c⃗×a⃗)3 + c⃗ 2 (a⃗×b⃗)3
12 V ]

2

 

r2
=

1

(12 V )
2 [ a⃗ 2 (b⃗×c⃗ )1 + b⃗ 2 ( c⃗×a⃗)1 + c⃗ 2( a⃗×b⃗)1 ]

2

+
1

(12 V )
2 [ a⃗ 2 (b⃗×c⃗ )2 + b⃗ 2 ( c⃗×a⃗)2 + c⃗ 2 (a⃗×b⃗)2 ]

2

+
1

(12 V )
2 [ a⃗ 2 (b⃗×c⃗ )3 + b⃗ 2 ( c⃗×a⃗)3 + c⃗ 2( a⃗×b⃗)3 ]

2

 

r2 (12 V )
2

= [ a⃗ 2( b⃗×c⃗ )1 + b⃗ 2 ( c⃗×a⃗)1 + c⃗ 2 ( a⃗×b⃗)1 ]
2

+ [ a⃗ 2 (b⃗× c⃗)2 + b⃗ 2(c⃗×a⃗)2 + c⃗ 2 (a⃗×b⃗)2 ]
2

+ [ a⃗ 2 (b⃗× c⃗)3 + b⃗ 2 (c⃗×a⃗)3 + c⃗ 2 (a⃗×b⃗)3 ]
2

 

Nebenrechnung :

[ a⃗ 2( b⃗×c⃗ )1 + b⃗ 2 ( c⃗×a⃗)1 + c⃗ 2 (a⃗×b⃗)1 ]
2

  

= a⃗ 4(b⃗×c⃗ )1
2

+ b⃗ 4 ( c⃗×a⃗)1
2

+ c⃗ 4 (a⃗×b⃗)1
2

+ 2 a⃗2 b⃗2 (b⃗× c⃗)1 ( c⃗×a⃗)1 + 2a⃗2 c⃗2 (b⃗×c⃗ )1( a⃗×b⃗)1 + b⃗2 c⃗2 ( c⃗×a⃗)1( a⃗×b⃗)1
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Jetzt folgt :

r2 (12 V )
2

= a⃗ 4(b⃗×c⃗ )1
2

+ b⃗ 4 ( c⃗×a⃗)1
2

+ c⃗ 4(a⃗×b⃗)1
2

+ 2 a⃗2b⃗2 (b⃗×c⃗)1 ( c⃗×a⃗)1 + 2 a⃗2 c⃗2 (b⃗×c⃗ )1(a⃗×b⃗)1 + b⃗2 c⃗2 (c⃗×a⃗ )1(a⃗×b⃗)1

+ a⃗ 4(b⃗×c⃗ )2
2

+ b⃗ 4( c⃗×a⃗)2
2

+ c⃗ 4(a⃗×b⃗)2
2

+ 2 a⃗2b⃗2 (b⃗×c⃗)2 ( c⃗×a⃗)2 + 2a⃗2 c⃗2 (b⃗×c⃗ )2(a⃗×b⃗)2 + b⃗2 c⃗2 ( c⃗×a⃗)2(a⃗×b⃗)2

+ a⃗ 4(b⃗×c⃗ )3
2

+ b⃗ 4( c⃗×a⃗)3
2

+ c⃗ 4(a⃗×b⃗)3
2

+ 2 a⃗2b⃗2 (b⃗×c⃗)3 ( c⃗×a⃗)3 + 2a⃗2 c⃗2 (b⃗×c⃗ )3 (a⃗×b⃗)3 + b⃗2 c⃗ 2 (c⃗×a⃗)3(a⃗×b⃗)3

r2 (12 V )
2

= a⃗ 4(b⃗×c⃗)
2

+ b⃗ 4 (c⃗×a⃗ )
2

+ c⃗ 4(a⃗×b⃗)
2

+ 2a⃗2b⃗2 (b⃗×c⃗)( c⃗×a⃗) + 2a⃗2c⃗ 2 (b⃗×c⃗ )(a⃗×b⃗) + b⃗2 c⃗2 ( c⃗×a⃗) (a⃗×b⃗)
  

r2 (12 V )
2

= [ a⃗ 2(b⃗×c⃗ ) + b⃗ 2( c⃗×a⃗) + c⃗ 2(a⃗×b⃗) ]
2

  

r2
=

[ a⃗ 2 (b⃗×c⃗ ) + b⃗ 2 (c⃗×a⃗) + c⃗ 2(a⃗×b⃗) ]
2

(12 V )2

r = ∣ a⃗ 2(b⃗×c⃗ ) + b⃗ 2 ( c⃗×a⃗) + c⃗ 2(a⃗×b⃗)
12V ∣    Umkugelradius des Tetraeders
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