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Leonhard Euler (1707 — 1783)
Schweizer Mathematiker

Portrat von J. E. Handemann 1756

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Leonhard Euler 2.ipg
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Lebensdaten

1707: Geboren am 15. April als Sohn eines reformierten Pfarrers.
1708: Eulers Vater, Paulus Euler, Gbernimmt das Pfarramt in Riehen bei Basel.
1783: Euler erleidet einen Schlaganfall und stirbt rasch.

Schule und Universitat

1713: Nach Privatunterricht bei seinem Vater Besuch der Lateinschule in Basel.
1720: Studienbeginn in Basel.
1723: Promotion zum Magister. Immatrikulation an der Theologischen Fakultat. Privatissima bei Johann | Bernoulli.

Berufstatigkeit

1727 - 1741 Petersburg

1727: Berufung an die Petersburger Akademie.

1731: Professor fur Physik und ordentliches Mitglied der Petersburger Akademie.
1733: Professor flir Mathematik (Nachfolger von Daniel Bernoulli).

1734: Mitarbeit an der russischen Generalkarte.

1741 - 1766 Berlin
1741: Euler folgt der Einladung Friedrichs Il nach Berlin, um beim Aufbau der Akademie zu helfen.
1746: wird die Berliner Akademie gegriindet. Euler wird Direktor der mathematischen Klasse.

1766 - 1783 Petersburg
1766: Zerwarfnis zwischen Euler und Friedrich Il. Euler kehrt nach Petersburg zuriick.

Leonhard Eulers mathematisches Werk umfasst mehr als 800 Arbeiten.

Nach: http://www.kk.s.bw.schule.de/mathge/euler.htm
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Das Konigsberger Bruckenproblem

Der grof3e Mathematiker Leonhard Euler (1707 — 1783) wurde gefragt, ob es einen
Rundweg durch die Stadt Konigsberg gibt, der tber jede der 7 Bricken genau 1 Mal fihrt?

S?{:ztnbt@?\dmgﬁberg inB Ceufzen.
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https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/1/15/Koenigsberqg%2C Map by Bering 1613.jpq/1920px-
Koenigsherg%2C Map by Bering 1613.jpg?1634398098540
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Die 7 Brucken, wo sind sie ?
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Die 7 Brucken sind rot markiert !
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Norden
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Nach Abstraktion erhalt man folgende Figur, wobei Stadtteile durch die schwarzen Punkte
und Briucken durch die roten Linien dargestellt sind:
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Ein Eulerweg ware ein Weg, der jede Linie genau 1-mal durchlauft. Punkte durfen mehrmals
durchlaufen werden.

Der folgende Eulerweg ist unvollstandig: 14327 6 ; es fehlt die Linie 5.
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Versuche einen Weg zu finden, der Uber jede Bricke genau 1 Mal fuhrt !
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Versuche einen Weg zu finden, der tber jede Bricke genau 1 Mal fuhrt !

VAVA
VAVAY
VAVAY
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Vermutung: Das Eulersche Bruckenproblem ist unlésbar!

N

S

Angenommen, der Weg witrde in N starten. Dann misste man diesen auf den drei Linien
1,2,7 verlassen, zuriickkommen und wieder verlassen. Dann musste der Weg in einem
anderen Punkt, etwa in I, enden. Man wirde in | auf den funf Linien ankommen,
verlassen, ankommen, verlassen und wieder ankommen.

Die anderen Punkte O, S sind sogenannte Zwischenpunkte. Notwendig hierflr ist, dass
die Linienzahl, die jeweils zu diesen Punkten fliihren, gerade ist. Ein Zwischenpunkt muss
man genauso oft verlassen wie man ankommt.

Im vorliegenden Problem gibt es jedoch nur jeweils drei Linien, die zu den Punkten O, S
fuhren, also eine ungerade Anzahl.
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Satz 1

Zu einer Figur aus Punkten und Linien kann es genau dann einen Eulerweg geben, wenn
die Anzahl der Punkte von denen eine ungerade Zahl von Linien wegfihrt entweder gleich O
oder 2 ist.

Beweis:

1. Fall: Die Figur hat 0 Punkte, von denen eine ungerade Zahl von Linien wegftihren
Starte einen Weg beginnend in einem beliebigen Punkt P; bis zum Punkt Ps

Py Ly .. oo ..Ps—1)Ls—q Fs

Es muss P, = P; sein, sonst gabe es im Linienzug einen Punkt mit einer ungeraden
Linienzahl. Wenn der Weg alle Linien enthalt, ist man fertig.

Andernfalls gibt es in diesem Linienzug einen Punkt Q.und eine Linie M; die von
Q,; wegfuhrt.

Damit beginnen wir einen zweiten Linienzug Q; M; .. .. .. Q;—; M;_; Q; und verknupfen
diesen mit dem ersten:
PiLy......Q M;......Q_1M_1Q; ......P_{Ls_1P

Das Verfahren wird so weitergeftihrt, bis man einen Eulerweg erhalt.
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2. Fall: Die Figur hat genau 2 Punkte, von denen eine ungerade Zahl von Linien wegfluhren,
etwa P; und P, .

Man modifiziert die Figur, indem man P; und P, . durch die Linie L verbindet, wodurch man
eine Figur mit O Punkten, von denen eine ungerade Zahl von Linien wegfuhren, erhalt.

Nach dem 1. Fall gibt es einen Eulerweg P, L P, L, .. .. ..P, L, P; .

Dannist P, L, .. .. ..P, L, P; ein Eulerweg der urspringlichen Figur.

Euler, das Kénigsberger Briickenproblem und die Polyederformel 14



Beispiel zum Auffinden eines Eulerweges, wenn in jedem Punkt genau eine gerade
Anzahl von Linien ausgent.

P1 P1

Ps Ps

Pi1P2 . ... PaP1 P1Ps . .. PaPs PsPo . .. PoPs PsP:1
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Die Polyederformel

In seiner Schrift ,Elementa doctrinae solidorum® (1758), das heil3t ,Grundlagen der
Lehre von den Kdrpern®, erwahnt Leonhard Euler folgenden Satz:

Bei jedem von ebenen Seitenflachen eingeschlossenen Kdrper tUbersteigt die Summe der
Zahl der Raumwinkel und der Zahl der Seitenflachen die Zahl der Grate um zwei.

S+ H = A+ 2

Zahl der Raumwinkel (Angulis solidis) = S
Zahl der Seitenflachen (Hedris) = H
Zahl der Grate (Acies) = A

Und er flgt unmittelbar hinzu:

,lch bin freilich gezwungen zu bekennen, dass ich bisher keinen zuverlassigen Beweis
dieses Satzes habe erbringen kdnnen; inzwischen ist jedoch seine Wahrheit fur alle Arten
von Korpern, bei welchen sie untersucht wird, nicht schwierig zu erkennen, so dass die
folgende Induktion die Rolle eines Beweises spielen kann.”
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Der Name Polyeder geht auf das Altgriechische zurick und bedeutet Vielflachner.

Fur die Begriffe Raumwinkel, Grate und Seitenflachen verwenden wir heute Ecken (E),
Kanten (K) und Flachen (F), so dass die Formel entsprechend lautet :

E+ F = K+ 2

Skizziere einige einfache Beispiele fur Vielflachner, gib jeweils die Anzahl der Ecken,
Kanten und Flachen an und lGberprife die Formel E + F = K + 2!
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Der Name Polyeder geht auf das Altgriechische zurick und bedeutet Vielflachner.

Fur die Begriffe Raumwinkel, Grate und Seitenflachen verwenden wir heute Ecken (E),
Kanten (K) und Flachen (F), so dass die Formel entsprechend lautet :

E+ F = K+ 2

Einfache Beispiele fur Vielflachner sind:

Wairfel, Prisma (Altgr.: das Zerséagte) und Pyramide :

E+F=K+2 E+F=K+2 E+F=K+2
8+6=12+2 6+5=9+2 5+5=8+2
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Berilhmte Beispiele fur Vielflachner sind die nach dem griechischen Philosophen Platon
(427 - 347 v. Chr.) benannten Platonischen Koérper, die aus jeweils gleichen regularen
Vielecken bestehen, so dass an jeder Ecke gleich viele Kanten zusammentreffen.

http://www.maphi.de/mathematik/platon/requlaere koerper.html

2 D ED

Tetraeder Hexaeder Oktaeder Dodekaeder Ikosaeder
E = E = E= E = E =
F = F = F= F = F =
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Berilhmte Beispiele fur Vielflachner sind die nach dem griechischen Philosophen Platon
(427 - 347 v. Chr.) benannten Platonischen Korper, die aus jeweils gleichen regularen
Vielecken bestehen, so dass an jeder Ecke gleich viele Kanten zusammentreffen.

http://www.maphi.de/mathematik/platon/requlaere koerper.html

A< O

Tetraeder Hexaeder Oktaeder Dodekaeder lkosaeder
(Vierflachner) (Sechsflachner)  (Achtflachner) (Zwolfflachner) (Zwanzigflachner)
E+F=K+2 E+F=K+2 E+F=K+2 E+F =K+2 E+F =K+2

4+4=6+2 8+6=12+2 6+8=12+2 20+12 =30+2 12+20 =30+ 2
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Bauen mit ,,Polydron®

Nimm vom Material Polydron 4,6, 8, 10,12, 14, ... gleichseitige Dreiecke und baue daraus
jeweils einen geschlossenen Korper ! Zahle E, F, K und Uuberprife die Eulersche
Polyederformel !

E K E+F=K+2
F=4 4 6 wabhr
F=6
F=8
F=10
F=12
F=14
F=16
F=20
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Zum Beweis der Eulerschen Polyederformel

In seiner Schrift ,.Demonstratio nonnullarum insignium proprieatatum, quibus solida hedris
planis inclusa sunt praedita" (1758), das heif3t

»Beweis einiger ausgezeichneter Eigenschaften, welchen von ebenen Seitenflachen
eingeschlossene Kdrper unterworfen sind“,

gibt Leonhard Euler einen Beweis fur die Formel E+ F = K+ 2, der jedoch im
Allgemeinen falsch ist.

Euler geht von einem Polyeder aus, dessen Ecken, Kanten und Flachen die Eulersche Formel
erfullen, und zeigt, dass wenn man eine Pyramide herausnimmt, der neue Korper immer noch die
Formel erflillt. Diesen Prozess flihrt er so lange fort, bis er schlief3lich eine dreiseitige Pyramide
erhélt, flr die ja die Formel gilt. Deshalb muss die Formel auch flir das ursprtingliche Polyeder
gelten.

Dass dieses Beweisprinzip nicht auf jeden Polyeder (Ubertragbar ist, zeigt folgendes
Gegenbeispiel:

\ 4

Die Formel verandert sich bei
diesem Prozess!

E+F=K+2 E+F=K+2 Der Korper ist nicht mehr von
6+8=12+2 6+8>11+2 Seitenflachen eingeschlossen!
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Beweis der Eulerschen Polyederformel

Nehmen wir einen Korper an, der von ebenen 3-, 4-, 5-, ... , n-Ecken umschlossen wird, und
fur den die Formel E + F = K + 2 galte.

Nimmt man im ersten Schnitt ein n-Eck heraus, bekommt der Kérper eine Offnung und die
Formellautet £+ F = K + 1.

Im zweiten Schritt wird die Offnung vergroRert, in dem man vom ,Rand“ der Offnung ein m-
Eck wegnimmt.

Ragt es etwa mit i Kanten in die Offnung, werden bei diesem Prozess i-1 Ecken, 1 Flache
und i Kanten weggenommen.

An der Wahrheit der Formel andert sich Nichts, denn es gilt:
E-(i-1)+ F—-1 = K—-i+ 1

E-i+1+ F—-1 = K—-i+ 1

E—-i+ F = K—-i+ 1

E+ F = K+ 1 wahre Aussage

Denkt man sich diesen Prozess weitergefuhrt, erhalt man schlief3lich ein m-Eck, mit m Ecken,
1 Flache und m Kanten. Esistalso E=m , F=1,K=m und E+F =m+1=K+1
ist wahr. Deshalb muss auch die urspriinglich angenommene Formel E + F = K + 2 wahr
sein.
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Bemerkung:

Der vorgelegte Beweis fir die Eulersche Polyederformel kann nur gelingen, falls der Korper
topologisch aquivalent zu einer Kugel ist, das bedeutet, dass er durch stetige Deformation
in eine Kugel tberfihrt werden kann.

Ein Korper, der topologisch aquivalent zu einem Torus ist, erfullt die Eulersche Formel
nicht! Als Beispiel kann der folgende kanalisierte Korper betrachtet werden:

E=12

F=12
K=24
E+F=K<K+2

Torus
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