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Voraussetzungen :
Um das vorliegende Skriptum zu verstehen, bendtigt man Kenntnisse Uber das

Skalarprodukt von Vektoren im R" , die Entwicklung und Eigenschaften der
Determinantenfunktion sowie die Darstellung der Losungen linearer Gleichungssysteme
durch Determinanten.

Quellen :

Deiser, Oliver ; Lasser, Caroline : Erste Hilfe in Linearer Algebra ; Marz 2021
https://www.aleph1.info/?call=Puc&permalink=ela1

Friedl, Stefan : Geometrie fur Lehramt Gymnasium ; Uni Regensburg SS 2019
http://www.mathematik.uni-regensburg.de/friedl/papers/2019 geometrie-fuer-lehramt

Bemerkung : In beiden Quellen sind die Details der Herleitung der Inhaltsfomel fur
Parallelotope nicht ausgefiihrt. Deshalb habe ich das vorliegende Skriptum erstellt.
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Definition:

Im n-dimensionalen Raum R" seien die linear unabhangigen Vektoren a,, ..., a,, mit
1<r<n sowie der Vektor t gegeben .

Dann heifl3t die Menge

P = {XeR" | X=1 + Y A& , O<h<t i=1,..r
i=1

r

das von den Vektoren a,, ..., a,, erzeugte r-dimensionale Parallelotop .

Der r-dimensionale Inhalt | des Parallelotops P, istinduktiv definiert durch :

|1 = |a1|

t

x
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n
Das Parallelotop P, = R , 2 <
, = L -IAl mt hLl1& , h=-ada+a , | =I4&l
|22 — |12 b2
|22 — 51 2 . h 2
L2 > \2 = 2
hs = —(a1a1) + a, Satz des Pythagoras
h?=-3,a,a° + a,°
h =0
_51510,1 + 5152 = 0
aa
o = ==
184
—5151OL1 + 5152 —_ 0 I 'Cl1
- = 2 - - _
- = 2 - —
—a,a,o,” = —a,a,o,
h2:_—»1—»1a12 + 522
h? = -a,a,a, + a,°
- . . aa -
h?=-4,a, == + &,°
a,ay
.
e 192 -
h?=- "2 + §,°
1%
- = - - \2 - -
a?h?=-(a4&f + 4724’
1,2 = | @8 &3 Determinante der Gramschen Matrix
aa, a8,

J. P. Gram , Danischer Mathematiker (1850 - 1916)
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Das Parallelotop P, c

IA

2 _ 42 2
L,> = L7 -h
> 2 — - \2 - 2
he = —(oc1a1 + a,a,] + a, Satz des Pythagoras
72 2 2 - - -2 2 -
he = —(a1 o; + 2a,a,00, + a, 0o, + a,
ah=0 , &h=0
I —a;a;aq — &30, + @3 = 0
” _5152a1 5252(12 + 5253 = 0
| 51 51@1 + 51 52@2 = 51 _’3
293 29 28 293
R T Az = - = = o
| 3284 28y | aa, 28y |
I 51 51 (O] + 51 52(12 = 51 53 I Olq
” 5251 Qg + 5252(12 = 5253 | o
a,8,04 a8,040, = 84830,
- — - — 2 _ - —
Il a,a,o o, + a,a,a, = a,a,d, +
a,a,a; + 2a,a,0,0, + a,a,a, = a,ao, + a,a,a,
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_ 2 - 2
-2 _ - - - - - 2
h = _( 18304+ 8,830,] + 85
H 2 _ - - - + - -
= a,3a30, 3,330, dza;
a,a, a,a, a,a, a,a,
n2 - . - | @83 3,8, | T I PLr 293 | .
= —a4a; . e Qa3 T o o Tt 3338,
184 A1, a;a;  4q,
| 334 2qy | | 3@ 3,3, |
- a,a, a,a. > o a,a, a,a - > a,a, a,a. -
|22 h 2 = - _.1 _.3 _.1 _.2 3133 - _.1 _.1 _.1 _.3 82 33 + _.1 _.1 _.1 _.2 a3
33 A 2d;  @za; 29 @A
2 _ 5153 5152 > = 51 51 5153 > - 51 51 5152 = 2
|3 - - > - > - a,3, - > - - - a,a, + - - - a,
a3z 2a3 aa;  aa aa; A

I 2 — 8182 81 83 é’ é’ . 8181 81 a3
3 - o - = 193 - - - -
| @23, A233 | | @384 3,33
|2 - 8182 a2a2 5 = _ a1a1 a1 a2
3 - - - - 193 - - - -
| @338y 333 | | @381 333

Der rechts stehende Term ist die Determinante
nach der 3. Spalte :

a,a, a,a, a,a,

2 — - — - - - —
l,° = dp,d; dpad, Qaa;
3, 38y  dzd;
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> - 5151 5152 -> 2
a2a3 + - - - - a3
] | 328y 297 |
- da, a8 | =
a,a, + SR -
a,a, a,a,

der Gramschen Matrix, entwickelt



n
Das Parallelotop P, < R : r<n
L = |_, - Ihl mit
h1a, ,a., , h= _(0‘151 + + 0,48 ) + &
12 = 1% -h?
P2 - 2 > 2
h?=—(o,a + + o8, + & Satz des Pythagoras
P2 > 2 2 > = > 2 2 > 2
he=—la,"a; + 2a a0 + a4 04| + @
1<i<j=<r-1
,h =0 , , a_,h =020
(1) —a; a0y —a; 3,10y + a3 = 0
(r-1) ar_18104 —a,4a. 0,4 +aa = 0
(1) 51 51(11 + .. + 51 5r_1ar_1 = 51 él’
(r-1) 404 + ...+ A3 0y = A&
a, a
a, ,a,
o = : . . 1 <i<r-1
a; a a; a._,
i a_qa; - - - oo 5‘?—1_3}—1I
(1) 51 510(1 + . s + 51 5,,,1&,.,1 - 51 5,- I ‘ 0(1
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(r-1) arqaoy + + 81840y = r—1ar | © Oy
- - 2 - - - -
(1) a, a,a, + ta a e, = a &
- - - - 2 _ - - +
(r-1) a 18,0404 + a8 0y = ana
- 2 2 - - - 2 2 _ - - - -
a, ‘o] + 2a o + a4 0., = aaoq + + a._a0._,
1<i<j<r-1
g2 _ > 2 2 > = > 2 2 >
hs=—la, “a; + 230 + a4 o4 + @
1<i<j=<r-1
=2 - - - - - 2
h = _(a1ara1 + + a,_4a,0,_4 + a,
h = _a1ar0(1 - - ar71ar0(r—1 + ar
r—1
h® = —aa.o + a
i=1
a, a,
= 9 ! a;:1é>r
h = —— s aja, + rr
=1 1 a4 1 Ay
| 18 8181
a, a 1 8y
: 2
Nach Voraussetzungist |_,° = , SO dass folgt :
L ar71a1 ar—1ar71
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Jetzt muss man wieder Umformungen vornehmen, namlich Spaltenvertauschung,
Ubergang zur transponierten Matrix und Faktorvertauschung :

In der Matrix sei die r-1 -te Spalte modifiziert , und die Spaltennummerierung ist gegeben
durch 1, .. .r-2 ,r

Q)
QO

QO

- .. a._,

Die Transponierung und die Faktorvertauschung erzeugt die gleiche Zeilennummerierung,
das heildt, die Zeile mit der Nummer r-1 fehlt :

QO

— . a._,

o o4
|
N
Oy

In der Matrix sei die r-2 -te Spalte modifiziert , und die Spaltennummerierung ist gegeben

durch 1, .. .r-3 ,r,r—1
. 55 .

- 3,3
b ér_1ér r

Die Spaltenvertauschung erzeugt die Vorzeichenanderung und die Spaltennummerierung
1,...r=3, r—1, r .Die Transponierung und die Faktorvertauschung erzeugt die
gleiche Zeilennummerierung, das heif3t die Zeile mit der Nummer r-2 fehlt:
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ar—za1 ar—2ar—1
a a, a

_‘
=y

In der Matrix sei die r-3 -te Spalte modifiziert , und die Spaltennummerierung ist gegeben
durch 1, .. .r—4,r ,r—-2, r—1

3, 3,

ar71 ar

Die 2-fache Spaltenvertauschung erzeugt keine Vorzeichenanderung und die
Spaltennummerierungist 1 , . . . r—4 , r—2 , r—1 , r . Die Transponierung und die
Faktorvertauschung erzeugt die gleiche Zeilennummerierung, das heilt die Zeile mit der
Nummer r-3 fehlt:

—| ar-48y A48, 4| @ _3Q,
ar72a1 ar72 ar71

Denkt man sich diesen Prozess fortgesetzt , erhalt man auf der rechten Seite der
Gleichung

\

Q)
oY
+

Q)

|'*1 o e e e e e e e . e e e e e .
12 = > -
|:1 . e « e e e e . e e e e e e

gerade die Determinante der Gramschen Matrix entwickelt nach der r-ten Spalte, also
ist

[ - >

a1 a1 . . . . . a1 a

i
i

_‘
-
iy
.
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Das Parallelotop P, < R"

a1 a1 1 an
2
Iy
n=H1 nan )
N n
a
2 - -
In a1 an
51
] L
2 = > \T N
2= & [

2 - - \T -
i= [ ] (s
2 - - -
In [ a1 an ] [ a1

2 - - 2
In [ a1 an ]
n ‘ [ a1 an ] ‘

Betrag der Determinante der
aufspannenden Vektoren
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