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Definition:

Im n-dimensionalen Raum R" seien die linear unabhangigen Vektoren a,, ..., a.,
1<r<n sowie der Vektor t gegeben .
Dann heifl3t die Menge
<1

das von den Vektoren a,,...,a , erzeugte r-dimensionale Simplex .

Der r-dimensionale Inhalt | des Simplex S, istinduktiv definiert durch :

I, = 1a,l
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Jetzt besteht Klarungsbedarf !
Warum die Bedingung > 3 <1 ?
Woher kommt die Inhaltsdefinition ?

x
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Die Punktmenge s, = s,(3, &,) :
Zu jedem Punkt x in s, =s,(a &, gibt es genau ein v mit
0<v<1 und einen Vektor vx , so dass Folgendes gilt :

a

)&2(32_31)
a
vX = va, + vk2(52—51)
'Vi = Vé»] + 'V)\,zéz - V}\.251
'VS(’ = '\/(1_7\.2)51 + 'V)\.zéz
VX = vhia; + vVA,a, mit VA + Vi, = v(hHhy) = v < 1

Die Punktmenge s, = s,(3, &, a,) :
Zu jedem Punkt X in s, = s,(3 3, &, gibt es genau ein v mit
0<v<1 und einen Vektor vx , so dass Folgendes qilt :

vX =

VX = wva; + vi,a8, — vA,a; + vAia; — vAy3,

VX = v 1—7»2—7\3)51 + VA8, + VAsds

VX = VA3, + VA8, + vhsa, Mit Vi + VA, + VAg = v < 1
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Wegen der Ahnlichkeitssétze gilt :

t(h) _ (ﬂh) R ,
-4 2]

y = [ ) on

e

b= [ B enfon

=] 5 e |

o= | eor |
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Das Simplex S, < R"
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I, = 14l

Satz des Pythagoras

Determinante der Gramschen Matrix

J. P. Gram , Danischer Mathematiker (1850 - 1916)
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Das Simplex S; c
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—|oay + oya,] + a3

Satz des Pythagoras

s H=0 , &HA=0

—a1a1OL1 8182012 + 81 3 = O

- 182(11 82820(2 + 8283 = 0

a1 a1OL1 + a1 azaz = a1 83

a2 a1 Olq + a2 azaz = 8263
2%3 2%2 2a1 23
a,a, a,a, a,a, a,a,

L a2a1 22 | L Za1 2%2

a;aoqy + aa,0, = day 83 | Olq

8281 g + azazaz = 8283 | Oy

a,a,a,4 a;a,0q0, = a;az;u

- - > - 2 - -

a,a,; 0,0, + a,a,0, = 8,30, +

a,a,o; + 2a,a,o,0, + a,a,0, = a,a;o0, + a,a,o,
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o2 - 2 2 - o 2 2 - 2
H = —( , Tay + 2aja,a,a, + a,"o,] + &,
=2 _ - - — - 2
H = _( 18304+ @830, + 8
= 2 _ o o o > -
H = -—a,ayo4 a,a,o, + a,a,
a,a, 4,4, a,a, a,a,
02 = - > | Gds 292 | - o | @3 @33 | .
= —&38; T3 7 — a3 T S o - ] + d;a;
a;a; a4a, a;a; a;a,
| 3@, 3,3, | | A2y 2qy |
2 2
(1— iz hae =
3 2 2
2 2 - - - - - o - o - .
- (1 1 _ | a1a3 a4, 58, — a;a;  aya, g8, + a;a;  aya, 5.2
- - - > - > - - > - 3
3 2 Aa; Aa, 281  @a aa; aa
2 2 - - - - - - - - - - - -
|32 = (1_) (1_) - 183 a:a; 51 _’3 a;ay a,3a; a"2 —’3 + a a, a,a, a 2
- > - - - - - - - - - > 3
3 2 a3 2a> axa, 2a3 28y @

Spaltenvertauschung, Ubergang zur transponierten Matrix, Faktorvertauschung :

2 2 (7 = = - o 7 . - - -
1 1 a,;a, a,3; |z - a,;a, a,a; |+~ a,;a; asa, (=
|32 — (_ L 7192 7193 a,a, - 191 7193 a,a, + 191 2192 a, 2
3 2 | @28, 33 | | @381 333 | | 3238y 282 |
2 2 [ > —> > > ] - - - - ] - - > > ]
12 = 1 1 a;a, @ay |z - a,;a;, a,;a; |- =~ a;a; a;a, |z 2
3 - 3 2 - - - - q, 3 - - - o |4 3 + - - - a3
| @33y @3y | aza, 3dy | | @234 292 |

Der rechts stehende Term in Klammern ist die Determinante der Gramschen Matrix,
entwickelt nach der 3. Spalte :

eyl as as
;" = 3| |2 81 88, 88
3dy  33d; a33;
EC
15 31 ?.26_1.1 iz%z "izels
39, 39 39;
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. n
Das Simplex S, c R : r<n
1 = ,
Il = — 1 - IH mit
r
Hia,...,a, , H=-oda +... +a_,a ., +a
2
1
12 = =] 1% -H?
r
2 — - \2 - 2
H® = —(oc1 F L F ocr_1a_1) + & Satz des Pythagoras
M2 > 2 2 == = 2 > 2
H = —[|a, “a; + 2,040 + a,_4 0, 4| + @
1<i<j=r-1
,h =0, , a_,h =20
(1) —a, a0y a; a_40,4 + a3 = 0
(r-1) —a_1a,04 —a_1a_10,¢ + aya, = 0
(1) 51 510,1 + e + 51 ér_1ar_1 = 51 5!’
(r-1) 04 + ...+ A3 0y = &
a, a
a_,a
Q, = - ' ' . 1 <i<r-1
a, a, - V-
I a_qa; - - - oo a:—1§r—1.
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(1) a; ajoy + + ad; a1 0h_q = a; a O
(r-1) aqa,0q + A 43r 10 = a4 I Ol 1
- - 2 - - - -
(1) a; a,04 + + a3 00y = a, a
- - - - 2 _ - -
(r-1) a 18,0404 + ot a8 0y = a4 *
> 2 2 z 2 z 2.2 _ Zz 2 z oz
a, “oj + 2aao0 + @40, = aaoa + + a._a0qa
1<i<j<r—1
02 > 2 2 == z 2.2 =
H® = —(a, “a; + 23 a,050; + a_,°0,. 4 + a
1<i<j=<r-1
H = _(a1ara1 + + ar—1 arO(r—1 + ar
2 - - - - - 2
H = —a.a,04 — - a,_4a,0,_4 + a,
. r—1
H? = ~3acq + ar’
i=1
1 ar
=2 1 a:—'] é'l'
H® = —— — aa + a,a,
=1 a, a, ay a,_q
arf1a1 ar—1arf1.
a, ay 1 8r
2 1 2
Nach Voraussetzung ist lL_,~ = T
r—1/!:
L ar—1 1 ar—1ar—1
dass folgt :
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Jetzt muss man wieder Umformungen vornehmen, namlich Spaltenvertauschung,
Ubergang zur transponierten Matrix und Faktorvertauschung :

In der Matrix sei die r-1 -te Spalte modifiziert , und die Spaltennummerierung ist gegeben
durch 1, .. .r-2,r

Qi
Qo

Die Transponierung und die Faktorvertauschung erzeugt die gleiche Zeilennummerierung,
das heil’t, die Zeile mit der Nummer r-1 fehlt:

- : ar—1 ar
arfza1 ar72ar71
a, a, a, a,_,

In der Matrix sei die r-2 -te Spalte modifiziert , und die Spaltennummerierung ist gegeben
durch 1, .. .r-3 ,r,r—1

3 3

r

Q)
QO

r—1
n L

Die Spaltenvertauschung erzeugt die Vorzeichenanderung und die Spaltennummerierung
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1,...r=3, r—1,r .Die Transponierung und die Faktorvertauschung erzeugt die
gleiche Zeilennummerierung, das heif3t die Zeile mit der Nummer r-2 fehlt:

QO

r-2

i

QO Q)

1 . . . . . ar—2a
a

iy

r
. =

In der Matrix sei die r-3 -te Spalte modifiziert , und die Spaltennummerierung ist gegeben
durch 1, .. .r—4,r ,r-2,r—1

3 3

r

ar—1 ar

Die 2-fache Spaltenvertauschung erzeugt keine Vorzeichenanderung und die
Spaltennummerierungist 1 , . . . r—4 , r—2 , r—1 , r . Die Transponierung und die
Faktorvertauschung erzeugt die gleiche Zeilennummerierung, das heif3t die Zeile mit der
Nummer r-3 fehlt:

Denkt man sich diesen Prozess fortgesetzt , erhalt man auf der rechten Seite der
Gleichung

NS
|
—_
|_\
~
N
T
|
Y
Qi
+
oy
Qy

gerade die Determinante der Gramschen Matrix entwickelt nach der r-ten Spalte, also
ist

'
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Das Simplex S,
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Betrag der Determinante der
aufspannenden Vektoren dividiert
durch n!
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