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Januar 2022

Quellen :
Apollonius’ Tangency Problem :

https://www.mathpages.com/home/kmath113/kmath113.htm

Rottgen-Burtscheidt, Johannes : Das Apollonische Berthrproblem (2007)

http://www2.math.uni-wuppertal.de/~volkert/Das%20Apollonische%20Beruehrproblem,
%202007.pdf

Bemerkungen :

Beide angegebenen Quellen sind wenig ausfuhrlich bezogen auf Berechnungen der
Beruhrkreismittelpunkte und Radien mit Hilfe der Analytischen Geometrie.
Insgesamt habe ich nur wenige weitere Quellen zum Beruhrkreisproblem gefunden,
weshalb ich diese Abhandlung schreibe.
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Gibt es zu 3 gegebenen Kreisen weitere Kreise, welche die
gegebenen Kreise beruhren ?

In Wikipedia (https://de.wikipedia.org/wiki/Apollonisches Problem) heif3t es hierzu :

,Das Apollonische Problem (Problem des Apollonios) ist eines der berihmtesten
Probleme der antiken Geometrie. Es geht darum, mit Zirkel und Lineal die Kreise zu
konstruieren, die drei beliebige vorgegebene Kreise berlhren. Apollonius von Perge (* ca.
265 v. Chr.; T ca. 190 v. Chr.) widmet diesem Problem ein nicht erhaltenes Buch (Uber
Beriihrungen).”

In dieser Arbeit sollen die Mittelpunkte und Radien der Ldsungskreise mit Hilfe der
Analytischen Geometrie, der Vektorrechnung und der Theorie der Linearen
Gleichungssysteme bestimmt werden.

Bemerkungen :

(1) Das Problem hat offenbar keine Lésung, wenn die 3 Kreise unterschiedliche
Radien haben und konzentrisch sind !

(2) Das Problem hat wahrscheinlich genau zwei Losungen im Fall von 3 sich
paarweise beruhrenden Kreisen mit gleichen Radien :
Der erste Beruhrkreis beruhrt die gegebenen Kreise von aulen, der zweite
Beruhrkreis beruhrt die gegebenen von innen.

(3) Das Problem hat wahrscheinlich genau zwei Losungen bei der symmetrischen
Kreisanordnung, falls die BerUhrkreise die gegebenen Kreise von aul3en berthren
sollen :

Die wenigen Bemerkungen zeigen, dass man wohl nicht ohne Fallunterscheidungen
auskommen wird !

Ich will in diesem Rahmen nur das Problem betrachten, bei dem die gegebenen Kreise
jeweils im AulReren der anderen Kreise liegen oder sich von auflien berthren und die
Mittelpunkte nicht auf einer Geraden liegen.
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Berechnungen

Gegeben seien die 3 Kreise K,, , Kg, , K, Wwelche derart angeordnet sind,

dass sie sich jeweils im AuBeren jedes anderen Kreises befinden oder sich von auRen

berthren.
Der gesuchte Berihrkreis K., ist in der Zeichnung grin markiert und soll alle 3 Kreise

von aufden berthren :

Punkte, Vektoren :

A=(AIA;) , B=(BIB,| , C=(CiIC,) , X=(X;1X,)

A: A1 . B= B1 . C= C1 ’ )'Z: X1
A2 BZ C2 X2

52(31):6_é | 5:(b1 _ALG a:(°1 CBLA | 3+Bed=0
aZ b2 CZ

>*<:("1 =X-A , X-8=X-B , X+b=X-C
X2

! (X-Af = (rer,f
I (X-Bf = [r+r,)
1l (X-¢f = (r+n)f
I X2 = [r+r,f
I %=¢f = (r+r,f
i %+a]" = (reryf
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Losungen fur x, , x,

X2 = r’+2rr+r,?
X?—28x+¢&2 = r?42r,r+r)}
X*+2bXx+b? = P4+2r,r+r)
> 2 _ 2 2
28X—¢ = 2[r,—r,)r+r2-r,
e _ 2 2
—2bx-b = 2(r1—r3)r+r1 ry
2CX = 2(r—r,Jr + &+r,%—r}
—2bX = 2(r,—r,Jr + b%+r,%-r,
— =2 2 2
2¢,X, + 2C,X, = 2(r1 rz)r + &4 2,
_ P2 2 2
—2b,x, — 2b,X, = 2(r1—r3)r + bo+r,"—r,

in Determinatenschreibweise :

2

[ 2(r,-r,]  2c, &2+r’—r?  2c,
) | 2(r-r)  —2b, L b%+r?-r  —2b,
1 2c, 2c, 2c, 2c,

-2b, -2, -2b,  -2b,

2c, 2(r1—r2) 2c, c2+r’—r,”

« —2b, 2(r1_r3) coy —2b, b?+r%—r,
? 2c, 2c, 2c, 2c,

—2b,  -2b, -2b,  -2b,
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Abkiirzungen :

o

_ 2c, 2¢c, | _|2¢c; —2b, _ _4|C | = _ga
—2Db, —2Db, 2c, —2b, c, b, AABC

B R RS

_4[ (r1—r2)b2+(r1—r3)c2 ]
—4[ rby,—r,b,+r,c,—r;c, ]

_4[ r1(b2+cz)—r2b2—r3c2 ]

— —4[ —r132_r2b2_r302 ]

4 ria,+rby+rsc, |

Shr i1y 2c,
52+r12_r32 2 b2
—2(¢? — )b — 2(b +, —r3 )Cz

&
2[ ¢ +r1 - (E>'2+r12—r32)c2 }

-2 2 2 =0 2 2
= —2[cb2+r1b2—r2b2+b02+r1c2_r302]

_2[ ¢*b, + b’c, + r12(bz + Cz) - b, — ric, ]
_2[ ES2b2 + b202 - r1232 - r22b2 - I'3202 }

2 2 2 -2 =,
2[r1a2+r2b2+r3CZ—Cb2—bC2]

2[ ria, + (r22_62)b2 + (r32_62)02 ]
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2 2(r,—

M, := _2; 22:_3 = 4[ (r1—r2)b1+(r1—r3)c1 ]
M, = 4[ (r1—r2)b1+(r1—r3)c1 ]

M, = 4[ r,b,—rybs+r,c,—rsc, |

M, = 4[ r1(b1+c1)—r2b1—r3c1 ]

M2 = 4[ —I‘1a1—r2b1—r301 ]

M, = —4] rja,;+r,b+r5c, |

N e 2¢, S ry’—ry

2 —2b1 62+r12_r32

N, = 2(62+r12—r22)b1 + 2(52+r12—r32)c1

N, = 2[ 62+r12—r22)b1 + 2(62+r12—r32)c1 }

N, = 2[ &b, + r2b, — r,2b, + b%c, + r’c, — r,°c, ]
N, = 2[ &%, + b’c, + r (b, + ¢, — rb, — rc, ]
N, = 2[ &b, + b’c, — ra, — r,°’b, — r’c, ]

N, = -2[ rla, + /b, + rj’c, — &b, — b’c, ]

N, = 2[ rla, + (rzz—éz)m + (r32—52)c1 ]

Also folgt:

x1:¥r+g—1 = Dx;, = Myr + N,
X2:D_r+D_ = Dx, = Mpr + N,

X, = :\D/l—1 ro+ g1+A1D

o U NaAD
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Quadratische Gleichung fiir r

=+ 2rr +r/?

X0 + X, = P+ 2rr + 1}

Dx,[" + (Dx,]* = D?** + 2D’r;r + D’r/?

(Myr+N, [ + (Mr+N,J* = D’r? + 2D’r;r + D%/

M2r? + 2M,N,r + N2 + Mir® + 2M,N,r + N2 = D?r? + 2Dr,r + D°r/
M2r? + Mar®> — D’r® + 2M,N,r + 2M,N,r — 2D%*r,r + N7 + N2 — D’r? = 0

M2+ M2-D?Jr? + 2(M,N,+M,N,~D*r,|r + N*+N2-D’r2 = 0

E := M%M2-D* , F := 2(M,N+M,N,-D’r,] , G := N2N’-D*r?

Er + Fr + G = 0

Nebenrechnungen :
M2+M2 = (4[ M a,+r,b,+r,c, ])2 + (—4[ r,a,+r,b,+r,c, ])2

M2+M2 = 16[ [ ay+rb,+ryc, [+ [ ra+r,b+rse, | ]

M+ M 2 2

16 = [ ryaytr,byrac, oo+ [ riagtr,bitrgcy |

'1\’?7'\"5 = ralerlbieric? + 2r,r,8,b,4210,0,0,C,4+21,1 G0,
+ rja+rbiaricl + 2rira,b,+2r,r5b 4215, ¢4,

I’:/I6$+—M§ = rfa§+r§b§+r320§ + 2r,1,8,0,421,r3b,C,+2r51,C,a,

+ rlaf+rab2+rict + 2r,r,a,b,+2r,r,b,c,+2r,r,c,a,
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2

M2+ M?
12 rias+raba+rics + 2r,r,a,b,+2r,r,b,c,+2r,r,c,a,

16
2.2 2.2 2.2
+ riaj+rybi+ricy + 2rr,a b, +2r,r;b,c,+2r,r, ¢ a,

M?+ M? . - -

1 2 _ 222, .22, 222 - - -
o ria“+rob“+r;c” + 2r r,ab+2r,r;bc+2r,r,ca

2 2
Mi+M, ( r,3+r,b+r,¢ )2
16 1 2 3
M2+MZ = 16( r,3+r,b+r,3 |

E = M+ M) - D?

E = 16( r,a+r,b+r,¢ )2 ~ D?

MiN; = 4] rjay+r,b,+rsc, | - 2[ ri’a, + (rzz—éz)b2 + (r32—52)02 ]

M‘IN'I 2 2 =2 2 2

5 = [ rja,+r,b,+rc, |- [ ri’a, + (r2 -¢ )b2 + (r3—b )c2 ]
M1N1 3.2 2 2

3 = rya; + r,rib,a, + ryric,a,

2 =2 2 =22\12 2 =22
r1(r2 —C )azb2 + r2(r2 —C )b2 + r3(r2 —C )czb2

r, (rsz—bz)a202+ r, (r32— b2) b,C,+r, (r32—b2) c

M,;N, = 4[ ryas+ryb,+rscy } ' 2{ r12a1 + (r22_62)b1 + (I’32—62)C1 ]

M,N ) .
8—2 2 = [ rya+r,b +r5c, | - [ r’a, + (rzz—cz)b1 + (rsz—bz)c1 ]
M, N

82—2 = 215 + r,rib,a, + rric,a,

r1(r22—62)a1b1 + rz(rzz—éz)bf + r3(r22—62)c1 b,

r1(r32—b2)a101 + rz(r32—b2)b1c1 + r3(r32—b2)c12
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EI\SA“N1 + g/lzNz = r’a: + r,r’b,a, + r,r’c,a,
r1(r22—62)a2b2 + rz(rzz—éz)bi + r3(r22—62)02b2
r, (rSZ—Bz) a202+r2(r32—52)b2 02+r3(r32—52)c§
r’a’ + r,rib,a, + ryric,a,
r1(r22—62)a1b1 + rz(rzz—éz)bf + r3(r22—62)c1b1
rq (r32_52)31c1 + rz(r32_52)b1c1 + rs(rsz_Bz)Cf
SR MRl o a4 rZEE 4 rrica
r\[r,=5%ab + r,(r,’~E2)b% + r,(r,/~E%|cb
r, (r32—52) 56+r2(r32—52)56+r3(r32—52)*2
g/l1N1 + QAZNZ [ ra + rb + r,d ] [ r’a + (r2—62)5 + (r3—52)6 ]
M,N, + M,N, = 8 [ rA + rb + ryé ] [ r’a + (rz—*z)B + (r§—52)6 ]
F = 2(M,N+M,N,~D?r,]
F = 2(8 : [ r,a + r,b + r,c ] [ ria + (rz—*z)B + (r3—52)6 ] — D2r1)
N2 = ( 2[ rla, + (r22—62)b2 + (r32—52)02 ] )2
N2 = 4[ r’a, + (rzz—éz)bz + (r32—52)02 ]2
Nf 4_2 2 =2\, 2 2 2\ 2
T = r,a, + (rz—c)b2+ (rs—b)c2

+ er(rzz—éz)azb2 + er(rg,z—Bz)azc2 + 2(r22—62)(r32—52)b202
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2

N2 = ( 2[ rla, + (rzz—Ez)b1 + (r32—52)c1 ] )

N2 = 4[ r’a, + (rzz—f:z)b1 + (r32—52)c1 ]2

N (o (B
+ 208(r2=&asby + 2r2(r2—B%)asc, + 2(r2—8%)(r2—b%)byc

NN e (el + (B

+ 281, 2—ab, + 2r2[r2-b%)ayc, + 2(r,2—&?(ry - b2 )byc,

ria? + (128 b2 + [r 207 c?

v 268fearby + 203(rBaro, + 2[r 2| r 2Bbrc,
NN L (s e (B

+ 2r2(r2~3)ab + 2r%(r2-02)3E + 2(r,—&)(r.2-b%)b3
Z‘i + 2‘_3 = [rfa + [r2-8)b + 22 |
N+ N = 4-[ 1%+ 1285 + [r2B25 |

G = N+ N2 - D*?

G = 4. [ r’a + (rzz—Ez)B + (r32—52)6 ]2 — D*r}
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Zusammenfassung (1):

Gegeben seien die 3 Kreise K,, , Kg, , K, Wwelche derart angeordnet sind,

dass sie sich jeweils im AuReren jedes anderen Kreises befinden oder sich von auRen
beruhren.
Dann gibt es einen Kreis K,., (in der Zeichnung grin markiert) der alle 3 Kreise von

auflen berihrt :

Punkte, Vektoren :

A=(AIA;) , B=(BIB,| , C=(CiIC,) , X=(X;1X,)

A=| A , BB , &=| G , X =%
A, B, C, X,
5=(a1)=6—|§ , E>=(b1 =A-C , ?::(C1 —B-A , 3+b+=0
a2 b2 CZ
>*<:("1 =X-A , ¥-8=X-B , X+b=X-C
X2
Mit
c b a o] b a
D = -4 1 1 — —4 1 1 — —4 1 1 — —8A
M, = 4] rja,+ryby+rsc, |
N1 = 2|: r1282 + (rzz_az)b2 + (r32_52)02 ]
Mz = _4[ r1a1+r2b1+r3C1 ]
N, = 2[ rla, + (rzz—Ez)b1 + (r32—52)c1 }
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folgt fiir die Koordinaten des Beriihrkreismittelpunkts X =(X;1X,) :

M N;+A;D
)(']:D_1r'.|.D17‘1

M N,+A,D
X2 =p "*p

Aus der quadratischen Gleichung fur den Radius

Er’+Fr+G = 0

mit

= 16( r,A+r,b+r,c )2 ~ D?

= 2(8~[r1§+r25+r36]-[rf

r des Berlhrkreises

G

ergibt sich der Beruhrradius zu

r =

—F + V F? — 4EG

- 2E

Berlhrkreise zu 3 gegebenen Kreisen, Version 2 12



Weitere Vereinfachungen die Diskriminate F°-4EG betreffend :
U := r,a+r,b+r,C
Vo= rla + (rg—éz)ﬁ + (rg—Bz)E
E = 16( r,+r,b+r,g | - D?
E = 160° — D

F = 2(8 : [ r,a + r,b + r,c ] : [ ria + (rg—Ez)b + (r§—62)6 ] —~ D2r1)

F = 16uv — 2D°r,

G = 4. [ r’a + (rzz—EZ)B + (r32—52)6 ]2 S

G = 4V* - D’r]

F°—4EG
- 2 |2 =2 2 =2 2.2
= (16Gv — 2D%r,] — 4 - (160% — D?) - (4¥® - D?"’
= 256(UV]° — 64UVD?r, + 4D*? — 256022 + 64U2D*r? + 16V2D? — 4D*r?
= 256(UV]’ — 64GVD?r, — 256U%? + 641°D%r2 + 16V2D?

Beriicksichtigt man, dass

v = %° - [u,v,—u, v,

und
U V,—UV, = (r1a1+r2b1+r301)(rfaz+(r§—62)b2+(r§—52)02)—(r1a2+r2b2+r3c2)(rfa1+(r§—62)b1+(r§—52)c1)
uv,—u,v, =0

folgt :

= 2560°V° — (u;v,—u,v,[" — 64GVD%r, — 256U°V? + 640°D’r; + 16V°D’

— 64UVD’r, + 64U°D’r? + 16V°D’

16D?(20r, — Vf

F’-4EG = 16D*2ur, — V[
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Zusammenfassung (2):

Gegeben seien die 3 Kreise K,, , Kg, , K, Wwelche derart angeordnet sind,

dass sie sich jeweils im AuReren jedes anderen Kreises befinden oder sich von auRen
beruhren.
Dann gibt es einen Kreis K,., (in der Zeichnung grin markiert) der alle 3 Kreise von

auflen berihrt :

Punkte, Vektoren :

A=(AIA;) , B=(BIB,| , C=(CiIC,) , X=(X;1X,)

A=| A , BB , &=| G , X =%
A, B, C, X,
5=(a1)=6—|§ , E>=(b1 =A-C , ?::(C1 —B-A , 3+b+=0
a2 b2 CZ
>*<:("1 =X-A , ¥-8=X-B , X+b=X-C
X2
Mit
c b a o] b a
D = -4 1 1 — —4 1 1 — —4 1 1 — —8A
M, = 4] rja,+ryby+rsc, |
N1 = 2|: r1282 + (rzz_az)b2 + (r32_52)02 ]
Mz = _4[ r1a1+r2b1+r3C1 ]
N, = 2[ rla, + (rzz—Ez)b1 + (r32—52)c1 }
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folgt fiir die Koordinaten des Beriihrkreismittelpunkts X =(X;1X,) :

M N;+A;D
)(']:D_1r'.|.D17‘1

M N,+A,D
X2 =p "*p

Aus der quadratischen Gleichung fur den Radius r des BerUhrkreises
Er +Fr+G = 0
mit

- e - \2 2
E = 16( r,a+r,b+r,c ) - D
E = 160° - D

F = 16uv — 2D°r,

G = 4. [ r’a + (r22—62)5 + (r32—52)6 ]2 — D’r}

G = 4V’ - D’r]

ergibt sich der BerUhrradius zu

—F + \ F? — 4EG
2F

~16UV + 2D°r, + 4 16D?(2ur, — Vf
320° - 2D°
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Schlussbemerkung zur Anzahl der Beruhrkreise, falls der gesuchte
Beruhrkreis die 3 gegebenen Kreise von auRen beruhren soll :

Die quadratische Formel fur den Berthrkreisradius kann entweder keine, genau eine oder
genau 2 positive Losungen haben. Hierzu passen die folgenden Konstellationen 111,111 der
gegebenen Kreise :

Ve'
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