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Das Prinzip des Cavalieri ( 1598 — 1647; 49)

Denkt man sich einen Koérper aus lauter gleichen, dinnen Schichten aufgebaut, und
verschiebt man dann die Schichten gegeneinander, so erhalt man einen neuen Korper mit
gleichem Volumen. Das Volumen bleibt bei diesem Prozess konstant.
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Werden nun die beiden Korper in gleichen Hohen geschnitten, so ergeben sich immer
gleiche Schnittflachen .

Die Schnittflaichen brauchen jedoch nicht die gleiche Form zu haben, sondern nur
gleichen Flacheninhalt, wie das folgende Beispiel zeigt:

____________
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Der Italienische Mathematiker Bonaventura Cavalieri (1598 — 1647; 49) aus Bologna hat
diese Uberlegungen verallgemeinert und zu einem Prinzip gemacht, indem er sich Korper
aus unendlich vielen, unendlich dinnen Schichten aufgebaut dachte.

Cavalieri-Prinzip:

Haben zwei Korper in gleichen Hohen gleiche Schnittflachen(inhalte),
so sind sie volumengleich.
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Statua di Bonaventura Cavalieri,

opera di Giovanni Antonio Labus, 1844.
Cortile del Palazzo di Brera a Milano
(foto di Giovanni dall'Orto).

http://mostre.museogalileo.it/congressiscienziati/archivi/MaterialiCelebrativiCongressoMilano 1844 .html
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Ausschnitt aus dem Werk

Bonaventura Cavalieri : Geometria indivisibilibus continuorum nova quadem ratione
promota 1653

(Geometrie der kontinuierlichen Indivisiblen : Entwicklung einer neuen Methode)

‘LIBER VII 435

http://echo.mpiwg-berlin.mpg.de/ECHOdocuView?
url=/permanent/library/05TCTFNR/index.meta&start=481&viewMode=image
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Schnittbetrachtungen an der dreiseitigen Pyramide

Vordere Pyramidenflache :

- :
Flachenbetrachtung :
1 ata' (. .y _ 1
yah' + 2 (h—h'] = > ah
a'h' + (a+a'| (h-h') = ah

a'h' + ah — ah'+ a'h — a'h' =
247 + mho— ah' + a'h — 2" =

—ah'+ah = 0

a'h = ah'
a’ _ h'
a h
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Betrachtung der linken und rechten Figuren:

Ih‘ ]
: ' h
a

a'I — m a'r — m
a, h a, h
. _ N
a| = h— a|
Sl — \/(a'|)2 + h|2

' 2
s' = \/E— a|) + h'2

v \2
s' = \/E— a’ + h*
, hl 2 hl
S = \/ h— a|2 + (h—) h2

v \2
s' = \/E— [a,z + hz]

1 \2
s' = \/2— s?
s' = h S

h

s' _ h' ) tt _ h'
s T h Analog : T oh
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Zusammenfassung , Strahlensatze :

' h
a
a' _ h' s _ h' tt _ h'
a h s h __h
U 4
Y
s _ Y| 4 strahlensatz
S t
U 4
Y
s' _ a' 2. Strahlensatz
S a
" U
——
:_' = :—' 2. Strahlensatz

Die Abschnitte s' , s bzw. t' , t heillen Strahlabschnitte .
Die Abschnitte a' , a heillen Parallellabschnitte .

1. Strahlensatz :
Das Verhaltnis der Strahlabschnitte auf einem Strahl ist gleich dem Verhaltnis der
enttsprechenden Strahlabschnitte auf dem anderen Strahl :

2.Strahlensatz :
Das Verhaltnis der Parallellabschnitte ist gleich dem Verhaltnis entsprechender
Strahlabschnitte :
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Ahnlichkeit von Schnittfliche &' und der Grundflache G

Analoge Betrachtungen fur die beiden anderen Seitenflachen der Pyramide liefert mit den
Strahlensatzen insgesamt :

s =L .4 (1. Strahlensatz)
S t u
z_ B :_ :_ - E_ z_ = i— (2. Strahlensatz)

Ll bl Cl

a b_ Cc

W)

Das bedeutet : Die Dreiecke Aa'b'c' und Aabc sind ahnlich.
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Winkelgleichheit ahnlicher Dreiecke

c b
c‘:b‘
° a
Wegen der Ahnlichkeit gilt : a_' = b_' = C—l = b=2p, ¢c=2c¢
a b c a a

Konstruktion des Dreiecks Aab''c' winkelgleich zum Dreieck Aa'b'c’

b“ 1l b’

b” a "n a L "

b a a

c" a " a . "

— = — = C = — C = C = C
C a a

Die Dreiecke Aab''c'" und Aabc stimmen in allen Seiten Uberein und deshalb auch
in allen Winkeln .

Speziell haben die ahnlichen Dreiecke Aa'b'c’ und Aabc die Winkel o' , B',

Y
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Flachenbetrachtung der ahnlichen Dreiecke Aa'b'c' und Aabc

Schnittebene

T

_________
-----
_____

______

] S

a' lla
b* Il'b
c' llc

Denkt man sich die Hoéhen H und H' der durch die Schnittebene erzeugten

Pyramiden sowie die dazugehdrenden Hohenful3punkte

F und F' eingezeichnet und

betrachtet die entsprechenden Strahlensatzfiguren, so folgt nach dem 1. Strahlensatz :

Sl _ Hl

s H 't H > u H

vt _H v _H

Nach dem 2. Strahlensatz gilt :

al _s b _t ¢ _u

a s b t ' ¢ u

Deshalb folgt

al _b _c¢ _H

a b c H

und speziell
" i LI i LR— i
a' = v al, |b'"= v bl , |c' = H c

. _H

Setzt man vorubergehend v := 0 , so folgt

a'=va , bb=vb , ¢c=ve
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Nun betrachtet man die Strahlensatzfigur bestehend aus den ahnlichen (und
winkelgleichen) Dreiecken Aa'b'c' und Aabc :

Esgilt a'=va , bo=vb , ¢c'=vece

Zur Berechnung der Dreiecksflachen betrachtet man noch die Hohen h' , h auf den
Grundseiten a' , a

Nach dem 2. Strahlensatz gilt dann :— = cC:_ = v unddaraus folgend h' = v h .

Far die Flacheninhalte folgt :

,_ah' _vavh _ -,ah _ »
G' = R =V 5 = vi G
G'=Vv*G
Speziell :
1 \2
G' = (H—) G
H
Satz :
Fur die Flacheninhalte G' und G der ahnlichen Dreiecke Aa'b'c' und Aabc mit
a'=va , bb=vb , ¢ =vc,hgi:
G' =V’G
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Das Prinzip des Cavalieri fur Pyramiden mit gleicher
Grundflache und gleicher Hohe

Schnittebene

G
a

Die Schnittflachen beider Pyramiden sind ahnlich zur Grundflache und berechnen sich

v \2
nach den vorigen Uberlegungen zu | G' = (H ) G

Damit gilt fur Pyramiden mit gleicher Grundflache und gleicher Hohe das Prinzip des
Cavalieri :

Pyramiden mit gleicher Grundflache und gleicher Hohe werden in gleicher Hohe in
gleicher Flache geschnitten und sind damit volumengleich .
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Zerlegung eines dreiseitigen Prismas in 3 volumengleiche
Pyramiden

Ein dreiseitiges Prisma mit der Grundflache G und der Hohe H zerlegt man in drei
volumengleiche Pyramden wie folgt :
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Nach dem Cavalieri-Prinzip folgt :

Vi = GH =

Vi = Ay = Ayhy =

Also gilt

Vi=V, = = lGH
3
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Volumenformel der dreiseitigen Pyramide

Gegeben sei die dreiseitige Pyramide mit der Grundflache G und der HGhe H .

EEEEEEEEEE S EEEEEEEEEEE N

Zur Volumenbestimmung betrachtet man die Pyramide des entsprechenden Prismas mit
der Grundflache G und der Hohe H |, deren Volumen gleich ;—GH ist.
Nach dem Cavalieriprinzip ist dann auch das Volumen der gegebenen Pyramide gleich,

also

vV = GH

1
3
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Volumen der Kugel V,,

= nr?

1. Voraussetzung : Kreisflache | A, .

Man erhalt diese Formel durch Folgen von regelmaRigen Polygonen (Vielecken), welche den Kreis
von innen und aullen annahern.
Speziell kann man die Polygonfolgen  Pg , Py, , Py, . .. bzw. die Folge

Ps , P, , Py, . .. nehmen.
Far die Flacheninhalte der Polygone ergibt sich eine Intervallschachtelung

A ;s A, 26,1 Zoar?] ., mit dem Zentrum mr? , welches den Flicheninhalt

6n]neiN neN
des Kreises darstellt. Die sogenannte Kreiszahl mt ist naherungsweise 3,14
2. Voraussetzung : Kegelvolumen |V, = :13— nr® H

Die Annaherung des Grundkreises von innen und auRen durch eine Polygonfolge liefert zugleich
eine Naherung des Kegels von innen und auflen durch eine Pyramidenfolge und eine
Intervallschachtelung fir die Pyramidenvolumina

Ven i Venhen = %%H : %AGnHl ) mit dem Zentrum :1? nr’ H , welches das

Volumen des Kegels darstellt .

Als nachstes zeigen wir, das die folgenden Kérper das Cavalieri-Prinzip erflillen :

Kugel Zylinder mit Doppelkegelaushoéhlung

2r 2r e’

Kreisflache : Kreisringflache :

A" = mx*? A" = ar® — qH?
A" = ;i — H?? A" = x| — H?
A" = =zlr* — H?

Die Kugel und der ausgehohlte Zylinder haben in gleicher Hohe gleiche Schnittflachen, sind also
nach dem Cavalieri-Prinzip volumengleich :

1

Vige = ar® - 2r — 2. 57”2 - r
VKugeI = %nrs
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Oberflache der Kugel O,

Die Kugel wird in 8 Oktanten aufgeteilt und die Ecken des Oktanten mit dem Mittelpunkt der Kugel
verbunden. Die Oberflache der Kugel wird hierdurch in 8 Kugeldreiecke zerlegt.

Ein Oktant kann durch eine dreiseitige Pyramide der Flache A und der Hohe p angenahert

werden, und das Kugelvolumen ist in der O-ten N&herung gleich  V, = 8 - ;— Ap

Um eine bessere Annaherung an das Kugelvolumen zu bekommen, verfeinert man die Zerlegung
indem man jedes Kugeldreieck in 4 kleinere Dreiecke aufteilt. Hierzu verbindet man die
Mittelpunkte der Kugeldreieckseite.
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Das Kugelvolumen dieser 4-ten Naherung ist :

1 1 1 1
\Q=8§A1p1+§A2p2+§A3p3+§A4p4
S

Schreibweise : Z 5

Fihrt man diesen Prozess, dass jedes Kugeldreieck in 4 weitere Kugeldreiecke aufgeteilt wird, fort,
bekommt man schlieRlich immer bessere Naherungen fur das Kugelvolumen :

Vo < V4 < Vi < Vo< .. .<V,

<
Schéatzt man nun die 4" -ten Naherungen nach unten und oben ab, ergeben sich folgende
Ungleichungen :

4" 4" 4
83 3 Amnp = Vy=8X% rAp = 8 3 A mxp

i=1 i=1

minjp] < V, < 3 max ]

oo
IIM%
>

o5

i=1

w|=

Hier bedeutet min|p;| das Minimum und max|p; das Maximum aller in der Zerlegung
vorkommenden Pyramidenhdhen .

Lasst man nun n gegen unendlich streben, n ——= o , so ergeben sich folgende

Grenzwerte :

4
mn’]{pl] T , max{pi} —_— T , 8 Z Ai _— OKugeI

i=1

o

Z A;| minjp < " 2 A max [p
Strebt nach l l/ l
3 Oxuger T Vikugel = % xr :13— Ouger T
Also folgt :
;T Owgel ' = ;l mr’
Okugel 4 7 r?
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